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TEOREMAS DE CONVERGENCIA NOS METODOS VARIACIONAIS (*)

RESUMO

Apresenta-se uma teoria dos métodos variacionais
a qual pressupde a existéncia de um principio de mi-
nimo.

A solucdo exacta do problema variacional supde-se
pertencer a um espago de Banach, X, onde cada ele-
mento minimiza um determinado funcional numa certa
classe de elementos.

Considera-se um operador que faz corresponder a
cada elemento de X um elemento de um dos subespa-
cos de X, o qual elemento se denomina aproximacao
do primeiro.

Enunciam-se e demonstram-se teoremas que esta-
belecem limites superiores para a distincia de cada
elemento X e a sua aproximagéo.

A teoria pode ser utilizada em situacées mais ge-
rais que a correspondente aoc método de Ritz. Tem,
muito especialmente, o interesse de permitir enqua-
drar os problemas de convergéncia do método dos ele-
mentos finitos.

1 — INTRODUCAO

Os problemas de Fisica Matematica reduzem-se
geralmente ao da resolugdao de equagoes diferenciais as
quais estda muitas vezes associado um principio varia-
cional [1] que afirma que a solugdo relativa a certas
condicbes de fronteira minimiza um certo funcional
num espaco de funcoes.

Os métodos variacionais sdo justamente aqueles
que substituem o problema da resolugdo da equagao
pelo da determinacdo do elemento que minimiza o
funcional.

O presente trabalho considera o problema ja na
fase em que ele se apresenta como problema variacio-
nal. Estabelecem-se os teoremas gerais de aproxima-

(*) Comunicacao apresentada
através do projecto TLE4 do

nas 1.* Jornadas Matematicas
Instituto de Alta Cultura.
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VOLUME XXXV PUBLICACAO MENSAL
C.D.U. — 519.34
EDUARDO ROMANO DE ARANTES E OLIVEIRA
Professor Catedratico do Instituto Superior Técnico, Lishoa.
SUMARY

A theory of variational methods is presented which
supposes a minimum principle.

The exact solution of the variational problem is
supposed to belong to a Banach space, X, where each
element minimizes a certain functional on a certain class
of elements.

An operator is considered which associates to
each element of X an element belonging to a subspace
of X. This element is called the aproximation of the
first.

Theorems are stated and demonstrated which esta-
blish upper bounds for the distance between each ele-
ment in X and its approximation.

The theory can be used in more general situations
than the one corresponding to Ritz’s method. It provides
namely an ideal frame for analyzing convergence in the
finite element technique.

cao e convergéncia relacionados com a redugao do pro-
blema variacional inicial a outros problemas também
variacionais mas de resolucdo eventualmente mais facil.

2 — Subconjuntos isocondicionados e isominimizantes

Seja H um espaco de Hilbert real [2]1 e seja F
uma familia de funcionais continuos definidos sobre H.

Supde-se que cada funcional da familia F admite
um unico elemento minimizante global num subespaco
H_. C H, dito um subespaco condicionado de H, e numa
classe de subconjuntos de H, chamados subconjuntos
isocondicionados, cada um dos quais se obtém somando
um elemento constante aos elementos de H_.

Luso-Espanholas, Lishoa, Abril de 1972. Trabalho subsidiado
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Isto significa que cada subconjunto isocondicionado
C C H, contém, para cada funcional F, um elemento s
tal que

F(s) < Flc) (2.1)

sendo ¢ um elemento arbitrario de C distinto de s.

Cada subconjunto isocondicionado C e o 'subes-
paco H_  séo isométricos, 0 que assegura que cada
elemento de C seja um ponto de acumulagao [2] de C.
E além disso evidente que o subespago condicionado é
um dos subconjuntos isocondicionados e que a unido
de todos estes é o espaco total H.

Considere-se agora, para cada funcional F da fami-
lia F, o conjunto de todos os elementos minimizantes
contidos em todos os subconjuntos isocondicionados.
Designa-se este novo subconjunto por subconjunto iso-
minimizante correspondente a F. Supde-se que a familia
F é tal que a uniao de todos os subconjuntos isomini-
mizantes, correspondentes a todos os funcionais da fa-
milia F, coincide com o espago todo, H. Cada ponto
de H representa pois a interseccao de um subconjunto
isocondicionado com um subconjunto isominimizante.

Dois elementos pertencentes aoc mesmo subcon-
junto isominimizante dir-se-do elementos isominimi-
zantes. Dois elementos pertencentes ao mesmo subcon-
junto isocondicionado dir-se-ao elementos isocondi-
cionados.

Os subconjuntos isocondicionados e isominimi-
zantes supdem-se ortogonais [3], Por isso, a intersec-
¢ado de cada subconjunto isocondicionado com cada sub-
conjunto isominimizante, que se supOe sempre nao
vazia, nao pode conter mais de um elemento.

Considere-se agora um operador limitado e conti-
nuo, T, com dominio H e contradominio H’, sendo H’
um subespaco de H. A cada elemento de H corresponde
um unico elemento de H' mas a cada elemento de H’
corresponderd em geral mais de um elemento de H.
Supde-se que a imagem de qualquer elemento de H per-
tencente a H' coincide consigo mesmo, isto é, que

T(e) =e sa s H' (2.2)

Supoe-se ainda que podem definir-se em H' sub-
conjuntos isocondicionados e isominimizantes, relativos
a4 mesma familia de funcionais F, 'subconjuntos esses
que gozam das mesmas propriedades que os subcon-
juntos homédlogos em H.

As imagens dos elementos de cada subconjunto
isocondicionado C de H supdem-se contidas num sub-
conjunto isocondicionado de H', o qual se diz corres-
ponder a C. Isto significa que as imagens de quaisquer
dois elementos isocondicionados, e e f, de H sdo dois
elementos isocondicionados, e’ e f', de H' (fig. 1), em-
bora ndo sejam necessariamente elementos isocondicio-
nados de H. Se no entanto o forem, quaisquer que sejam
e e f, o operador T diz conformante. (*)

o /H'
Fig. 1

E evidente que, se um dado elemento pertencer a
H’, entdo, em virtude de (2.2), coincidird com a sua
prépria imagem. Estara pois contido simultineamente
em C e em C' (fig. 2).

e € H
Fig. 2

Um certo subconjunto isominimizante M’ de H’
diz-se corresponder a um certo subconjunto isominimi-
zante M de H se ambos corresponderem aoc mesmo
funcional, F.

Pode pois considerar-se um segundo operador, A,
com dominio H e contradominio H', o qual faz corres-
ponder a interseccao de cada par de subconjuntos iso-
condicionados e isominimizantes de H a interseccao
dos subconjuntos correspondentes em H'. Tendo em
vista o que ficou estabelecido atrds, o operador A é
também tal que

Ale) =e se e = H’ (2.3)

Exactamente como acontece com os subconjuntos
isocondicionados, a interseccdo de qualquer subcon
junto isominimizante de H com o correspondente sub-
conjunto isominimizante de H' € um elemento de H'
que coincide com a prépria imagem (fig. 2).

Sobre cada elemento de H' cruzam-se pois um
subconjunto isocondicionado e um subconjunto isomi-
nimizante de H, e os subconjuntos correspondentes
de H'.

(*) Esta designacaoc & inspirada pela linguagem utilizada na teoria dos elementos finitos [4].
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A A — imagem de e da-se o nome de elemento
aproximante ou aproximacao de e em H'.

3 — Os teoremas de aproximacéo

Os teoremas de aproximacdo apresentam condi-
¢coes suficientes para que a aproximagado de um dado
elemento de H caia dentro de uma certa vizinhanga
do elemento.

Seja s o elemento minimizante Unico de F no sub-
conjunto isocondicionado C de H. Seja s'c o elemento
minimizante Gnico de F no subconjunto isocondicio-
nado correspondente, C', de H' . s'_ & assim a apro-
ximacado de s.

Considere-se em primeiro lugar o seguinte lema:

Lema: «Dado um namero positivo arbitrario & , é
possivel determinar outro nimero positivo arbitrario 3’
tal que, se ¢ for um ponto contido em C e F (c) —
— F (s)< &', a distdncia entre ¢ e s sera mais pequena
que 3 ».

Considere-se com efeito uma esfera S3 em C,
com raio 4 e centro s, e seja F 5 o valor minimo que
F toma no conjunto C-S 3 , isto é na porgdo de C ex-
terior & esfera. Em virtude de (2.1),

F35-Fls) >0 (3.1)
Assim, dado qualquer ponto C tal que
F{c) < Fj (3.2)

a distdncia d (s, c) entre s e ¢ deve ser mais pequena
que 5 , o que significa que ' pode ser igual a
F3 -F (s), isto é que 3 pode ser a diferenca entre os
valores minimos tomados por F em C, fora e dentro
da esfera S .

Um segundo lema poderia ser imediatamente esta-
belecido adaptando o anterior ao espago H'.

O primeiro teorema de aproximagao é o seguinte:

«Dado um numero positivo arbitrariamente pequeno,
%, é possivel determinar um outro nimero positivo arti-
trariamente pequeno, : , tal que, se

a) o operador T for conformante e C’ estiver incluido
em C,
b) existir um ponto ¢’ & C' cuja distdncia a s seja
menor que :,
entdo a distancia d (s, 5" ) é menor que & ».
A figura 3 traduz graficamente a situacao.

Fig. 3
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Como C'cC e s, eC,

F(s) < F(s,) (3.3)
Como ¢ = C
F (s',) < F (c') (3.4)
Em virtude da condicao b),
d (8;e").<< ¢ (3.5)

Ora, como F é continuo sobre H, @ possivel, dado

um nimero positivo arbitrariamente pequeno, : , deter-
minar ¢ tal que (3.5) implique

|F(c') — F(s)] <z (3.6)

Combinando (3.3) e (3.4), obtém-se

F(s) < F(s',) < F(c) (3.7)

e, em virtude de (3.6),
F(s) < F(s,)) <F(s)+ ¢ (3.8)

o que implica

F (s',) —F(s) <! (3.9)

Como s/, pertence a C' e C' — C é entdo possi-
vel, em virtude do Lema, determinar ¢, e portanto =,
de tal modo que

d(s,s'y) < (3.10)

Considere-se agora o segundo teorema de aproxi-
macao.

«Dado um numero positivo arbitrariamente pequeno,
%, & possivel determinar dois outros nimeros positivos e
arbitariamente pequenos ¢ e :' tais que, se:

a) existir um ponto ¢ & C' cuja distdncia a s seja
menor que &,
b) existir um ponto ¢ = C cuja distdncia a s', seja
menor que ',
a distancia entre s © s’  é menor que § ».
A situacdo é descrita graficamente pela fig. 4,

Fig. 4
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Com efeito, como ¢ = C,

F (s) < F (c) (3.11)
e, como ¢ & C’,
F(s,)<Flc) (3.12)
Em virtude das condigoes b) e c),
d (s, c)- {3.13)
d (¢85, )<a’ (3.14)

e, como F é um funcional continuo sobre H, & possivel
escolher : e : ' de tal modo que

F(s) =F(c)+=<" (3.15)
Fle)=F(s',)+e™ (3.16)
3 (3.17)

sendo ¢ e =’
quenos.

Eliminando F (s’ , ) e F (c’) entre (3.12), (3.15)
e (3.16), e usando (3.11), obtém-se

numeros positivos arbitrariamente pe-

Fis) SRl Fis) & ™ S5 (3.18)
e portanto
Fig) — F{g) < " <« ™ (3.19)

Em virtude do Lema, é pois possivel determinar
¢ &', e portanto : e : tais que
d(c,s)- § (3.20)

A desigualdade triangular permite entao escrever:

d(s,s',)<Cdlc,s) { dlcs',) (3.21)
e portanto, em virtude de (3.14) e (3.20),
dis.s’,) < ? (3.22)

Nas aplicacoes destes teoremas, convém que o
elemento que em ambos os teoremas se supde existir
na vizinhanca : do s seja a T — imagem de s, isto &,
T (s).

Quanto ao elemento ¢ = C que, no segundo teo-
rema, se supde localizado na vizinhanca : ' de s, deve
dizer-se que, na pratica, nado & facil mostrar a sua exis-
téncia.

Pode ser conveniente utilizar como elemento ¢ um
elemento s , de C tal que T (s ,) =s’, . Outra pos-
sibilidade consiste em tomar para elemento ¢ a projec-
¢do p de s', sobre C (fig. 5), recorrendo ao seguinte
teorema:
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«Seja p a projeccdo de s', sobre C e p' a
T — imagem de p em H'. Seja =z a norma (suposta
i
limitada) do operador A. Entao, se d (p, p’) - : :
—~ &
a distdncia d (s'o. p) € menor que :'».

Mostra a fig. 5 que p" e s, estio ambos em
C'. p e q sdo projeccoes de s, e p’' sobre C.

Pelo teorema de Pitagoras, valido para espacos
de Hilbert;

P A

[dip'g)]2 = [dip.p')]2 ( 1;_ 5 )_

[d(p.q)]2 |

Fig. 5

Portanto,

dip, g) = (3.24)

l 4=

Mas Mq e M’q intersectam-se sobre o elemento
p' que pertence a H'. Portanto, I\.‘!'q €& o subconjunto
isominimizante de H' que corresponde a M g O mesmo
pode ser dito de M 5 8 M’ p visto que eles se inter-
sectam sobre s’,.

Como, por outro lado, p' e s', estdao contidos em
C’, que & o subconjunto isocondicionado de H' que
corresponde a C, segue-se que p’ e s', sao as apro-
ximacoes de q e p. Logo,

d(p’,s',) - = dlp, q) (3.25)
sendo z a norma do operador A,
Ora
di(s’, .p) = d(s’,, p’) + d(p,p) (3.26)
e, portanto, em virtude de (3.24),
dis',p) < &” (3.27)
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4 — Convergéncia

Consideram-se agora sucessoes de operadores limi-

tados e continuos, { T, } e { AL } . A cada termo
destas sucessdes correspondera um subespago H' < H
que é o contradominio dos operadores T _ e A .

Uma sucessao de subconjuntos C', de um espago
meétrico C diz-se completa, relativamente a um outro sub-
conjunto S de C, se for possivel determinar um inteiro
positivo N tal que, para n ~ N, exista pelo menos um
elemento de C'  na vizinhanca de cada elemento
de S.

Os teoremas de convergéncia podem basear-se
neste conceito geral de completidade. A discussdo da
convergéncia torna-se mais simples porém, em regra, se
o elemento de C'n que aproxima um dado elemento e
ce S for a sua prépria T -imagem em H'"

0 conceito de completidade que resulta de tomar
para elementos aproximantes as imagens dos elementos
de S é pois uma particularizacao do conceito geral de
completidade, 8 qual pode dar-se 0 nome de T — com-
pletidade.

Uma sucessdo de subconjuntos C'  de C sera
assim chamada T — completa, relativamente a um outro
subconjunto S de C, se, dado :, for possivel deter-
minar N tal que, para n ~ N, a T — imagem de qual-
quer elemento & de S esteja contida na vizinhanca =
de e, isto &, se;

d(e, T (e)) - : para qualquer e & S (4.1)

E importante notar que uma sucessdo T — com-
pleta sera simplesmente completa, embora o contrario
nao se verifigue necessariamente,

Os teoremas de convergéncia podem ser enun-
ciados com varios graus de generalidade, correspon-
dentes a situagdes mais ou menos complexas.

Para cada grau aparecem dois teoremas, cada um
dos quais se relaciona com os dois teoremas de apro-
ximacado da Seccdo anterior.

Na presente comunicacgédo, limitar-nos-emos a con-
siderar um Unico espagco H, uma (nica familia F e um
unico elemento € = H.

O primeiro teorema de aproximacao da entdo ori-
gem ao seguinte teorema de convergéncia:

aSe

a) os operadores T _ forem conformantese C'| < C
(condigdo de conformidade),

b) a sucessao { Cs } for completa relativamente
a um subconjunto S de C que contenha s (condigdo
de completidade),

entao, { s',ﬂ} converge para s»,

As condicoes a) e b) correspondem com efeito as
condicoes a) e b) do primeiro teorema de aproximacao,
e nao ha portanto necessidade de comentarios.

O segundo teorema de convergéncia, que resulta
do segundo teorema de aproximacéao, é o seguinte:
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«Se

a) a sucessdo {C'n} for completa relativamente
a um subconjunto S de C que contenha s,

b) {s’en} convergir para um elemento de S,
entao {s'm} converge para s».

Também aqui nao ha necessidade de justificar.
De acordo com o estabelecido na Secgao anterior,
a condicao b) serd verificada se a sucessdo de ele-
mentos s, tais que T (s, ) =s", convergir para
um elemento de 5. Ou entdo, se a sucessdao das pro-
jeccoes p_ dos elementos s’  sobre C convergir para

um elemento de S.

n

5 — Discretizacéo

O problema da determinagcdo de elementos apro-
ximantes, simplifica-se extraordinariamente se o opera-
dor T for tal que o subespago H' tenha um nimero
finito de dimensdes. O problema variacional diz-se entdo
discretizado.

Nesse caso, e se o operador for conformante, tem-
-se 0 método de Ritz, cuja convergéncia pode pois ser
considerada & luz do primeiro teorema da Seccéo
anterior.

Se o operador ndo for conformante, tem-se um
método mais geral que o de Ritz., Trata-se de uma
situagdo que aparece frequentemente quando a discre-
tizacdo se faz pela técnica dos elementos finitos [4, 5]
que utiliza funcbies coordenadas definidas seccional-
mente no dominio a que se refere o problema varia-
cional. Serve entdo o segundo teorema.

6 — Conclusdes

A teoria que acaba de ser apresentada corresponde
a uma generalizagao das analises de convergéncia que,
para o caso linear, tém sido apresentadas pelo autor em
vérios trabalhos dedicados ao método dos elementos
finitos [5, 8] e a Teoria das Estruturas [7, 8] em geral.

O primeiro teorema de convergéncia pode consi-
derar-se cldssico, no sentido de que estd, de certo
modo, substancialmente incluido na teoria da conver-
géncia do método de Ritz[3],

Néo assim o segundo teorema, o qual jd permitiu
mostrar que € possivel conseguir convergéncia no mé-
todo dos elementos finitos mesmo que se viole a con-
dicao da conformidade entre elementos, e explicar a
razao por que, em certos casos, a convergéncia nido
chega a obter-se

A importdncia deste teorema & porém muito maior
se se atender ao papel essencial que o conceito de con-
vergénecia desempenha na justificacdo de teorias apro-
ximadas e dos métodos de geracdo dessas teorias [7, 8],

Assim, na teoria das Estruturas, por exemplo, os
teoremas de convergéncia levam a uma justificacido dos
métodos energéticos de estabelecimento das equagdes
das teorias das pecas laminares e lineares, métodos
esses que, apesar da sua comodidade, tém sido olhados
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com desconfianga, em virtude de aparecerem com
caracter heuristico mais ou menos disfarcado. Mostrar-
-se-a num préximo trabalho como o segundo tecrema
de convergéncia pode ser utilizado na justificagao da
utilizagdo desses métodos energéticos.
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presas da construgao civil.
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SOBRE A REOLOGIA DE AREIAS

RESUMO

A partir da vibracdo em ressondncia de tubos me-
talicos cheios com material granular, é possivel deter-
minar os pardmetros reoldgicos do enchimento. Um
ensaio com uma areia de marmore mostrou gue se pode
atribuir a esta areia comportamento visco-eldstico (corpo
de Maxwell). O método parece aplicivel a problemas
de Mecénica dos Solos.

1 — INTRODUCAO

A investigagdgo do comportamento reolégico de
substdncias granulares foi iniciada com o fim de se
conhecerem as propriedades do manto terrestre (que se
supoe formado por rochas peridotiticas) quando sujeito
a fusdo parcial. O método usado interessa porém igual-
mente para o estudo reoldgico de qualquer arsia.

As substincias granulares tém propriedades que
sao, de certo modo, intermédias entre as dum sdlido e
as dum liquido, parecendo razoavel admitir que o mo-
delo reoldgico correspondente seja (pelo menos em
primeira aproximacéo) o corpo visco-eldstico de Maxwell.
O facto terd naturalmente de ser confirmado pela expe-
riéncia.

Uma substdncia visco-eldstica é, como se sabe,

definida pela relacao (veja-se, por exemplo, Jaeger,
1956, p. 102)
- 2nd/dt -
I T : (1)
1+ (n'py,) d/dt
onde . e , sdo os tensores distorcionais (¢deviatorss)

respectivamente das tensbes e das deformagodes, t é o

tempo, n a viscosidade e p,, a rigidez de Maxwell.

Num sélido eldstico perfeito seria

T =2pt (2)

sendo p o mddulo de rigidez habitual (mddulo de
elasticidade transversal).

Pode dizer-se portanto que num corpo de Maxwall
o mdédulo de rigidez é substituido pelo operador
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(Dr. em Engenharia Civil, 1.S.T.)
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ABSTRACT

A method (based on resonant vibration) was deve-
loped for measuring the rheological constants of sandy
material contained in small metallic pipes. A test on a
marble sand showed that a viscoelastic behaviour
{Maxwell body) can be ascribed to this material. The
method is expected to be useful for some problems of
Soil Mechanics.

nd/dt
1+ l:r..*y.M:l d/dt

(3)

Por sua vez, para um liquido viscoso newtoniano
seria

o =2nd: /dt (4)

o que & equivalente agora ao operador

u = v d/dt (5)

Numa vibragdo em que ,; e . sdo ambos pro-

2mit|

porcionais a parte real de e " (sendo T o periodo),

vira

d/dt=2 = i/: (6)

e as expressoes (3) e (5) passam a escrever-se, res-
pectivamente,

2minf<
W = = ==
' 1+2winfuy s
Pop Pm T
== . e 14+1i— (7)
l—_—gl.M? 12/4 722 27m
p=2winfx (8)

As equagdes (2), (7) e (8) podem considerar-se
casos particulares da expressdao geral

p=p, (1+i/Q) (9)
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onde u, € o moédulo de rigidez (correspondente ao
periodo considerado) e 1/Q & um coeficiente de amor-
tecimento (Q é o chamado factor de qualidade em
ressonancia).

Para um sdélido perfeito sera

!J.O th 1/0. =0 (1OJ
para uma substancia visco-elastica de Maxwell

> 1 Uy T
Yo = — s (11)
12 12 /4 w292 Q 3=

e para um liquido newtoniano

g =0 1/Q = 0 mas u, Q=2 x%{= (12)
E interessante notar que, na substancia visco-elas-
tica, quando o periodo de vibragdo for muito pequeno
1/Q é vizinho de zero e a substdncia comporta-se apro-
ximadamente como sélido eldstico de rigidez u,,,
Quando, pelo contrério, o periodo for muito grande u
aproxima-se de zero e 1/Q de infinito, mas o produto
#, /Q conserva o valor finito 2 = » / =, como sucede
nos liguidos newtonianos. As substéncias visco-elasticas
podem assim considerar-se corpos de tipo mais geral
que incluem como casos extremos os so6lidos elasticos
(perfeitos) e os liquidos viscosos (newtonianos).

LiQuiDo

{Quase
NEWTONIANG )

Ku/Q

SOLIDO

(GUASE ELASTICO)

/1!1'9
0 /1
Fig. 1 — Variacao tedrica de ' /Q em funcdo de 1/7, para corpo
de Maxwell

As consideragoes anteriores mostram haver inte-
resse em representar a relacdo 4, /Q como fungdo de
1/= (Fig. 1). O maximo da curva estabelece, de certo
modo, a separagdao entre o comportamento de liquido
viscoso e o de sélido elastico. O periodo = = 270/,
correspondente ao maximao coincide com o chamado
tempo de relaxacéo.

Atendendo a (11), a grandeza Q/ Moo T é linear em
1/ <2, o que facilita o ajustamento pelos minimos qua-
drados, conforme se vera adiante (cf. Fig. 5). Na repre-
sentagdo grafica correspondente a ordenada na origem
e 1/2 =+ e o coeficiente angular da recta é 2 =« [ p,, 2,

Para esforcos moderados, as imperfeigcoes de elas-
ticidade que afectam o modulo 1 , ndo tém influéncia
no modulo de compressao 7 (moddulo de elasticidade
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volumétrica dos solidos elasticos), Nos problemas de
vibragoes, as solucoes obtidas para um sdlido perfeito
(quando expressas nos moddulos ;. e p) podem esten-
der-se aos semi-solidos fazendo a simples substituicdo
indicada em (2). O método vai ser utilizado na seccao
seguinte.

2. TEORIA DA VIBRACAO DE TUBOS

O dispositivo experimental para estudar a resso-
nancia de barras vai indicado na Fig, 2 (veja-se, por

TRANSDUTORES
.’// .
» A
AMPLIFICADOR "‘| _I L i— AMPLIFICADOR

DE POTENCIA DE VOLTAGEM

[ 5 -0 [

OSCIL ADOR /‘
ELECTRICO /
l AMOSTRA

FREQUENCIMETRO OSCILqSCdP[G
DIGITAL CATODICD

Fig. 2 — Esquema do equipamento usado nas medidas reologicas

exemplo, Spinner & Tefft, 1961). Uma oscilagao eléc-
trica depois de amplificada é convertida em vibragao e
aplicada a amostra através de um dos fios de suspenséao.
O outro fio estd ligado a um detector que transforma
agora a vibragao em oscilacdo eléctrica, a qual depois
de amplificada vai aparecer no «écran» dum oscilos-
copio catédico.

Enrolando os dois fios em sentidos contrérios, ex-
citam-se ndo so vibragoes forgadas em flexao, mas tam-
bém em torcao. Fazendo variar a frequéncia do oscilador,
obtém-se as varias ressondncias (que se reconhecem por
maximos da amplitude na imagem do osciloscépio). Es-
tas frequéncias de ressonfncia sao, como se sabe, pra-
ticamente iguais as frequéncias de vibracdo livre da
barra.

A fim de aumentar o rigor, a frequéncia ou o pe-
riodo da ocilagdo excitadora é medido num frequenci-
metro digital (Fig. 2).

No presente estudo ha interesse em utilizar tubos
de seccao circular. A vibragao transversal livre dum tubo,
infinitamente estreito, & descrita pela equagao diferencial
(cf. Timoshenko, 1955, p. 324 e seg.)

4 2
TSP . | (13)

x4 L2

onde y & o desvio vertical a distdncia x de um dos ex-
tremos, t € o tempo, ¢ a densidade, A a adrea da seccéo,
E o0 mddulo de Young e | o momento de inércia da sec-
cao em relagdo a um diametro, Sendo, respectivamente,
d, e d, os didmetros exterior e interior dos tubos, vira

A=r(d,2—d,2)/4el =(d4 —d4)/64
(14)
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Se nos extremos do tubo nao actuarem forcas exte-
riores, as condigoes nos limites sao

J/dx2 =0 para x =0 e x =1 (15)
3y 'ix3 =0 para x =0 e x = | (16)

onde | é o comprimento do tubo.
O periodo da vibragédo é

- ' ) B (17)
82 \
sendo  uma solugédo de
cos & cosh f§ =1 (18)

Para o modo fundamental é § = 4,730 e para a
2.* harménica 3 = 7,853,

A equagao (17) permite calcular E. Para um tubo
real (de sec¢do nao nula) serd

47214 Ac
E=C _E‘_I :2— (19)

sendo C um factor de correc¢ao que se pode representar,
com suficiente aproximacao, pela férmula empirica

cC=1+k/12 (20)

onde k @ uma constante (que depende do material do
tubo e da secgdo transversal).

Para tubos do mesmo material @ com a mesma
seccdo C/E é uma funcéo linear de 1/12, o que permite
determinar comodamente o modulo E.

Se o tubo estiver cheio com uma substdncia de
viscosidade suficientemente elevada para vibrar como
um sélido, serd

’ s A%y
1 W I et Eai;i- = (A, 6 An;al-”-t;

(21)

onde agora o indice t se refere ao tubo e o indice a
a amostra que constitui o enchimento.

Para o tubo cheio pode determinar-se um mddulo
equivalente, usando a equacdo (19) onde se fara

2 \ d;2
(1 -“)?;? -t (22)
e

sendo evidentemente

IE - I,E, +1,E, oudE —(d,4 —d,4) E, +d,4E,

(23)
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O médule E, pode obter-se desta equagédo. O valor
s6 é, porém, verdadeiro se forem iguais os coeficientes
de Poisson dos tubos e do enchimento. No caso contra-
rio, o valor determinado é aparente (sendo representado,
no que se segue, por E, * ).

Se forem o e 5, as tensdes radial e longitudinal
no material do enchimento e : e :, as dilatagoes
lineares correspondentes, o equilibrio eldstico implica
o seguinte sistema de equacdes (Timoshenko, 1940,

p. 62; 1941, p. 241)

1
o T “‘_.'ja’”r_'va %2
o
l I:
£Z= E tﬂz—?.‘fa Grl
i dcﬁ i cl|2
! _ .‘ ‘ ) N Et d¢2 Eiz ’1 N ’l ‘ .
(24)
onde os v v sao coeficientes de Poisson,
Eliminando o e : obtemos
M —i14+2%v.]
o o Balt=U-r20%) e,
A | i a z
B (1—=2v%)(1+v) *
donde se deduz (por ser 2 p. E /(14 -fa] )
E*—2p
— '“ ;‘ (26)
Z_Ea (1+27)p, |
com
v v U Bow pw ) (1 4=B) (27)
a
Ea d=2 +di 2
B= — == = = == iy
E(1—2v,) (1+ 3, (dg —g2
(28)
Na préatica, 7 v, €, em regra, uma boa apro-
ximacao.

Para as vibragbes em torcao teremos analogamente
{ Timoshenko, 1955, p. 318 e segq.)

.r.Iz ¢ 02 ¥

- =} 9 (29)
i-i- o X2 oot

sendo agora v o @ngulo de rotagdo a distadncia x de um
dos extremos, p. o moédulo de rigidez (ou de elastici-
dade transversal) e I' o momento de inércia polar (em
relacdo ao centro da sec¢do) que é

I'=2l == (d4— q;4) / 32 (30)
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Para extremos livres, as condicoes nos limites sao
fw/yx =0 para X=0 [} %=1 (31)
O periodo desta vibragao é

T 21y ¢/ n donde u 412,22 (32)

¥

Para o tubo cheio vem agora
(@ VETOR S U — = (I! 5 4+ 1 g,) -~ (33)

donde se deduz, com 1 F.+1

t a’

(" I

[ B 1., ou dcd 1 q(jefl 52 di41 e di4p.a

1 aa

(34)

sendo p a rigidez equivalente do tubo cheio que se
obtém da equacao (32) fazendo

(35)

A equacao (34) permite naturalmente determinar
i, . Conhecidos E_* e u, obtém-se, pela equacéo (26),
o coeficiente de Poisson v , e depois, utilizando as
equacoes conhecidas, o médulo de Young (verdadeiro)
E, e o mddulo de compressédo 7,

E.. =2 By (1 4 ‘a__.} (36)

a i

1 = Eal (3= 61,) (37)

Para materiais granulares ha interesse em usar
pequenas tampas nos extremos dos tubos.

Por analogia com barras com discos nos extremos
(cf. Timoshenko, 1955, p. 319 e seg.) os periodos =,
ou =, dos tubos sem tampas, respectivamente vazios ou
cheios, estdo relacionados com os correspondentes perio-
dos dos tubos com tampas ( 7, ou ) pelas expres-
soes aproximadas

“tia

Tl? 7“?,1[1-5— /AL )

(38)
TlaQ ?lluQ / [1 i 5/ (At ~:l H A.‘l -:u]]
para as vibracoes em flexdo; e
72 7"2/{14—5'/{[! g ) J
; , \ (39)
::a? Ttl.'.lJ/[-I +£/]L 2e T Iu-:n)] \

para as vibracdes em torgao.
As constantes :© ou (para cada tubo) sao gran-
dezas pequenas desde que as tampas sejam ligeiras.

E evidentemente possivel eliminar : e :' nas equagbes
(38) e (39).
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O resultado pode exprimirse dizendo que os valo-
res equivalentes E/C, para os tubos cheios (sem tam-
pas), podem ser obtidos da equagao (19) usando o pe-
riodo correspondente aos tubos cheios e com tampas,
desde que se substitua a densidade pelo valor

; PR d,?
8 1 9 — i
. ( d,?) Rt (40)

i

em vez do valor dado por (22),

Analogamente, a rigidez p  do tubo cheio (sem
tampas) pode ser calculada por (32) com o periodo
medido com tampas, fazendo, em vez de (35), a subs-
tituicao

( d 4 T
g (1 —) L g + —— £, (41)

Para estudar o amortecimento, a vibragcdao dos tubos
pode representar-se por uma elongagao proporcional a
parte real de

el2nit)s (42)
O efeito de imperfeicoes de elasticidade obtém-se

facilmente substituindo em (17) ou (32}, e depois em
(42),

E=E (1+i/Q) (43)
ou
nooong (1+i70) (44)
sendo
| 2 {A+%) 1
(45)
Qq 3 Q

que se deduz de E=9;n /(3 n), supondo 1/Q
suficientemente pequeno para, depois da substituicdo
(44), se poderem desprezar os respectivos quadrados
(7., como se disse, ndao é afectado pelas imperfeigoes
de elasticidade).

O resultado é o aparecimento de factores de amor-
Q: oue™7HQ 15 corresponde a
E_ ou p_, respectivamente). Numa oscilagdo forcada
com estes amortecimentos a amplitude da vibracdo é
proporcional a (cf. Timoshenko, 1955, p. 78)

¢ Tl I S
tecimento e /o

(-' 1 H )2 1 | 12

s + e (46)
N2 7.2 | 232 Q2
ou a uma expressdo analoga em 1/Q, 7, sendo agora
o periodo de ressondincia e - o periodo da excitagio.

A amplitude é reduzida a 1/y 9 do méximo para
valores de - (de ambos os lados de =) dados apro-
ximadamente por

2 o=, 15 =1 /Q (47)
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onde se admitiu que * é vizinho de < ; ha evidente-
mente uma expressdo andloga para 1/Q (vibracdo em
torgao).

Isto dd um método para determinar 1/Q; ou 1/Q,
reduzindo de 1/\ 2 a amplitude exibida no osciloscopio
(para ambos os lados de cada ressondncia) e medindo
os periodos correspondentes.

Substituindo agora em (23) e (34) expressoes ana-
logas a (43) e (44) para os tubos e para o enchimento,
obtém-se (igualando as partes imaginarias)

d. 4 E, Q, (d 4 —d 4) E, /Qpg di4 Ea Qta (48)

dcd o Q [de4 o di 4) f"ot’ol 1 di4 Foa Qa (49)
equagbes que permitem determinar 1/Q; e 1/Q  co-
nhecidas as restantes grandezas.

O efeito da suspensdo que tanto afecta 1/Q; com
1/Q¢, (e é proporcional, em cada caso, a 1/IE, ou a
11, E,,) fica eliminado na subtraccdo. O mesmo acon-
tece em relacdo a 1/Q e 1/Q, .

Na pratica, para as vibragoes em flexdo, determi-
nam-se (em vez de E_, /Q,.) valores aparentes E . * /

oa

/Qg,* que se podem transformar pela expressao apro-
ximada
Poa/ Qo =[(3/4) / (1 4 4 )] E . */ Qg* (50)

Isto resulta de ser

E*=(1-27)7y

i a

+ (4/3) (1 4+ 7)p, (51)

onde se pode fazer y — v e desprezar a parte imagi-
naria de v, (o que & uma razoavel aproximacédo porque
o amortecimento dos tubos é, em geral, pequeno, com-

parado com o do enchimento).

3. APLICACAO AO ESTUDO DUMA AREIA

Utilizou-se areia artificial preparada com marmore
de Estremoz; aproveitou-se a frac¢cdo que passava no
peneiro n.” 10 e era retida no n. 35. A densidade deste
méarmore é 2,695 g/cm3.

Usaram-se quatro tubos de ago inoxidaxel com as
dimenstes e densidades indicadas na Tabela 1. As tam-
pas eram de plastico e encaixavam bastante justas.

Para cada tubo (sem tampas) mediram-se os pe-
riodos das ressonancias fundamental e 2.* harménica
em flexao, e fundamental em torgdo. Com esses perio-
dos calcularam-se, pelas equacgdes (19) e (32), os valo-
res E/C e p que constam da Tabela 2.

Na Fig. 3 representaram-se as grandezas C/E em
fungdo de 1/1%; como era de esperar, os pontos definem
duas rectas cujo ajustamento pelos minimos quadrados
permitiu determinar o modulo E. Para p. adoptou-se a
média aritmética dos valores da Tabela 2. Os resultados
sdo

E = 1,956 | 0,003 Mb

n. = 0,7526 + 0,0003 Mb
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a que corresponde (usando uma equagao anéloga a (36))
o coeficiente de Poisson

v = 0,299 + 0,003

i P

TUBOS VAZIOS
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e

o | ‘
= ali| | 1
~— | |
o | FUNDAMENTAL |
a5t 1 |
|
sk l | | i
(] 0005 am 0015 oo02 Qo025
1/ (em™?)
Fig. 3 — Diagrama de C/E (em fungdo de 1/12) para os tubos
vazios

Os amortecimentos foram medidos para os tubos
com tampas. Os valores apresentavam alguma dispersao
mas foram regularizados (usando a teoria desenvolvida
noutra parte; Machado, artigo no prelo); isto tem, de
resto pouca influéncia nos resultados finais. Os valores
adoptados indicam-se na Tabela 3.

Determinaram-se também os periodos de resso-
nancia dos tubos vazios com tampas, para poderem usar-
-se as equacoes (40) e (41). A relacdo =, /5 (para as
tampas utilizadas) variava entre 1,041 e 1,066.

Os tubos encheram-se depois com a areia, a que
se deu uma ligeira compactagdo. A densidade aparente
obtida foi, em média, de 1,33 g/cm3, o que corresponde
a uma porosidade de cerca de 51 %.

Determinaram-se entdo as frequéncias de resso-
nincia dos tubos cheios, as quais pelas equagdes (19),
(32), (40) e (41) conduzem aos valores E/C e p indi-
cados na Tabela 4.

Na Fig. 4 apresentam-se os valores C/E em funcao

08 T T T

TuB0S CHEIOS

as

2% HARMONICA

"

o
= 01
L
S
L&
13 T
' FUNDAMENTAL
05, 2005 00! 0015 ooz 0015
1/ (em™?)
Fig. 4 — Diagrama de C/E (em funcdo de 1/]2] para os tubos
cheios

121



de 1/12. Procedendo como para os tubos vazios, ob-
tém-se os modulos equivalentes

E = 1,621 + 0,006 Mb
p. = 0,679 + 0,002 Mb
e pelas equacoes (23) e (34) deduzem-se para a areia
E,* = 0,746 Mb
s, = 0,123 Mb

Este € um valor aparente do mddulo de Young.
Pela equacao (26) pode determinar-se o coeficiente de
Poisson

+. = 0,368

a
e pelas equacoes (36) e (37)

E

u

0,335 Mb
7, = 0,394 Mb

Conforme veremos, a areia tem comportamento que
se pode considerar visco-eldstico e por isso ¢, varia com
o periodo de vibragao (de acordo com a equagao (11),
o mesmo sucedendo a E, e v . Os valores apresen-
tados representam, de certo modo, médias no intervalo
dos periodos de ressondncia utilizados. O mddulo ta
calculado pode, porém, ser vizinho do valor verdadeiro
(se E_* e 1, corresponderem sensivelmente a um mes-

Fa
mo periodo de vibracgao).

Os amortecimentos dos tubos cheios (e os respec-
tivos periodos) vao indicados na Tabela 5. Nao foi pos-
sivel medir 1 /Q (ou 1/Q¢ ) em muitas das ressonan-
cias, ou por ser muito pequena a amplitude da vibracéo,
ou por haver sobreposicdo doutras ressondncias anoma-
las (que resultam certamente da heterogeneidade da
areia e eventualmente de efeitos da suspensao).

Dos valores medidos obtiveram-se pelas equacées
(48), (49) e (50) os produtos p, /Q, que permitiram

soa
representar na Fig. 5 Q/p. = em funcdo de 1/ -2. Os

03 - = 1 —

[
|
[

02

Q/pt (10°Mb's")

o 1 i 3

% S —

/% (10%s7%)

Fig. 5 — Diagrama de Q/ 47 (em fungdo de 1/ © 2 ) para a areia
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pontos definem razoavelmente uma recta de inclinagao
finita e nao nula, o que mostra que o comportamento
reolégico da areia pode ser descrito, dentro da aproxi-
macéao adoptada, pelo modelo visco-eldstico de Maxwell.

Um ajustamento pelos minimos quadrados permite
calcular a ordenada na origem e a inclinacao, e a partir
destes valores os parametros de Maxwell (cf. Fig. 5)

sy = 0,16 + 0,03 Mb
+= (2,7 +0,7) X 106 poises

O tempo de relaxacao correspondente é da ordem
de 10 —4 s apenas; por isso, mesmo para solicitagoes
de duracao relativamente curta, as areias escoam como
liguidos viscosos.

Com os parametros obtidos é possivel determinar,
para os varios periodos de vibragdo, valores de ., dados
por (11). Na Fig. 6 a curva te6rica de variagdo de p

0204 s T 1

0
=
- 5
= CURVA TEORICA -
o1 ]
(Hy=016 Mb, m=27x10° poises)
; |
005! | : | |
o 5 50 75 oo
T (Us)
Fig, 6 — Diagrama de [ em funcdo de T, para a areia. A curva

representa a variacao tedrica (a curva tracejada corresponderia a
ey = 0,165 Mb, 7 = 3,0 X 10°® poises)

& comparada com os valores p. obtidos directamente da
Tabela 4, aplicando a cada medida de u a equacao
(34). Os pontos acompanham razoavelmente a curva
(que é de resto, afectada pela incerteza de iy € %) 0
que estd também de acordo com o modelo visco-eldstico
considerado.

4. CONCLUSOES

Conforme era certamente de esperar, o comporta-
mento da areia ensaiada pode ser descrito, com razodavel
aproximacao, pelo modelo visco-eldstico de Maxwell. Os
respectivos pardmetros reolégicos séo

4= 0,39 Mb
Hepa = 0,16 Mb

v = 2,7 X 106 poises
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0O método usado parece suficientemente simples
para ter interesse pratico em problemas de Mecénica dos
Solos.
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TABELA 1

Dimensdes e densidades dos tubos

Comprimento Didm. ext. Didm. int. Densidade
{em) {em) {cm) (g/cm3)
Tubo A 7,0698 0,8031 0,5821 7,946
Tubo B 8,1582 0,8033 0,6824 7,970
Tubo C 10,0024 0,8025 0,5823 7.952
Tubo D 14,1190 0,8020 0,5811 7.923
TABELA 2
Constantes eldsticas dos tubos (vazios)
E/C, fund. E/C, 2.* harm. v, fund.
(Mb) (Mb) (Mb)
Tubo A 1,748 1,431 0,7522
Tubo B 1,793 1,635 0,7532
Tubo C 1,851 1,654 0,7519
Tubo D 1,899 1,789 0,7531
TABELA 3
Amortecimentos 1/Q dos tubos vazios com tampas
1/Q ¢, fund. 1/Q ¢, 2. harm. 1/Q, fund.
(10 - 3) (10-3) (10-3)
Tubo A 1,109 1,004 1,166
Tubo B 1171 1,008 1,169
Tubo C 1,320 1,021 1174
Tubo D 1,910 1,070 1,186
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Constantes elasticas (equivalentes) dos tubos cheios de areia

TABELA 4

E/C, fund. E/C, 2.* harm. u, fund.

(Mb) (Mb) (Mb)
Tubo A 1,637 1,227 0,586
Tubo B 1,565 1,308 0,579
Tubo C 1,584 1,386 0,576
Tubo D 1,597 1,507 0,576

TABELA 5

Amortecimentos 1/Q dos tubos cheios de areia

Periodo 1/Q; 1/Q

(ws) {10-2) (10 - 2)
Tubo B 51,8 = 3,27
Tubo C 67,1 = 3.41
Tubo C 96,0 3,04 —
Tubo A 129,7 1,92 =
Tubo C 2501 2,25 —
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Sabia por exemplo que construimos
e montamos as blindagens do tunel e da
chaminé de equiilibrio e a conduta forcada

de Vilarinho das Furnas,
com O peso total de 2.500 toneladas?
E doravante sempre que passar por uma
barragem ou uma central eléctrica...
talvez se lembre do nosso nome.



servindo eficientemente o pais, também o servimos a si...
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MICROSCOPIA QUANTITATIVA DE CLINQUERES E CIMENTOS PORTLAND

RESUMO

A microscopia dptica com luz reflectida apresenta
grande interesse no estudo do clinguer e do cimento
portland pelo seu duplo aspecto:

— Qualitativo, facultando a observacdo directa da

estrutura e textura dos grdos de clinquer.

— Quantitativo, possibilitando a determinacdo di-

recta das proporcées dos seus constituintes.

No presente trabalho, apos breve revisdo dos aspec-
tos fundamentais respeitantes a composicdo do clinquer
e andlise microscdpica qualitativa, descreve-se a téc-
nica de determinacdo quantitativa das fases pelo método
de contagem de pontos com uma ocular integradora
de reticulo de pontos.

1 — INTRODUGAO

A microscopia 6ptica pode considerar-se ja como
uma técnica tradicional na andlise de cimentos. Le Cha-
telier (1882), pela primeira vez, observou o silicato tri-
calcico numa l|a&mina delgada de clinquer com um
microscopio polarizante e depois Tornebohm (1897)
identificou e descreveu os constituintes mineraldgicos
principais do clinquer. O método por ataque selectivo
em seccOes polidas de grdao de clinquer sé foi aper-
feigoado mais tarde por Tavasci (1934) e Insley (1936).
Desde entdo, o microscopio metalografico tem sido
utilizado com o madximo interesse e éxito na investiga-
cao e no controle industrial do cimento portland.

O exame microscopico do clinquer informa sobre
a espécie, formagdo e reparticdo das fases e fornece
indicagoes importantes sobre os fenémenos que podem
ocorrer no decurso da fabricacdo do clinquer e prepa-
racdo do cimento. O emprego duma platina ou ocular
integradoras faculta ainda, por um processo de conta-
gem mineralégica, uma determinacdo quantitativa directa
dos constituintes integrantes do material.

Foi j&4 objecto dum relatério do LNEC um estudo
microscopico qualitativo de clinqueres e cimentos nacio-
nais [3]. Por isso, no presente trabalho, apenas se
passardo em revista alguns aspectos fundamentais da
microscopia qualitativa, descrevendo-se mais em por-
menor o processo de determinacdo quantitativa por con-
tagem de pontos com ocular integradora, recentemente
adquirida.
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SYNOPSIS

The reflected light optical microscopy is of great
interest for the study of clinker and portland cement,
both from the qualitative viewpoint since it allows the
examination of the structure and texture of the clinker
grains, and from the guantitative viewpoint as it is pos-
sible to determine the proportions of its constituents.

In the present work, after a brief review of the fun-
damental aspects related to clinker composition and to
qualitative microscopic analysis, a description is made
of the techniaue of quantitative determination of phases
by the point counting method using a integrating eyepiece
with point grid.

2 — CONSTITUICAO MINERALOGICA DO CLINQUER
DE CIMENTO PORTLAND

0 clinquer pode considerar-se como uma rocha
artificial cuja formacao se deve a um conjunto de
reacgoes em estado sélido com fusao parcial dos com-
ponentes. O cimento portland é um ligante hidrdulico
resultante da mistura de clinquer e gesso finamente
moidos. A composicdo das fases do clinquer, a estru-
tura dependente da velocidade de arrefecimento e a
finura, entre outras propriedades, definem em grande
medida o comportamento do cimento.

Os constituintes mineralégicos, ou fases, normais
no clinquer podem incluir-se em trés grupos distintos:

1 — Silicatos, em cristais bem formados, que nao
chegaram a fundir durante o periodo de clin-
querizacéo.

2 — Fase intersticial, correspondente a fase fun-
dida a temperatura de clinquerizagdo, no seio
da qual cristalizaram os silicatos e que por-
tanto solidificou posteriormente aqueles, Esta
fase aglutina os cristais dos silicatos.

3 — Oxidos, grupo menor que forma inclusdes nos
grupos anteriores

O 1. e 2.° grupos incluem os chamados cons-
tituintes principais do clinquer: alite, belite, aluminato
e ferrite.
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2.1 Silicatos
Neste grupo estao a alite e a belite, as fases exis-
tentes em maior proporcao.

Por «aliter designam-se as diferentes modifica-
coes do silicato tricdlcico estabilizadas no clinquer in-
dustrial por formacdo de solucoes sdlidas com inclu-
sdo de pequenas quantidades de Oxidos estranhos (MgO,
Al, 0, Fe,0, TiO, P,0; S0, ..).Conhe-
cem-se actualmente 6 formas alotrépicas do C, S (1
trigonal, 2 monoclinicas e 3 triclinicas) identificaveis
por difraccdo de raios X e analise térmica diferencial,
de estruturas cristalinas muito semelhantes, vizinhas
da forma trigonal estavel a alta temperatura [4, 5, 18].

A alite corresponde ao C;S do processo de cal-
culo da composigdo potencial. Ocorre normalmente em
cristais idiemérficos, pseudo-hexagonais, de bordos por
vezes corroidos, denunciando reaccdo com a fase li-
quida, mais acida, durante o arrefecimento do clinquer,

frequentemente com inclusoes de belite (fig. 1). A alite
s0 & estavel acima de cerca de 1200°C e por isso, com
um arrefecimento muito lento, pode cecompor-se em beli-
te secundéaria e cal livre secundéria (C, S C,5+C).
A velocidade de decomposicdao € lenta e portanto
aquela ndo se da, em geral, durante o processo de
arrefecimento industrial. Nao obstante, a inclusio de
certos ides estranhos, como o FeZ+, pode acelerar
a reac;ao e reconhecem-se ao miscroscopio associagoes
de belite e cal pseudomdrficas com a alite, muitas vezes
com restos de alite ndo decomposta (fig. 2).

Belite € o nome dado ao silicato dicédlcico presente
no clinquer, Conhecem-se 4 variedades alotropicas do
C,S, 2 =2, B e v, estiveis em dominios de tem-
peratura determinados, as quais apresentam estruturas
cristalinas nitidamente diferentes, Podem representar-se
esquematicamente as transformacdes do C S do se-
guinte modo [6]:

i 680%-630°
_U‘L ————— - H
leristais 6a0°t 20
grondes)
14259210
8 ST——= @} 16070
\\ <500%
6307-520°
f et
ap = BL
(cristais 620°:70
pequencs)
- 850°-900°
Mistura Ja0%-8co® )

estequiométrica

1 — Mague nital
Cristais de alite de bordos ligeiramente corroidos & com inclu-
soes de belite

Fig. 400
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Fig., 2 — Ataque nital 400 <
Alite decomposta. Reconhecem-se os contornos primitivos e no-
tam-se ainda restos de alite nao decomposta
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A belite do clinquer corresponde a um C,S-§ de
rede cristalina ligeiramente modificada pela inclusao
de 6xidos em solugdo sélida (MgO, BaO, Mn, O,,
Cr, 04, K, 0, Na,0, Si0,, SO, ...).

O aspecto dos cristais varia bastante com a com-
posicdo e as condicoes de cozedura. Normalmente ocorre
em graos arredondados com estriacdo cruzada caracte-
ristica (fig. 3 e 4).

A magnésia participa na formacao da fase fundida
e entra em solucdo sdélida nas diferentes fases descritas,
mas para teores em MgO superiores a cerca de 2%
cristaliza independentemente como periclase.

A cal livre (priméria) resulta quase sempre de defi-
ciéncias de homogeneizacao do cru e por vezes duma
sobredosagem em cal.

400 x
Belite estriada denotando tendéncia para a forma s«dedo de luva»

Fig. 3 — Ataque nital

2.2 — Fase intersticial

Engloba as duas fases cristalinas designadas cor-
rentemente por aluminato tricélcico (C ; A) e aluminofer-
rato tetrdlcico, ou simplesmente ferrite (C, AF). Na rea-
lidada cada um destes constituintes pode diferir da com-
posigdo estequiométrica, quer por proporcoes varia-
veis de A e F, quer por introdugdo de impurezas em
solucdo sdélida [4, 5, 18].

O aluminato tricdlcico, quando bem diferenciado
na fase intersticial, apresenta-se em cristais irregulares
ou pseudoclbicos. Cristais idiomérficos alongados, in-
correctamente designados por «fase prisméatica», séo
atribuidos a uma fase alcalina de férmula NCg A .

A fase ferrite corresponde a um termo duma solu-
cdo sdlida de férmula geral C, A o F, . A com-
posicao desta fase nos clinqueres depende do trata-
mento térmico e da relagdgo A/F. A forma mais esta-
vel parece ser o C, AF, Esta fase distingue-se bem
pelo seu elevado poder reflector (fase intersticial clara)
(fig. 5).

2.3 — Oxidos

No clinquer podem aparecer, como constituintes
acessorios, periclase e cal livre (fig. 5 e 6).
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Fig. 4 — Ataque nital 400 x

Cristais lisos e irregulares de belite

3 — PREPARACAO DAS AMOSTRAS PARA ANALISE
MICROSCOPICA

Uma escolha criteriosa da amostra tem natural-
mente uma importancia primordial dado que esta deve
ser representativa do material a ensaiar.

Realiza-se uma primeira amostragem, como é indi-
cado para a analise quimica, sobre a amostra de mate-
rial recebido para ensaio a fim de obter porgoes mais
pequenas destinadas a observagdo microscépica.

A amostra de cimento assim obtida é utilizada tal
qual para a confeccdao dos provetes, A amostra de clin-
quer é primeiro britada muito cuidadosamente até um
tamanho de grado inferior a 2,38 mm (fraccéo que passa
no peneiro n.° 8 ASTM). Durante a britagem deve
evitar-se considerdvel formacdo de pd, fazendo penei-
ragoes frequentes.

Para a preparacao dos provetes, o material deve ser
transformado, por impregnacdo num meio proprio, num
produto compacto e duro que ndo se desagregue durante
as operacoes de desbaste e polimento, indispenséveis
para obter seccoes bem polidas aptas ao exame micros-
copico em luz reflectida.

Pode encontrar-se uma descricao pormenorizada
dos diferentes processos de impregnacdo, polimento
e ataque das superficies na bibliografia citada [7, 8, 9].
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Fig. 5 — Ataque nital 400 =
Zona alitica com cal livre, ferrite & aluminato «prismaticos

Em linhas gerais o modo operatério adoptado é o
seguinte:

1 — Impregnacédo de pequena quantidade da amos-
tra do material em resina sintética Stratyl A 116 e cata-
lisador Butanox, em pequenos tubos cilindricos de
vidro | — 2 cm. (7 ). Para o cliquer, esta operacdo & rea-
lizada num exsicador de vacuo para auxiliar a liber-
tacdo do ar ocluso nos poros dos grdos, Os tubos séo
deixados na estufa a 40 °C durante 24 h.

2 — O vidro dos tubos é partido e o fundo dos
provetes € sujeito a desbaste em lixas de esmeril de
granulometrias sucessivamente decrescentes: 3; 2; 1;
0/0; 3/0; 4/0, até se obter uma superficie plana e pra-
ticamente isenta de riscos.

3 — Polimento preliminar com pasta de diamante
«Hyprez» de graus 6-, 1-, 1/4-0S sobre panos de polir
proprios adaptados ao disco duma polidora mecénica,
empregando como lubrificante o fluido «Hyprezs,
tipo 0S. Este polimento tem como finalidade conseguir
uma superficie polida por corte dos cristais de clinquer
sem se originarem deformacdes dos mesmos.
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3156 X

Fig. 6 — Atague agua

Cal livre

4 — Polimento final obre um pano de feltro embe-
bido com suspensado de alumina = em alcool absoluto
e limpeza final sobre um pano de feltro seco, colocado
sobre uma placa de vidro. Por vezes, principalmente
no caso do clinguer, mais poroso, o provete & lavado
em dalcool absoluto, cerca de 2 minutos, num aparelho
Ultrasonic mod. 100 L & R, para eliminar o mais
possivel os residuos do polimento introduzidos nos
poros.

5 — Ataque da superficie polida do provete com
reagentes quimicos seleccionados para por em evi-
déncia as caracteristicas estruturais. As diferentes fases
tornam-se visiveis por ataque selectivo ou pela cor que
adquirem, dado terem composicoes quimicas diferentes,
o que motiva velocidades de ataque diversas. A escolha
do reagente é feita de acordo com o objectivo preten-
dido. Para analise quantitativa mostrou-se mais vanta-
joso um ataque com &gua destilada (4-8 seg.) seguido
de ataque com nital (3-6 seg.). No quadro 1 estdo reu-
nidos os reagentes mais usuais.
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QUADRO 1

Reagentes de atague mais usuais em analise microscopica de clinqueres

Reagentes Concentragéo Tempos de Accgao do ataque
ataque
Agua = 2-3 seg. Ataca preferencialmente a cal livre
destilada
. 3 seg. Comeca a atacar as demais fases
Etanol- Mistura em 1-2 min. Ataca a cal livre
-agua partes iguais
Nital Solugdo HNG, 2 - 6 seq. Reagente universal. Ataca todos os constituintes
1% em etanol
Acido clo- Solugdo HCI 5-15 seg. Reagente universal. Permite observar detalhes muito
ridrico 0,5 % em etanol a 85 % finos dos silicatos
Acido sul- Solugdo H, SO, 1-2 seg. Serve para diferenciar a fase intersticial, Ataca
furico 1 % em etanol a B5 % de preferéncia os aluminatos de célcio
Bérax Solucao 1% 5-7 min. Ataca selectivamente a alite e cal livre
em dgua destilada
Potassa Solucao KOH 15 seg. Diferencia a fase intersticial
10 % em &agua
destilada

4 — OBSERVACAO MICROSCOPICA QUALITATIVA

O exame microscopico qualitativo dé a conhecer
a estrutura e textura do clinquer e deixa deduzir dos
aspectos observados quais as condicdes experimentais
de cozedura e arrefecimento industriais e elucida tam-
bém sobre o grau de moagem e homogeneizagdo do
cru, A miscroscopia permite portanto uma paragénese
mineraldgica, ou seja, deduzir o processo tecnolégico
de fabricagdo do clinquer em fungdo da microestrutura
do material [7, 9]. Assim, por exemplo, agrupamentos
localizados («ninhos») de cal livre, periclase ou belite,
denotam uma granulometria grosseira do calcario, dolo-
mite ou quartzo, resultante em geral duma moagem
deficiente das matérias-primas; orlas de belite sobre
a superficie dos graos de clinquer podem indicar um
enriguecimento em cinzas acidas (siliciosas) do com-
bustivel; zonas extensas de cristais pequenos junta-
mente com cal livre sdo indicio de temperatura insufi-
ciente na clinquerizacao; cristais muito grandes e quase
soldados entre si de alite ou belite sdo caracteristicos de
sobrecozidos; fase intersticial bem diferenciada e belite
secunddaria sdo indicagdo dum arrefecimento lento do
clinquer; fase intersticial de cristais encastrados, sem
belite secundaria, indica, pelo contrario, um arrefeci-
mento muito rapido (témpera); com uma atmosfera redu-
tora do forno aparecem nddulos de ferro metdlico; etc.

Antes do verdadeiro exame microscdpico é interes-
sante, em alguns casos, observar com uma binocular
ou lupa as caracteristicas exteriores gerais dos graos
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de clinquer, como forma, aspecto da superficie e cor.
Este exame pode designar-se por macroscopia do clin-
quer.

Em relacdo & observacdo miscroscopica, podem ainda
considerar-se dois aspectos fundamentais:

— Microscopia de baixa ampliagdo, 100 — 300 X,
a qual tem por objectivo obter informagdes sobre a poro-
sidade e homogeneidade do clinquer e, eventualmente,
accao das cinzas do combustivel.

— Microscopia de alta ampliacdo, > 300 X, me-
diante a qual se observa a microestrutura do clinquer;
ampliacoes maiores (800 - 1000 X) sdo em geral uti-
lizadas apenas para o estudo de certos detalhes muito
finos dos cristais.

5 — DETERMINACAO QUANTITATIVA DAS FASES

A determinagdo quantitativa baseia-se na analo-
gia existente entre a proporcdo em darea ocupada pelos
diferentes constituintes e a proporgdo em volume dos
mesmos. Para que se possam considerar as percenta-
gens das dreas como percentagens volumétricas é neces-
sario supor um material estruturalmente homogéneo
e com os graos dispostos ao acaso. Assim, no caso
de clinqueres com abundédncia de «ninhos» ou dis-
tribuicdo dos diferentes constituintes em 2zonas, deve
preparar-se uma amostra suficientemente grande. Obti-
das as percentagens volumétricas das diferentes fases
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multiplicam-se esses valores pelas densidades respec-
tivas (guadro 2) e os produtos expressam-se em per-
centagens da soma total. A porosidade, exprimir-se-a
sempre em percentagem volumétrica.

QUADRO 2

Pesos especificos das fases do clinquer

Pesos especificos

Fases g/ cm3
CyS 3,13
C,S8-5 3,28
C; A 3,04
C, AF 3,77
Ca0O 3,356
MgO 3,60

A determinacdo quantitativa pode efectivar-se de
diferentes modos:

— Por planimetria. Esta técnica consiste em medir
planimétricamente as dareas ocupadas pelos diferentes
contituintes sobre fotomicrografias. E naturalmente um
processo demasiado moroso e dispendioso pelo elevado
numero de fotografias que exige e nao tem, portanto,
significado pratico.

— Por medigdo de comprimentos — método de Ro-
siwal. O método consiste em sobrepor a imagem do clin-
quer uma escala linear e medir os segmentos secciona-
dos pelas diferentes fases sobre esta escala, Pode
empregar-se uma platina integradora equipada com para-
fusos micrométricos (tipo Leitz) [2, 20] ou uma ocular
integradora [21].

— Por contagem de pontos — método de Gagalov.
Neste método a superficie do provete, convenientemente
atacada, & coberta com uma rede uniforme de pontos
que acertam com as diferentes fases em casualidade
estatistica. Contam-se para cada espécie mineral os
pontos respectivos & a operagdo repete-se, noutra posi-
cao do provete, até se obter um numero total de acer-
tos, ou pontos indicadores, suficientemente grande que
garanta uma precisdo aceitavel. Entdo, o nUmero de
pontos, Pi, contados para a fase Fi, dividido pelo nimero
total de pontos indicadores, P, definira o teor em volume
dessa fase:

Pi
— X 100
P

% vol. F

O processo baseia-se assim em cdalculos estatisti-
cos. E especialmente Gtil o emprego duma ocular de
integracao com rede de pontos [9, 23, 24].

E este Ultimo o método actualmente utilizado no
LNEC e que, portanto, se descreve mais em pormenor.

130

5.1 — Ocular e contador automatico de

pontos

integradora

Emprega-se uma ocular integradora Zeiss do tipo |,
contendo uma rede de 25 pontos dispostos no interior
dum circulo que representa o campo de contagem, Este
é um pouco menor do que o campo visual da ocular, de
modo a que o observador possa apreciar simultinea-
mente as vizinhangas do campo de contagem (fig. 7).

Fig. 7 — Distribuicdo dos pontos na ocular integradora (Zeiss)

A ocular é constituida por um sistema Kpl 8 X que
permite focar, por rotacao da lente ocular, a rede de
pontos. Quando se emprega um tubo binocular deve
montar-se no outro tubo uma ocular normal da mesma
ampliacao e igualmente corrigida.

O principio de aplicacao da rede é simples, pro-
cedendo-se como foi j& indicado (fig. 8).

Fig. 8 — Principio do método por centagem de pontos

As contagens devem fazer-se de maneira a cobrir
o mais equitativamente possivel toda a sec¢do do pro-
vete. As contagens podem simplificar-se por simples
rotacdao da ocular sem deslocar o provete. No entanto
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