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RAPIDOMAT EM «CASSETTE» DA ROTRING —

ACESSO PERMANENTE

Pretende-se que a tinta-da-china seque logo apés aplicagéo
sobre papel mas que se mantenha fluida dentro da caneta.

O rapidomat em «cassette» mantém as canetas prontas a
escrever gracas ao seu elemento higroscopico integrado.
Acaba-se o constante atarrachar das tampas durante o trabalho
ao mudar a espessura do traco.

1. ARRUMAGCAO FACILITADA
O rapidomat em «cassette» contem 4
instrumentos de desenho rotring
micronorm m de precisao, nas espes-
suras de 0,25 — 0,35 — 0,5 — 0,7 mm,
os cabos respectivos, uma-*
articulagdo e uma abracgadeira de
4mm ) e também um frasco de
tinta-da-china de 23 ml.

Cada instrumento tem o seu lugar
pré-destinado, mantendo-se assim

a arrumacao indispensavel aos
seus desenhos de precisao.

Arligo 150 853

2. SEMPRE PRONTOS A DESENHAR
Os seus instrumentos de desenho ndo estdo dispersos durante
o trabalho. Estdao arrumados, a méo, no seu rapidomat. Sem
tampas. Deixa de ser necessario enroscar e desenroscar as
tampas durante o trabalho. O ar humido que circula no
rapidomat mantém os seus instrumentos de desenho sempre
prontos para desenhar.

IMPORTANTE: Reencher regularmente com agua da torneira.
E é tudo o que o seu rapidomat precisa.

rotring-werke Riepe KG, P.0. Box 541060, D-2 Hamburg 54

Representante em Portugal e llhas
ARTUR WESTHEIMER, LDA.
Rua Maria Andrade, 42-2°
Lisboa-1

A venda no seu fornecedor da especialidade

3. TINTA-DA-CHINA ADEQUADA A0S
INSTRUMENTOS DE DESENHO ROTRING
Sem a tinta adequada, o melhor instrumento
de desenho perde metade do seu valor.

A rotring criou tintas-da-china com as quais
se obtem tragos de recorte preciso,

opacos, permitindo reprodugdes e micro-
filmagem. E isto com um periodo de secagem
muitissimo curto. E também a fluidez
necessaria para desenhar com rapidez.

As tintas-da-china rotring apresentam-se em
praticos cartuchos bem como em frascos

de formatos e tamanhos racionais, nas cores
preta, vermelha, azul, verde, amarela e
castanha.

Trabalho de precisao

exige instrumentos de precisao.
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VOLUME XXXVI PUBLICACAO MENSAL

C. D. U, 621.3:517.5612.2

Estudo experimental da aplicacao do cepstro (1)
a deteccao de ecos e periodicidades em sinais

RESUMO

Este artigo, que constituiu relatdrio de um esta-
gio, realizado no Centro de Estudos de Electrdnica,
passa rapidamente em revista a técnica do Cepstro,
pondo em relevo a sua utilidade na detecgdo de ecos e
periodicidades, e na demarcagdo, com precisao, da
época da sua ocorréncia. Além de uma breve andlise
tedrica da técnica utilizada, apresentam-se algumas
simulagées em computador e também alguns casos
reais.

0 — INTRODUCAO

Surgem com frequéncia, em trabalhos de andlise
de sinais, casos em que se torna necessdria a detecgao
de periodicidades um pouco escondidas na complexi-
dade do sinal, quando este & de origem experimental,
deteccdo de ecos, mesmo quando estes diferem de
algum modo do sinal primitivo, indentificacao da pre-
senca e da localizacao de sinais de forma mais ou menos
conhecida imersos em ruido, etc. Este tipo de proble-
mas encontra-se nos mais diversos ramos do desen-
volvimento cientifico, como sejam as telecomunicacgoes,
a acustica, a sismologia e a cristalografia.

A ferramenta matematica tradicional usada para
tratar este tipo de questoes, quando o sinal é suficien-
temente complexo para que uma andlise mais ou menos
empirica ndo permita tirar as conclusdoes desejadas, é
a correlagdo, quer do sinal consigo mesmo, quer de dois
sinais diferentes. Este método revela-se, como se vera
resumidamente na sequéncia, perfeitamente apropriado

{1) Deve pronunciar-se «Képstros.
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LUIS HENRIQUE MARTINS BORGES DE ALMEIDA
Engenheiro Electrotécnico (l. 5. T.)

Bolseiro do Lab. de Anédlise de Sinais (C. 1.)
do I. A, C.

GUILHERME DINIZ MORENO DA SILVA ARROZ
Engenheiro Electrotécnico (l. 8. T.)

Bolseiro do Lab. de Anédlise de Sinais (C. I.)
do I. A. C.

SYNOPSIS

This paper, wich is a trainee report of a work
done in the Centro de Estudos de Electrdnica, shortly
describes, with examples, the Cepstrum technique
outlining its usefullness in the deteccion of echoes and
periodicities, and in defining the exact epoch they
occur in. Apart from a brief theoretical analysis of the
technique, some simulations in a computer and some
real examples are treated.

em certos casos, principalmente quando se trata da
analise de sinais de banda larga, mas comeca a falhar
quando, sendo a banda mais estreita, a precisdao pre-
tendida na determinag¢do da localizagdao dos sinais a
detectar & da ordem de grandeza do intervalo de tempo
em que a autocorrelacdo do sinal toma valores apre-
cidveis.

Num simpdésio realizado em 1962 na Universidade
de Brown, Providence, Rhode Island, sobre o tema
«Andlise de Séries no Tempown, foi apresentada, por
R. P. Bogert, M. J, Healy e J. W. Tukey, uma comu-
nicagao intitulada «The Quefrency Alanysis of Time
Series for Echoes: Cepstrum, Pseudo-Autocovariance,
Cross-Cepstrum and Saphe Cracking» [1] no qual os
autores introduzem, entre outras, a técnica do «ceps-
trum» (que traduziremos por cepstro), a qual concluem
ser apropriada para o tratamento do problema que
tinham em vista (detec¢do de ecos em sinais sismicos),
pelo menos nos casos simulados que experimentaram.
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Posteriormente surgiram vdarios outros trabalhos,
am que esta técnica ou outras semelhantes sao apli-
cadas, além do problema sismolégico [2,3], ao estudo
da voz [4], processamento fotogrdfico [5,6], trata-
mento de sinais resultantes de electroencefalogramas
e deteccdo de sinais imersos em ruido [7], etc. Sur-
giram, ainda, naturalmente, outros trabalhos de tipo
mais tedrico, sobre o cepstro e técnicas semelhantes
[8,9], detecgdo de ecos em geral [6,10]. Estas indi-
cacbes bibliograficas sdo aqui dadas apenas a titulo
de referéncia para aprofundamento do assunto, tendo
o presente estudo, dado o seu caracter, sido baseado
apenas em [1] e [7].

Pretendeu-se apenas neste trabalho obter uma
familiarizacdo com as técnicas fundamentais relacio-
nadas com o emprego do cepstro, e ndo desenvolver
ou aprofundar qualguer analise ou técnica nova, o que
ndo se justificaria no nosso estado de conhecimento
do assunto. Dada essa finalidade usou-se, como meto-
dologia fundamental, o tentar concretizar as situagoes
apresentadas na comunicacdo referida [1]; existe,
contudo, uma diferenca importante entre as situagoes
gue procuramos analisar, e as que sao tratadas nesse
artigo: realmente, procurava-se, ai, simular sinais sis-
micos, de caracteristicas tipicamente transitdrias, pelo
que o sinal e o eco eram totalmente abrangidos pelas
amostras usadas; pretendemos, porém, analisar a situa-
cao menos favoravel, em que os sinais tem caracteris-
ticas estacionariag no tempo, e so se dispoe de amostras
de extensao limitada, as quais conterdo portanto no
inicio uma porcdo de eco que ndo corresponde a ne-
nhuma zona amostrada do sinal, e no final uma porgéo
de sinal cujo eco j& ndo estd incluido na amostra; por
este motivo a técnica de «tapering» foi por nés utili-
zada com uma finalidade diferente da que lhe é dada
nesse artigo, a qual consiste fundamentalmente em
criar uma série artificial com caracteristicas seme-
lhantes as dos sinais sismicos.

No primeiro paragrafo do presente trabalho apre-
senta-se um estudo elementar dos fundamentos em
que se baseia o cepstro.

No segundo e terceiro paragrafo apresentam-se
resultados obtidos a partir de séries no tempo com ecos
produzidos digitalmente; no terceiro pardgrafo inicia-se
ainda a discussdao de um problema surgido a propdsito
do tratamento de sinais de banda estreita, e que ird
implicar um tratamento prévio (tapering) do sinal.

No quarto paragrafo estuda-se o comportamento
do cepstro com a variagcdo do atraso do eco; a propd-
sito desta questdao discute-se no paragrafo cinco, com
um pouco mais de rigor o uso do tapering.

O problema dos ecos multiplos é em seguida tra-
tado no paragrafo seis; o pardgrafo sete analisa o
comportamento do cepstro face a ecos que difiram do
sinal, ® o cepstro de sinais periédicos é estudado no
paragrafo oito.

Finalmente, no pardgrafo nove apresentam-se resul-
tados obtidos, né@o agora a partir da simulagdes digitais,
mas sim a partir de sinais reais com eco.

Ao terminar esta introdugdo, queremos chamar a
atencdo para o facto de que o que em [1] é chamado
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cepstro ser o quadrado de funcdo que aqui utilizdmos,
8 a4 qual chamamos também cepstro, dada a estreita
relacdo existente entre ambas; a razao pela qual deci-
dimos usar esta fungdo e nao o seu quadrado residiu
fundamentalmente em que esta permite também utili-
zar a informacdo contida no sinal algébrico dos picos
obtidos; uma outra vantagem desta fungdo encon-
trar-se-d na interpretacdo dos resultados obtidos com
ecos diferentes do sinal (pardgrafo sete).

1 FUNDAMENTOS TEORICOS

Apresenta-se nesta sec¢cdo uma brevissima exposi-
cdo das bases tedricas elementares do cepstro.

Suponhamos um sinal x(t) a que se sobrepoe um
eco y(t) = a x(t-t,) e seja z(t) o resultado.

z(t) = x(t) + o x(t-t ) (1)

Sendo X(w) a transformada de Fourier de x(t),
e Z(w) a de z(t), serd

Z(w) = X(o) (1 + a ¢ oty (2)

Para a pequeno, calculando log | Z(w) |, obtemos

log | Z{w) [= log| X(w) | + a coswt, (3)
cuja transformada inversa é
F~'[log|Z(w) | ] =F~"[log | Xle) ||+
a @
r S+ tg) + —— Blr-tg) (4)
o que mostra que se F~' | log | X() | | for de pequena

amplitude ou pouco acidentada em torno de r == t,. se
ra facilmente notada a presenca de picos nos pontos
o que pode ser um meétodo eficaz
na ceteccdo de ecos em sinais.

'r':to ﬂ'r:—“lo'

A funcao F! log @lw) | em que @ (w) & o es-
pectro de energia de z(t),
@ lw) = | Z{e) | * (5)

Bogert, Healy e Tukey [1] deram o nome de cepstro.
Usaremos aqui, a expressao F—I"log | Z(») [1 dado que
foi a que realmente utilizdmos no calculo, como adian-
te se explicara, e, ainda, por permitir simplificar um
pouco a andlise que se segue.

Uma andlise mais exacta do problema podera
obter-se, por meio do desenvolvimento, em série de
poténcias, de log(1 + z) {com z complexo):

o0
e % | T n—t Zn
log(1 +2z)= ¥ (—1)*' 1
ni=:1 n

para |z |< 1

(6)
A parte real deste desenvolvimento serd o log |14

iz, pelo que

Re (z")
— o —1
logl1+zl= E {—1)" — (7)
n=1 i
para |z | <1
e podemos, pois, escrever, para |a| < 1.

log | Z(w) | = log | X{w) | +

TECNICA 424
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Estudo experimental da aplicacao do cepstro (1)
a deteccao de ecos e periodicidades em sinais

RESUMO

Este artigo, que constituiu relatorio de um esta-
gio, realizado no Centro de Estudos de Electrdnica,
passa rapidamente em revista a técnica do Cepstro,
pondo em relevo a sua utilidade na detecgdo de ecos e
periodicidades, e na demarcagcdo, com precisdo, da
época da sua ocorréncia. Além de uma breve andlise
tedrica da técnica utilizada, apresentam-se algumas
simulacées em computador e também alguns casos
reais.

0 — INTRODUCAO

Surgem com frequéncia, em trabalhos de andlise
de sinais, casos em que se torna necessdria a detecgao
de periodicidades um pouco escondidas na complexi-
dade do sinal, quando este é de origem experimental,
deteccdo de ecos, mesmo quando estes diferem de
algum modo do sinal primitivo, indentificacdo da pre-
senca e da localizagao de sinais de forma mais ou menos
conhecida imersos em ruido, etc. Este tipo de proble-
mas encontra-se nos mais diversos ramos do desen-
volvimento cientifico, como sejam as telecomunicagdes,
a acustica, a sismologia € a cristalografia.

A ferramenta matematica tradicional usada para
tratar este tipo de questdoes, quando o sinal & suficien-
temente complexo para que uma andlise mais ou menos
empirica ndo permita tirar as conclusdes desejadas, é
a correlacao, quer do sinal consigo mesmo, quer de dois
sinais diferentes. Este método revela-se, como se verad
resumidamente na sequéncia, perfeitamente apropriado

(1) Deve pronunciar-se «Képstron.

TECNICA 424

LUIS HENRIQUE MARTINS BORGES DE ALMEIDA
Engenheiro Electrotécnico (I. 5. T.)

Bolseiro do Lab. de Andlise de Sinais (C. I.)
do |, A. C.

GUILHERME DINIZ MORENO DA SILVA ARROZ
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SYNOPSIS
This paper, wich is a trainee report of a work

done in the Centro de Estudos de Electrénica, shortly
describes, with examples, the Cepstrum technique
outlining its usefullness in the deteccion of echoes and
periodicities, and in defining the exact epoch they
occur in. Apart from a brief theoretical analysis of the
technique, some simulations in a computer and some
real examples are treated.

em certos casos, principalmente quando se trata da
andlise de sinais de banda larga, mas comeca a falhar
quando, sendo a banda mais estreita, a precisao pre-
tendida na determinacao da localizagdo dos sinais a
detectar é da ordem de grandeza do intervalo de tempo
em que a autocorrelagdo do sinal toma valores apre-
cidveis.

Num simpésio realizado em 1962 na Universidade
de Brown, Providence, Rhode Island, sobre o tema
«Andlise de Séries no Tempo»n, foi apresentada, por
R. P. Bogert, M. J. Healy e J. W. Tukey, uma comu-
nicagdo ‘intitulada «The Quefrency Alanysis of Time
Series for Echoes: Cepstrum, Pseudo-Autocovariance,
Cross-Cepstrum and Saphe Cracking» [1] no qual os
autores introduzem, entre outras, a técnica do «ceps-
trum» (que traduziremos por cepstro), a qual concluem
ser apropriada para o tratamento do problema que
tinham em vista (deteccdo de ecos em sinais sismicos),
pelo menos nos casos simulados que experimentaram.
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Posteriormente surgiram vdrios outros trabalhos,
em que esta técnica ou outras semelhantes sdo apli-
cadas, além do problema sismolégico [2,3], ao estudo
da voz [4], processamento fotogrifico [5,6], trata-
mento de sinais resultantes de electroencefalogramas
e deteccdo de sinais imersos em ruido [7], etc. Sur-
giram, ainda, naturalmente, outros trabalhos de tipo
mais tedrico, sobre o cepstro e técnicas semelhantes
[8,9], detecgdo de ecos em geral [6,10]. Estas indi-
cagoes bibliograficas sdo aqui dadas apenas a titulo
de referéncia para aprofundamento do assunto, tendo
o presente estudo, dado o seu cardcter, sido baseado
apenas em [1] e [7].

Pretendeu-se apenas neste trabalho obter uma
familiarizaggo com as técnicas fundamentais relacio-
nadas com o emprego do cepstro, e ndo desenvolver
ou aprofundar qualquer andlise ou técnica nova, o que
nao se justificaria no nosso estado de conhecimento
do assunto. Dada essa finalidade usou-se, como meto-
dologia fundamental, o tentar concretizar as situagoes
apresentadas na comunicacao referida [1]; existe,
contudo, uma diferenga importante entre as situagdes
que procuramos analisar, e as que sao tratadas nesse
artigo: realmente, procurava-se, al, simular sinais sis-
micos, de caracteristicas tipicamente transitérias, pelo
que o sinal e o eco eram totalmente abrangidos pelas
amostras usadas; pretendemos, porém, analisar a situa-
cao menos favoravel, em que os sinais tem caracteris-
ticas estaciondrias no tempo, e s6 se dispde de amostras
de extensdo limitada, as quais conterdo portanto no
infcio uma por¢do de eco que ndo corresponde a ne-
nhuma zona amostrada do sinal, e no final uma porgao
de sinal cujo eco jd nao estd incluido na amostra; por
este motivo a técnica de «tapering» foi por nds utili-
zada com uma finalidade diferente da que |lhe é dada
nesse artigo, a qual consiste fundamentalmente em
criar uma série artificial com caracteristicas seme-
Ihantes as dos sinais sismicos.

No primeiro paradgrafo do presente trabalho apre-
senta-se um estudo elementar dos fundamentos em
que se baseia o cepstro.

No segundo e terceiro pardgrafo apresentam-se
resultados obtidos a partir de séries no tempo com ecos
produzidos digitalmente; no terceiro pardgrafo inicia-se
ainda a discussdo de um problema surgido a propésito
do tratamento de sinais de banda estreita, e que ird
implicar um tratamento prévio (tapering) do sinal.

No quarto paragrafo estuda-se o comportamento
do cepstro com a variacdo do atraso do eco; a propd-
sito desta questdo discute-se no pardgrafo cinco, com
um pouco mais de rigor o uso do tapering.

O problema dos ecos multiplos é em seguida tra-
tado no paragrafo seis; o pardgrafo sete analisa o
comportamento do cepstro face a ecos que difiram do
sinal, @ o cepstro de sinais periddicos é estudado no
paragrafo oito.

Finalmente, no paragrafo nove apresentam-se resul-
tados obtidos, n@o agora a partir da simulagdes digitais,
mas sim a partir de sinais reais com eco.

Ao terminar esta introdugdo, queremos chamar a
atencdo para o facto de que o que em [1] é chamado
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cepstro ser o quadrado de funcdo que aqui utilizdmos,
@ a4 qual chamamos também cepstro, dada a estreita
relagdo existente entre ambas; a razao pela qual deci-
dimos usar esta fungdo e ndo o seu quadrado residiu
fundamentalmente em que esta permite também utili-
zar a informacao contida no sinal algébrico dos picos
obtidos; uma outra vantagem desta fungdo encon-
trar-se-4 na interpretacao dos resultados obtidos com
ecos diferentes do sinal (pardgrafo sete),

1 — FUNDAMENTOS TEORICOS

Apresenta-se nesta sec¢do uma brevissima exposi-
cado das basaes tedricas elementares do cepstro.

Suponhamos um sinal x(t) a que se sobrepde um
eco y(t) = a x(t-t,) e seja z(t) o resultado.

z(t) = x(t) + a x(t-t ) (1)

Sendo X(w) a transformada de Fourier de x(t),
e Z(w) a de z(t), serad

Z(w) = X(w) (1 +a ¢ "iutg) (2)
Para « pequeno, calculando log | Z(«) |, obtemos
log [ Z{w) [z log| X(w) | + a coswt, (3)

cuja transformada inversa é

F~'[1og|Z(w) | ] = F~'[log | X{w) | ]+
o o
%-5 slr+1t,) + 2 Sr-t,) (4)
o que mostra que se F ' | log | X(«) | | for de pequena

amplitude ou pouco acidentada em torno de r == t,, se
rd facilmente notada a presenca de picos nos pontos
T=1t, e 7= —1t_, o que pode ser um método eficaz
na ceteccdo de ecos em sinais,

A fungdo F'[ log @[m)] em que ¢ {w) é o es-
pectro de energia de z(t),

@) =|Z(w) | * (5)
Bogert, Healy e Tukey [1] deram o nome de cepstro.
Usaremos aqui, a expressao F_"llﬂg [Z(«) [T dado que
foi a que realmente utilizdmos no célculo, como adian-
te se explicard, e, ainda, por permitir simplificar um
pouco a analise que se segue.

Uma andlise mais exacta do problema podera
obter-se, por meio do desenvolvimento, em série de
poténcias, de log{1 + z) (com z complexo):

[= =]
z
log(1+2)= Y (—1)1__°
n=1 n

para |z |< 1

(6)
A parte real deste desenvolvimento sera o log |14

-z |, pelo que

.o
. R n
logl1+zl= E {_A”n—l ?__'IZ:! 7
n=1 I
para | z| <1
e podemos, pois, escrever, para |a| < 1.

log | Z{w) | = log | X(w) | +
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(= 1)1 a" cos nety

G | n

+

n

g 8

o que leva a conclusao de que, a parte a forma de

F~'log | X{«w) || se observardo no cepstro picos de

n

&.
Dirac, de momentos proporclonais a{ — 1) —

n
nos pontos da forma = =nt_ ('), isto, é aparecerdo
wharménicas» no tempo, derivadas do facto de se ter
introduzido uma ndo linearidade, ao calcular o logari-
tmo do médulo, Evidentemente, para |« | > 1, poderdo
inverter-se os papéis do sinal e do eco, chegando-se a

1
conclusoes idénticas, com « substituindo por —. O caso
x

|a| =1 apresenta dificuldades de tipo matemdtico,
visto que Z(w) se anulard em certos pontos: na prética,
porém, caso os cdlculos sejam feitos em computador,
isto ird apenas dar origem a um (overflow» negativo
no célculo do logaritmo, e a funcdo obtida assemelhar-
-se-4 bastante, nas suas propriedades, a um cepstro em
que | a| fosse ligeiramente inferior a 1; este caso nao
difere, assim, dos casos em que, com || muito pré-
ximo de 1, se obtém ja «overflows» no célculo do
logaritmo.

Vemos assim que, trabalhando com log | Z{w) |,
conseguimos com facilidade chegar a expressdo geral
dos picos do cepstro, para qualguer amplitude do eco,
ao contrdrio do que acontece em [7].

Como se verd nos resultados experimentais adiante
apresentados, os picos correspondentes a harménicas
ficam normalmente dissimulados nas variagoes alea-

térias correspondentes a F— ' log | X(w) | .

Método de Célculo do Cepstro

Os cdlculos foram feitos num analisador de Fou-
rier HP5452A que é basicamente constituido por um
computador digital HP2116C que efectua todo o proces-
samento da informacéd, ao qual estdo associados orgdos
periféricos que permitem a sua aplicacdao a analise de
Fourier de sinais analégicos (conversor analdgico - digi-
tal, unidade de display e plotter). .

O célculo do cepstro fez-se do modo atras indicado,
com as trensformadas de Fourier directa e inversa substi-
tuidas pelas FFT (Fast Fourier Transform) correspon-
dentes, O uso de | Z(w) | em vez de |Z (w) |* permitiu
aqui evitar os erros de quantificagdo produzidos quando
do célculo do quadrado, os quais eram aprecidveis
para valores pequenos de | Z(w) | .

No célculo do logaritmo, para obter maior preci-
sdo sdo ajustados todos os valores mediante a sbtraccédo
de um valor igual para todos eles, o qual permite trazé-
-los para préximo do valor zero.

Isto tem como consequéncia a introdugdo de uma

(1) Dado que o cepstro & uma fungdo par, passaremos
negativos.
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componente continua no logaritmo do médulo do espec-
tro, que vai alterar o valor do cepstro no ponto v = 0.

Como este valor estd relacionado sobretudo com
a amplitude do sinal analisado, e ndo com a relagdo
sinal-eco, considerou-se vantajoso aumentar a precisdo
do cepstro & custa de erros neste valor.

Nos casos apresentados nos pardgrafos dois a
seis o eco foi fabricado a partir do sinal ja digitalizado,
no préprio computador, do seguinte modo:

Usaram-se amostras formadas por 1024 pontos.
O eco obteve-se deslocando a amostra um ndmero de
pontos correspondentes ao atraso pretendido, dividindo
em seguida por 2 e somando a amostra original. Segui-
damente igualaram-se a zero os primeiros 512 pontos,
com o fim de simular uma amostra real em gue, no
principio aparece um eco de uma parte do sinal que
ndao foi amostrada, e o eco da parte final do sinal néo
cai também nos dominios da amostra (fig. 1).

O sinal analisado era constituido pela saida de
um gerador de ruido branco, convenientemente filtrado
nos casos indicados no texto.

T T T T
" noe ase Ll oo sos e

Fig. 1-A: Formagéo de um sinal com eco: sinal original

"l

r T T
[} o0 e FLY e

T T T T T T
a0 o T Boo

Fig. 1-B:

sobreposto; notar que o deslocamento consistiu numa permutagdo

Formagio de um sinal com eco: sinal com o eco

ciclica dos pontos

_

Fig. 1-C: Formagdo de um sinal com eco: parte que & apro-

T T T T
oo oo e »op ooy

veitada

considerar apenas a parte correspondente a valores de , nao
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2 — ANALISE DO RUIDO BRANCO COM ECO SIMPLES

Na fig. 2 apresenta-se o cepstro de um ruido branco
cuja frequéncia limite era muito superior & frequéncia
de amostragem utilizada, com um eco deslocado de 102
pontos.

Na fig. 3 apresenta-se a autocorrelagdo do mesmo
sinal, onde o pico representativo do eco & também bem
visivel.

Verifica-se que neste caso simples, tanto a corela-
cdo como o cepstro permitem detectar com facilidade
a presenca do eco.

T L ] T 1 T

o 100 200 joo §00 S00
Fig. 2 — Cepstro de ruido branco com eco. (102}= 0,169
T 1 T L L ¥

0 100 200 300 400 Joo

Fig. 3 — Autocorrelagdo de ruido branco com eco (102) = 0,308

(1) Meédia de 1000 amostras
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T
100 200 300 %00 500

Fig. 4 — Cepstro de ruido vermelho com eco. (102) = 0,175

3 —RUIDO DE COR COM ECO SIMPLES

As fig. 4 e 5 referem-se a uma situagao idéntica
a anterior com uma Gnica modificacdo: o sinal, antes de
amostrado foi passado por um filtro Butterworth, passa-
-baixo, de frequéncia de corte igual a 1,5 KHz, sendo
a frequéncia de amostragem de 5 KHz.

O espectro de poténcia, médio ('), do ruido, deter-
minado experimentalmente, apresenta-se na fig. 6.

Ainda neste caso é perfeitamente visivel o pico do
eco, quer no cepstro, quer na autocorrelagao,

O caso seguinte apresenta muito mais interesse.
Trata-se da analise de um sinal de muito baixa fre-
quéncia (ruido passado por um filtro RC de frequéncia
de corte igual a 100 Hz, amostrado a 5 KHz).

A autocorrelagdo deste sinal sobreposto ao eco do
modo habitual, ndo permite distinguir, com seguranca,
a presenca do eco, @ menos ainda, determinar o seu
atraso com rigor. (fig. 7)

Na fig. 8 apresenta-se o cepstro da mesma fungao.
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0 100 200 3oe 400 500
Fig. 5 — Autocorrelagdo de ruido vermelho com eco.
(102) = 0,347
i I: ' . ; -rl 4.3 r‘! r‘l r.; :Il :Ia 1‘# M3
Fig. 8 — Espectro de poténcia experimental do ruido vermelho
usado
] fo0 100 Joo o0 so00
L 1 1 1 L P .
Fig. 7 — Autocorrelagdo de ruido de muito baixa frequéncia
com eco

L] 1 1
0 100 200 00 400 00

Fig. 8 — Cepstro de ruido de muito baixa frequéncia com eco:
ndo se usou o wtapering»

Verifica-se imediatamente que nenhum pico é visi-
vel na zona do eco.

Convém, neste momento, abrir um paréntesis para
descrever alguns ensaios que tinham sido feitos ante-
rormente, tendo em vista um primeiro contacto com a
técnica do cepstro. Nessa primeira fase a obtencao do
sinal com eco tinha sido diferente: o ruido (branco) foi
obtido de uma tabela de numeros aleatdrios gaussianos;
por meio de uma filtragem digital, realizada no préximo
computador, transformou-se o ruido branco em ruido
de muito baixa frequéncia. (A funcdo de transferéncia,
em coordenadas logaritmicas, do filtro usado apresenta-
-se na fig. 9).

Para obter o eco deslocou-se, também, a amos-
tra; mas neste caso, isso consistiu numa permutagido
ciclica dos pontos desta ('). Apds isso dividiu-se a
amostra por dois e somou-se & inicial. Isto teve com
resultado que, no principio da amostra figurasse o eco
correspondente ao fim do sinal.

O cepstro e a correlagdao do sinal assim obtido
mostram-se nas figuras 10 e 11. Pode-se ver que, nesta
caso, o pico & bem aparente no cepstro e ndo se nota
na correlagdo. (%)

Isto levou-nos a suspeitar que a razdo do desapa-
recimento do pico do cepstro era devida ao facto de
o eco que figura na parte inicial da amostra, nada ter
a ver com a porgdo do sinal que foi amostrada e nao ter
sido amostrado o eco da parte final do sinal.

(1) Como se sabe, a permutacdo ciclica corresponde nas transformadas de Fourier discretas ao atraso na transformada de

Fouriet normal.

{2) Um segundo pico que se nota na zona final do cepstro, resultou de uma caracteristica da amostra, como se pdde veri-

ficar por estar também presente no cepstro do sinal sem eco.
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Fig. 9 — Logaritmo do mddulo da fungdo de transferdncia do
filtro usado para gerar ruido de baixa frequéncia do computador

r I T T L T
0 100 200 300 400 500
Fig. 10 — Cepstro de ruido de baixa frequéncia com eco cons-

tituida pela permutagdo ciclica dos seus pontos (102) = 0,270

] 100 200 300 400 Joo
Fig. 11 — Autocorrelagdo de ruidoe de baixa frequéncia

com eco constituido pela permutagdo ciclica dos seus pontos

Dai o ter-se encarado a hipétese de usar a técnica
conhecida por «taperings, no tratamento da amostra.
Consiste esta técnica em minimizar a importancia
dos extremos da amostra multiplicando-a por uma fun-
¢céo que vai crescendo lentamente no inicio da amostra,

se mantém constante durante a maior parte dela e di-
minui lentamente para o fim. A fungao utilizada mostra-
-se na fig. 12.

Na fig. 13 estd representado o cepstro da amostra
depois de feito o tapering. O resultado pée bem em evi-
déncia a vantagem da utilizagdo dessa técnica.

Verificou-se experimentalmente que o tapering nao
produz alteragcdo sensivel na autocorrelacdo (comparar
as figs, 7 e 14).

Ver-se-a, no paragrafo 5, a propdsito do influéncia
do valor do atraso no cepstro, que a func¢do principal
desempenhada pelo tapering ndo é a aqui referida.

Os resultados obtidos neste pardgrafo merecem
uma analise mais aprofundada.

Como atras se viu, o cepstro de um sinal com um
eco é constituido basicamente por duas parcelas, uma
das quais 6 um pico e a outra F ' | log | X{w)| ]

No caso do sinal ser constituido por ruido branco
filtrado, entdo

|X (@) =N, |H (o) | (9)

em que N, & o valor médio do médulo do espectro do
ruido.

Na fig. 15 estad representado log  H (&) |, deter-
minado experimentalmente ('), e na fig. 16 representa-
-se a sua transformada inversa.

woe ros e #90 [T
) L f i

Fig. 12 — Fungao usada para efectuar o «taperings

0 100 700 300 400 500

Fig. 13 — (Cepstro de ruido de muito baixa frequéncia com eco:
usou-se o «tapering» (102) = 0,148

(1) As oscilagbes notadas para os valores mais baixos desta fungdo resultam da quantificacdo que foi feita ja em I X (4} |
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Fig. 14 — Autocorelagdo de ruido de muito baixa frequéncia

com eco; usou-se o atapering»
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Fig. 15 — Logaritmo do espectro de poténcia experimental do

ruido de muito baixa frequéncia usado

300 oo 500
1 L L

Fig. 16 — Transformada inversa da funcdo da fig. 15

* QOu o quadrado dessa funcao
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T T
100 200 400 500

Fig. 17 — Aautocorrelagcdo de ruido de banda estreita com eco
A forma desta transformada aparece claramente
junto a origem nas fig. 8 e 13, como era de esperar.

Nas fig, 17 a 20 mostram-se resultados idénticos
obtidos agora com um filtro passa-banda.

Uma analise do tipo da anterior aplicada & correla-
¢cao mostra imediatamente que esta é a convolugdo da
auto-correlagdo da resposta do filtro a um impulso de
Dirac com a autocorrelacdo do ruido branco com eco.

Sendo o filtro de banda estreita, a autocorrelagao
da resposta é bastante extensa no tempo, o que vai
originar na convolugdo um alargamento do pico corres-
pondente ao eco, o que no primeiro caso apresentado, o
mascara quase totalmente. No segudo caso o pico apa-
rece ainda visivel mas j@ a sua localizagdo é bastante
imprecisa,

Esta parece uma das vantagens
cepstro sobre a autocorrelagao,

Nas fig. 21 e 22 mostram-se para comparacgao as
autocorrelagcoes das respostas dos dois filtros, deter-
minadas experimentalmeante

Em [1], no caso de sinais du cor, o logaritmo do
espectro de poténcia é filtrado, retirando-se-lhe as
variagoes lentas na frequéncia, Isto corresponde apenas
a multiplicar o cepstro pela «funcdo de transferéncias
do filtro usado, e portanto a diminuir a amplitude das
variagoes existentes em torno da origem. Nao nos parece
ser esta técnica de grande utilidade, pelo que decidimos
pé-la de parte.

principais do
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100 100 100 400 ELL
1

100 200 oo 400 500 Fig. 20 — Transformada inversa da fungéo da fig. 19
Fig. 18 — Cepstro de ruido de banda estreita com eco.
(102) = 0,134
0 100 200 oo 400 So00
Fig. 21 — Autocorrelagdo do ruido de muito baixa frequéncia

a que se referem as figs. 7, 8, 13, 14 e 15

-
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104

l 100 200 300 400 500

1 . 0 1 A—L
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Ll 1 k] 2 - L] Ll v L L " Ll
Fig. 19 — Logaritmo do especiro de poténcia experimental Fig. 22 — Autocorrelacdo do ruido de banda estreita a que se
do ruido de banda estreita usado referem as figs. 17, 18, 19 e 20
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4 — INFLUENCIA DO VALOR DO ATRASO NO CEPS-
TRO DUM SINAL COM ECO SIMPLES

Ao descrever o modo como obtivemos as amostras
do sinal com eco, chamdmos a atencdo para o facto de
a amostra conter, no principio, um troco de eco cujo
sinal nao foi amostrado e, no fim, um trogo de sinal
cujo eco nao figura também na amostra.

Matendo o tamanho da amostra, este efeito sera
tanto mais sensivel quanto maior for o atraso do eco, o
que significa gue no cepstro o pico correspondente
decrescerda com o aumento do atraso.

Evidentemente tal facto implica ficar o atraso
maximo detectavel dependente do tamanho da amos-
tra usada, além de ser dependente da amplitude do eco
em relagdo ao sinal, como é dbvio. Na fig. 23 mostra-se

T T T Ty
o 100 200 Joo 400 S00
Fig. 23 — Variagdo da amplitude do pico no cepstro em fungao

do atraso do eco, determinada experimentalmente

a média experimental, para cinco amostras de ruido
branco, do valor do pico em fungao do atraso, com
amostras de 256 pontos e o tapering atras indicado.

Como exemplo deste facto temos as figs. 24 e 25

r T T T T T
o 100 200 ioe 400 so0

Fig. 24 — Cepstro de ruido branco com eco atrasado de 204
pontos. (204) = 0,118
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r T T T T T
0 100 200 300 400 500
Fig. 25 — Cepstro de ruido branco com eco atrasado de 307

pontos. (307) = 0,015

que representam cepstros de sinais com ecos atrasados
respectivamente de 205 e 307 pontos, e cuja amplitude
continua a ser metade da do sinal.

Como se verifica na fig. 25 o pico representativo
do eco tem amplitude menor que vérios picos aleatérios
que surgem no cepstro.

5 — TAPERING

A funcao que foi atras utilizada para fazer o tapering,
foi escolhida de acordo com o raciocinio na altura
indicado, de modo que o seu crescimento se efectuasse
num espaco igual ao atraso do eco.

Dessa forma seria natural utilizar-se com ecos de
atraso maior, uma funcao de tapering com crescimento
mais lento. Isso foi experimentado mas os resultados
ndo corresponderam ao que se previa, o que levou a
rever as razdes que, primitivamente tinham sido con-
sideradas para justificar a utilidade do tapering.

Analisando a questdo um pouco mais a fundo,
verificou-se que uma das razdoes para que 0 cepstro
sem tapering ndo detectasse ecos em sinais de banda
estreita residia no facto de a amostra apresentar des-
continuidades no comeco e no fim, as quais davam
origem a valores elevados do espectro de frequéncias
que quase nado existem no sinal original,

Isso pode compreender-se facilmente se pensarmos
que o espectro da amostra, quando esta é cortada (mul-
tiplicada por uma funcao rectangular), vai sofrer uma
convolugao com uma funcdo do tipo.
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em que T & a duragdo da parte aproveitada da amostra

Num sinal de banda estreita a maior parte do
espectro ficard, pois, ocupada por valores parasitas
mascarando as oscilagoes que existissem devido
ao eco e dando origem no cepstro a um pico para r = T.

Na fig. 26 temos uma amostra de ruido de baixa
frequéncia com um eco atrasado de 102 pontos; a
fig. 27 mostra o seu espectro em coordenadas loga-
ritmicas; & perfeitamente nitido o efeito que atras expli-
cdmaos, na zona em que o espectro do sinal tem valores
muito baixos (notar que, sendo o comprimento do
rectangulo de 512 pontos, o seu espectro discreto apre-
seta valores alternadamente positivos e negativos em
pontos adjacentes). Na fig. 28 pode observar-se o pico
no ultimo ponto do cepstro (o numero 512), As figu-
ras 29, 30 e 31 foram obtidas do mesmo sinal, depois

Fig. 26 - Amostra de ruido de baixa frequéncia com eco

e " ree rae we e oo Ui L L He soe
Fig. 27 — Logaritmo do mddulo do espectro da amostra da
fig. 26
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Fig. 28 — Cepstro da amostra da fig. 26 sem «tapering»

Fig. 29 — Resultado da aplicagdo do «taperings & amostra
da fig. 26

fl
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Fig. 30 — Logaritmo do médulo do espectro da fun¢do da fig. 29

TECNICA 424



100 200 300 400 s00

Fig. 31 — Cepstro da funcdo da fig. 29. (102) = 0,197

de feito o tapering com a fungdo atrds indicada, e a
sua comparacdo com as anteriores nao oferece dificul-
dades; chama-se apenas a atencdo para o facto de se
observarem agora também nos valores baixos do espec-
tro as oscilacdes correspondentes & presenca de um eco.

Assim sendo, a utilidade do tapering consistiria
em eliminar as descontinuidades da fungdo nos extre-
mos.

Sob este ponto de vista a fungdo que melhor se
adaptaria ao tapering seria uma funcdo (limitada no
tempo) cujo espectro se anulasse o mais depressa
possivel fora de uma banda estreita de frequéncias.

Estes requisitos sdo exactamente os que se exigem
na construgao de janelas para calculos de espectros
de poténcia o que leva a admitir que seria légico usar
uma janela do tipo da de Parzen. Os resultados obtidos
com esta nao foram, porém, tdo satisfatérios como os
fornecidos pela funcido atrds indicada, ndo se tendo
ainda encontrado explicagdo viavel para o facto.

6 — ECOS MULTIPLOS

Suponhamos um sinal a que se adicionam dois
ecos de amplitudes relativas o, e o e atrasos t, e t.
respectivamente. X )

Teremos agora, para |a 'Ot + o ¢ 10t | <1
ou seja, para | | + | a: | < 1
1

S |

n

o0

log | Z{w) | = log | X(w) | + X
n=1
s Re { (o e— Jot 4 oy ¢— Juts)® } (10)

HES

X ait cos w [nt + i (t: — )1} (11)

5 A=y
)
!|:Q n

%0
= log | X(w) | + ::
n=1
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série esta que continua convergente se dissociarmos
o somatdrio em i nas suas varias parcelas.

Esta série, depois de dissociado esse somatério,
pode ser interpretada como resultado de uma transfor-
macdo de Fourier, aplicada a uma funcdo do tempo
constituida por impulsos de Dirac. A transformada
inversa da série é, pois, essa funcao.

Assim sendo, vemos que o cepstro apresentard
picos nos valores de r da forma nt. +i (t.—t)
com n natural e i inteiro de 0 a n, ou seja, para todas
as ca-mbinacéas inteiras de t, e t., picos esses cujos
momentos serdo proporcionais a

= 1P~ G
—— ( T)mn 4l

n

Os picos principais correspondentes a n =1,
obtém-se, como seria de esperar, para r =1t e v =t
e as suas amplitudes sdao proporcionais a a, @ a., res-
pectivamente.

De notar que, para mais de dois ecos, a condicdo

X|a; [<1 é condicdo suficiente, mas nem sempre
:
necessdria, para que o desenvolvimento do logaritmo

seja vélido, isto &, para que |Za, c—iot; | <1, yo
Isto verificar-se-4, porém, s6 em casos em que 0s «a;
ndo tenham todos o mesmo sinal.

Caso o desenvolvimento em série ndao seja valido
para todos os valores de «, e ndo seja possivel, tro-
cando os papéis de um dos ecos com os do sinal, restabe-
lecer essa validade, a localizagdo dos picos é, ainda,
determinavvel se t, e t- forem comensurdveis,

Realmente log |1 4 ay e ~ 1wt + g g —fot, |~
e, nesse caso, uma funcéo periddica de «, cujo periodo
2 27

é o m.m.c. det— e ‘— pelo que os picos do
1 3

cepstro ocorrerdo apenas nos miultiplos do m. d.c. de
t. 8 t.
Na fig. 32 mostra-se o aspecto teérico de um ceps-
tro com os atrasos nos pontos 102 e 128, com a; e a-
1

ligeiramente inferiores a "2 no qual se indicam os

picos correspondentes as combinagoes de t, e t. até a
4" ordem.

Notar que outros picos que ocorrem perto destes
se devem ao efeito de ¢aliasing» sobre os picos de
ordem superior,

Na fig. 33 vé-se o cepstro de um ruido branco
com ecos idénticos aos da fig. 32 onde se encontram
identificados alguns dos picos mais notérios,

Como exemplo de um caso em que o desenvolvi-
mento do logaritmo ndo é véilido, mostra-se na fig. 34
o cepstro tedrico de um sinal com ecos atrasados de
102 e 128 pontos, sendo as amplitudes dos ecos iguais
as do sinal; como pormenores importantes, sao de notar
o aparecimento do pico correspondente a t. —t, e
ainda os referentes a 2t, — t. @ 2t. — t,. Chamam-se a
atensao para o facto de sé ocorrerem picos (pelo menos
com valor aprecidvel) em pontos correspondentes a
combinacdes inteiras dos atrasos, embora atrds se



tivesse previsto que podessem ocorrer em qualquer mul-
tiplo do m. d. c. dos atrasos, o qual vale dois pontos,
neste caso.

.3
4, &
—_2
=1
1ty ‘sc‘il'
. i ¢ 3t
-t ity ¥ 1
l—-?“.t.-— ..I.I-l.l__!l. 1_.1'__'l'.lj.|_1
tyet, u;l ﬂtl‘. 1 ity T l I ity
-1t e ,l,-t,' Eat,
t, at, ety
e
trt,
Fig. 32 — Cepstro teorico de um sinal, com dois ecos, de ampli-

tude relativa 0,49 e atrasos de 102 e 128 pontos, respectivamente.

&

tet,

T T 1 T 1 T
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Fig. 33 — Cepstro de ruide branco com dois ecos, de ampli-
tude 0.49 e atrasos de 102 e 128 pontos, respectivamente
1102) = 0,134
1128) = 0.118
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Fig. 34 — Cepstro tedrico de um sinal com dois ecos de ampli-
‘ude igual & do sinal, e atrasos de 102 e 128 pontos, respecti-

vamente

7 —ECOS COM ESPECTRO DIFERENTE DO DO SINAL

Suponhamos um sinal de espectro X(w) e um eco,
atrasado de t,, cujo espectro seja Y(w) e 19%,.
O logaristmo do mddulo do espectro de z(t) =
= x(t) + ylt — t,) serd
20 n—1
o
log | Z(w) | =log | X(e) [+ ¥} ——— X

Y(e) n
X Re [—x{-w]--s—mtn] (12)

se | Yie) | < | Xla) |, y

Fazendo

funcao de transferéncia do filtro que transforma o sinal
no eco, e sendo h(t) a sua transformada invesra, res-
posta desse filtro a uma funcédo de Dirac, devera notar-
-s@ no cepstro. em vez do pico principal, a forma da

1
fungéo —2 h{t—t°{+h(—t-t°]

Se h(t) = O para t < 0, na parte positiva do eixo
horizontal aparecerd apenas a forma de h(t — )

Este resultado compreende-se facilmente recor-
rendo & teoria dos ecos multiplos. Com efeito podemos
considerar que o eco & constituido pelp sinal atrasado
de t, passado pelo filtro H{w), e que o passar o eco
por este filtro corresponde a desdobré-lo numa infinidade
de ecos infinite-sinais de atrasos diferentes, visto que a
resposta do filtro é

-~ =

] hir) x(t —7) dr
[ [+]
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Note-se que o facto de se exigir | Y(e) | < | X(«) |
vai originar que seja | H(w) | < 1, o que implica que,
no cepstro, a funcéo h(it—t_ ) —a h(—-t—t_ ) —
terda uma amplitude bastante reduzida, tanto mais,
quanto maior for a sua duracao no tempo, e sera, certa-
mente mais dificil de identificar que o pico produzido
por um eco idéntico ao sinal.

As poténcias superiores do desenvolvimento do
logaritmo irdo corresponder, no cepstro, as autocon-
volugoes repetidas de h(t), com atrasos mdltiplos de S
e as de h{ — t) com atrasos miiltiplos de — t, ; mais
uma vez, se h(t) = 0 para t < 0, as autoconvolucdes de
h {—1t) estardo todas na parte negativa do eixo hori-
zontal, e as de h (t) situar-se-do apenas para diante do
ponto 2t , ,pelo que se pode ter a certeza de que, entre
to, @2t , a unica forma que ocorre é a de h (t — s

)
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Fig. 35 — Cepstro tedrico de um sinal, com eco passado por
um filtro de resposta h{t) rectangular, tal que Hiyl < 1

Na fig. 35 vé-se o cepstro tedrico dum sinal com
um eco com atraso de 51 pontos (') passade por un
filtro cuja fung@o h (t) é um rectangulo com 20 pontos
de largura, e amplitude 0,032; dado que 20 ¥ 0,032
= 0,64 < 1, estamos dentro dos limites de validade
do desenvolvimento em série do logaritmo,

Na fig. 36 apresenta-se a média de 100 cepstros
obtidos a partir de ruide branco, por um tratamento
idéntico ao atrds descrito. Faz-se notar que o pico
em 7 = 0 foi anulado, para aumentar a precisdo dos
calculos,

Na iig. 37 mostra-se o cepstro tedrico, obtido agora
com um rectdngulo de amplitude 0,062; como
20 X 0,062 = 1,24 > 1, o desenvolvimento em série
do logaritmo nao é vdlido para todos os valores de ..
o que justifica que o cepstro nao seja nulo nos pontos
entre 1 e 5) e entre 71 & 101.

Na fig. 38 pode observa-se a média de 100
cepstros de ruido branco com eco produzido dests
modo.

O tratamento tedrico desta situagdo, em que para
alguns valores de w se tem | X («) | < | Y (@) | e para

(1) — Usaram-se, neste caso amostras com 512 pontos
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outros | X (w) | > 1Y («) | parece-nos dificil de fazer
mesmo de modo aproximado.

Da andlise anterior parece-nos poderem tirar-se
conclusdes quanto a utilidade do uso de janelas na
determinacéo do cepstro; dado que o uso de uma janela
no logaritmo do espectro de poténcia vai corresponder
no cepstro a convolugdo pela transformada dessa ja-
nela, a sua utilizagdo so sera normalmente util quando
permitir acentuar a presenca do eco, face as variacoes
aleatdrias do cepstro; trata-se, no fundo, de um pro-
blema de detecgdo de um sinal imerso em ruido, e a
janela a usar podera depender muito da forma desse
sinal (funcdo h (t)); notemos que, para essa deteccdo,
se poderia inclusivamente vir a mostrar Util a utilizacdo
de algo como um cepstro cruzado entre o cepstro obtido
8 a funcio h (t), caso esta fosse conhecida.

T T T T T T
0 §o0 100 150 w00 230
Fig. 36 — Cepstro de ruido branco, com eco, corraspondente
a fig. 35
.03
aad
-.02
B 4

Fig. 37 — Cepstro tedrico de um sinal, com eco passado
por um filtro de resposta h (t) rectangular, tal que H (4] = 1

para alguns valores de
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Fig. 38 — Cepstro de ruido branco com eco, correspondente
a fig 37

8 — CEPSTRO DE SINAIS PERIODICOS

O espectro de um sinal peridédico é constituido por
picos e anula-se entre eles, o que traz um problema
teérico para o calculo do cepstro.

No entanto, na pratica, pode-se substituir o valor
zero por um valor muito pequeno e obtdm-se assim
funcoes com caracteristicas muitos semelhantes as do
cepstro. Na maior parte dos casos praticos, alids, quar
por erros de calculo, quer por pequenos defeitos na
periodicidade do sinal, quer ainda pela presenca de
ruido, o espectro ndo € nulo sendo fortuitamente.

Caso ndo existisse o problema do anulamento de
X («) este, sendo o produto de um pente de Dirac pala
transformada de Fourier de um periodo do sinal, daria
um logaritmo constituido pela soma dos logaritmos
dessas duas parcelas, Note-se que o logaritmo de um
pente de Dirac ndo apresenta mais problemas visto
estar-se a trabalhar com métodos de célculo digitais
em que os impulsos de Dirac sdo representados por uma
funcdo que toma o valor 1 na origem e se anula nos
restantes pontos.

A transformada inversa de Fourier desse logaritmo
terd uma parcela constituida por um pente de Dirac. Na
pratica, dado que os logaritmos dos valores muito pe-
quenos tomados por H (w) entre os picos causam com
frequéncia «overflows» negativos, os picos que apa-
recem no logaritmo comportam-se como tendo ampli-
tudes diferentes, embora muito mais préximas umas
das outras do que no espectro do sinal, pelo que a trans-
forada inversa devera apresentar um aspecto semelhante
a um pente de Dirac com um espagamento igual ao
periodo do sinal.

Na fig. 39 apresenta-se o cepstro de uma amostra
da vogal A, amostrada com o auxilio de um microfone.

Do que fica dito atrds conclui-se que o cepstro é
bastante apropriado para a detecgdo de periodicidades
em sinais.
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Fig. 39 — Cepstro de um registo experimantal da vogal tA»

9 —ANALISE DE ECOS REAIS

Os resultados atrds expostos baseiam-se em ecos
criados artificialmente, por meio de técnicas digitais;
certamente que, para ecos obidos em casos reais a
situacdo deverd ser menos favordvel; em particular,
surge o problema de o atraso nao ser, geralmente, mul-
tiplo inteiro do intervalo de amostragem: como conse-
quéncia, no logaritmo do mdédulo do espectro a oscila-
Ao sinusoidal ndo terd um periodo que seja submultiplo
da frequéncia maxima no espectro, o que dard origem
a que no cepstro, nao surja apenas um pico, mas sim
alguns valores elevados em torno do ponto corres-
pondente ao atraso, sendo todos eles, contudo, infe-
riores ao que se obteria no caso do atraso multiplo do
intervalo de amostragem. Além disso, neste caso, e des-
de que a amplitude do espectro do sinal ndo caia com
suficiente rapidez em torno da frequéncia maxima cor-
respondente ao ritmo de amostragem, o «aliasing» po-
derd obscurecer as oscilagdes sinusoidais no logaritmo
do médulo do espectro. Isto dificultard a deteccdo do
eco, principalmente em casos em que o espectro se
mantém com amplitude aproximadamente constante
numa larga banda em torno dessa frequéncia méaxima;
este facto dd-se mesmo que esta amplitude seja muito
inferior & maxima amplitude atingida abaixo daquela
frequéncia, isto &, mesmo que o sinal esteja franca-
mente dentro das condigdes normalmente exigidas para
aplicagdo do teorema da amostragem.

Para simular uma situagdo real, utilizou-se uma
montagem constituida por um amplificador estereofd-
nico, com entradas iguais para ambos os canais, e dois
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altifalantes; nas proximidades de um deles colocou-se
um microfone, ligado & entrada do conversor analégico-
-digital do analisador de Fourier; o sinal proveniente
do altifalante mais afastado serviria, pois, de eco; a
dferenca das distdncias dos dois altifalantes ao micro-
fone era de aproximadamente 1.5 m; as experiéncias
foram levadas a cabo no laboratério do Centro, propo-
sitadamente sem quaisquer precaugdes no que respeita
a reverberagdes. Usou-se um intervalo de amostragem
de 20 us e amostras de 1024 pontos,

Como primeiro teste ligou-se & entrada do ampli-
ficador um gerador de impulsos rectangulares, de 0,5 ms,
tendo-se obtido as amostras representadas nas figs.
40 e 41, com ritmos de repeticdo diferentes para os
impulsos; o eco é bem visivel em ambas as figuras, e
a segunda mostra ainda uma periodicidade; estas
propriedades sdo facilmente detectdveis nos cepsiros
respectivos, fig. 42 e 43. E de notar que, sendo o©
microfone sensivel & pressdo, detecta o impulso rec-

Fig. 40 — Amostra experimental de um sinal, localizado no

tempo, com eco

Fig. 41 — Amostra experimental de um sinal periédico com o

11

10 ms

Fig. 42 — Cepstro da amostra da fig. 40
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Fig. 43 — Cepstro da amostra da fig. 41

tangular como dois picos consecutivos, de sinais con-
trarios e amplitudes iguais, podendo o segundo ser
considerado com um eco do primeiro, o que justifica
os picos negativos de grande amplitude junto da ori-
gem — pico principal e tharmdnicas» (a amplitude do
primeiro deles, na fig. 43, é praticamente igual 3
do pico representativo da periodicidade da fungéo).

Numa segunda experiéncia aplicou-se a entrada
do amplificador ruido branco passado por um filtro
Butterworth passa-baixo de frequéncia de corte 10 KHz,
mantendo-se a relagdo de intensidades anterior nos dois
altifalantes.

O cepstro variava um pouco de amostra para
amostra, sendo por vezes visivel o pico correspondente
ao eco; verificou-se porém que, efectuando dois
«hannihgs» consecutivos no cepstro aparece, devido
ao eco, mais de um ponto, o que pode ter duas cau-
sas; uma é o atraso ndao ser multiplo do intervalo de
amostragem, a outra é o espectro do eco ndo ser igual
ao do sinal; a primeira das causas d& origem na prdtica
apenas & dois valores elevados em torno do ponto
correspondente ao atraso, pelo que ndo deve ser essa
a causa princ.pal do fenémeno atras descrito. Quanto a
outra causa, como ja vimos atrds, vai fazer aparecer
na zora do eco a resposta h (t) a um Dirac dum filtro
que transformasse o sinal no eco; com base neste ra-
ciocinio, decidiu-se determinar essa resposta por meio
de um média de 20 cepstros calculados em condigdes
idénticas,
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Fig. 44 —— Cepstro de uma amostra de ruldo de baixa fre-
quéncia com eco, obtida experimentalmente; o cepstro foi
submetido a dois Hannings consecutivos

wie)

Fig. 45 — Média de 40 cepstros de amostras experimentais de

ruido de baixa frequéncia com eco. O pico de h (t) vale 0,128,
Desta figura até & 49 existe um overflow junto da origem

Para confirmar os resultados obtidos, a média foi
prolongada até 40 amostras, ndo se tendo modificado
aprecialvelmente a sua forma; o resultado final apresen-
ta-se na fig. 45.

Nesta figura estd bem patente a referida resposta,
mas existem também outros pormenores que merecem
alguma andlise; sao eles as formas referenciadas pelos
nimeros 1 e 2, que estdo a 1,45 ms (') respectiva-
mente da origem e do pico principal de h (t). Ora,
quando atras se falou de ecos multiplos, viu-se que o
cepstro devia apresentar picos correspondentes aos
atrasos e a sua soma. se o desenvolvimento em série
do logaritmo fosse valido, e se utilizassem apenas os
termos até ao 2.° grau; caso contrario, poderiam apa-
recer quaisquer multiplos do m.d.c. dos dois atrasos,
e em particular a diferenca entre eles, desde que os

(1) — medidos nos picos positivos mais importantes.
182

atrasos fossem comensurdveis, o que pode sempre ser
considerado verdareiro, na pratica. Com isto em mente,
procurou-se interpretar o pico 2 com um eco mais atra-
sado, estando o pico 1 localizado na diferenca dos
atrasos dos dois ecos.

Para confirmar tal hipdtese, realizaram-se trés
experiéncias, cujos resultados se mostram nas fig. 46,
47 e 48.

Fig. 46 — Meédia de 20 cepstros de ruido de baixa frequéncia

transmitido unicamente pelo altifalante mais préximo do

microfone

Fig, 47 -~ Média de 20 cepstros de ruldo de baixa frequéncia

transmitido  unicamente pelo altifalante mais afastado do

microfone

Fig. 48 — Maédia de 20 cepstros de ruido de baixa frequéncia,
com eco. Os picos wvalem 0,062 e 0,025 respectivamente
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Consistiu a primeira delas em realizar uma média
de 20 cepstros, tendo apenas a funcionar o altifalante
mais préximo do microfone; ndo se nota no resultado
qualquer pico significativo, em nenhuma das zonas em
estudo.

Na segunda experiéncia, pelo contrario, teve-se a
funcionar apenas o altifalante mais afastado; nota-se
no resultado a presenga de um eco com um atraso de
exactamente 1,45 ms, o que parece confirmar a inter-
pretagao atras, sendo entdo o segundo eco devido a exis-
téncia de um caminho alternativo do sinal desde o alti-
falante mais afastado até ao microfone.

Na terceira experiéncia tentdmos, pois, colocar-nos
dentro dos limites de validade do desenvolvimento em
série do logaritmo, por meio de uma reducgdo do valor
sonoro do altifalante mais afastado; realizada uma nova
meédia de 20 cepstros, obteve-se como resultado a
fig. 48, na qual se observam os picos correspondentes
aos dois ecos, e desapareceu o que correspondia a
diferenca dos atrasos; note-se que a variacao da forma
de h (t) da fig. 45 para a 48, embora possa ser em
grande parte uma variagdo de tipo aleatdrio, se deve
também com certeza a ter-se passado para dentro dos
limites de validade do desenvolvimento do logaritmo,
o que significa que a forma apresentada na fig. 42 est:
provavelmente, mais correcta.

Fez-se um outro teste com ruido de baixa frequén-
cia (ruido passado por um filtro Butterworth passa-baixo
de frequéncia de corte 2 KHz), tendo-se obtido, como
média de 40 cepstros, o representado da fig. 49, onde
sao bem visiveis o3 dois ecos atras refericdos: o fac
de a forma do cepstro nas zonas representativas dos
acos diferir das atras encontradas pode ser imputac:
a erros de calculo, especialmente na zona (aqui bastante

exteansa) em que o espectro tem valores muito baixos.
) Por curiosidade, fez-se ainda aqui a média das
autocorrelacoes de 40 amostras, tendo-se obtido o resul-
tado documentado na fig. 50.

S —

Fig. 49 - Meédia de 20 cepstros de ruido de muito baixa

frequéncia, com eco
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Fig. 50 — Meédia de 40 autocorrelacdes de ruide de muito
baixa frequéncia, com eco

10 — CONCLUSOES

Verificou-se que, nos casos analisados, o cepstro
& pelo menos tdo apropriado para a deteccdo de ecos e
neriodicidades como a autocorrelacdo, sendo, inclusive,
capaz de detectar claramente ecos em casos em que
aquela falha completamente, ou deixa muito impreciso
o valor do atraso do eco em relagao ao sinal.

Como desvantagem principal, temos o aparecimento
de picos secunddrios, cuja relacao de amplitudes com
a dos picos principais pode ser bastante complicada, prin-
cipalmente para ecos de grande amplitude; de notar.
porém, que na autocorrelagdo aparecem também picos
secundérios desde que exista mais de um eco.

Nos casos em que o eco difere marcadamente do
sinal, e desde que a amplitude daquele seja suficien-
temente pequena, surge no cepstro, em vez de um pico,
a forma da resposta, a um impulso de Dirac, do filtro
que transformasse o sinal no eco. ’

Néo vemos razao para o uso das técnicas de
«liftering» usadas em [1], e o uso de janelas na deter-
minacdo do cepstro parece-nos Gtil sé em determinadas
condicoes, quando o eco difere do sinal.
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APENDICE

Validade da dissociagdo do somatdrio em i na
série (11) -

Convém, antes de mais, esclarecer exactamente o
que entendemos aqui por edissociar o somatérios.
Consideremos a série genérica

2 2 %in
n=1(i=o

cujos termos sdo ¥ a,
i=o

nt

o0 n
z , E !luf = (aa + au) + (8m + a,x + an) -
= =0

+ (8w + an + a. + an) + ..

184

Dizemos que dissocidamos o somatdrio em i nesta

série se a substituirmos pela série que representamos,
talvez impropriamente, por

% n
S ‘\_: aj, = an t an +aet+a:taxtant
n=1i=og¢o

f-an + an + an + aut+ ...

Para demonstrar a convergéncia da série depois
de dissociado o somatdrio, consideremos primeiramente
a série

(—1) |

_é Im‘.“"'ilmli(

Dado que la, | + la:l < 1, esta série & um caso
particular daquela que queremos estudar, desde que
nela se faga w = 0. Dado tratar-se de uma série resul-
tante de um desenvolvimento em série de poténcias,
serd absolutamente convergente, o que significa que
é convergente a série

*xw n 1

2 2 Tlmin_llaalii

n=1 i=o

Chamando s, @ sucessdo associada a esta série,
e s’ a associada a série que se obtém desta pela
dissociagdo atrds referida, vemos que, por um lado, s'n
deverd ser mondtona, e por outro lado sa serd uma
subsucessdo convergente de s, : nestas condigdes
s’, devera ser convergente para o mesmo limite que
s, . isto &, as séries, antes e depois da dissociagédo,
terdo a mesma soma.

Porém, dado que

(= == '
= a™ ! al cosw [t +ilt—1)]|<
1 -
<— a1 ol (A 1)
n
verificamos que
2 A =
2 "ot cos w [t + i (t— )]
n=1i=pg M

(A 2)

sera absolutarmente convergente (e a sua soma néo serd
alterada, evidentemente, pela dissociagéo).
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Vigas continuas parcialmente encastradas

RESUMO

Apresenta-se o formulario geral correspondente
a vigas continuas simétricas de 2a 4 tramos, com apoios
extremos parcialmente encastrados. Elaboram-se tabelas
para os casos de iguais vdos e actuacdo de cargas de
distribuicdo trapezoidal, e de desiguais vdos e actuacéo
de cargas uniformemente distribuidas.

Toda a dedugcdo se baseia na aplicagcdo do métoduv
de Cross, notdvelmente expedito para este tipo de estru-
turas.

Consideramos as vigas continuas com um grau
igual de encastramento parcial nos dois apoios extremos.
Esta hip6tese é certamente importante no cédlculo de
estruturas de edificios, notando-se a quasi inexisténcia
de literatura a tal respeito, uma vez que a regra pra-
ticamente geral dos inumeros autores que se tém ocu-
pado destes problemas é& a apresentacdo das vigas
continuas com apoios extremos de rotacéo livre. Salien-

(n'=1)

b——

(n) (I"I'=1)

i

A7

IIHIIHHHHHHHHHHHI% B

/.

e 1 i

J. S. BRAZAQO FARINHA

SYNOPSIS

The general analisis of continuous simmetrical
and partialy fixed end beams is developed by Cross
method. Some tables of trapezoidal charges and rectan-
gular charges, are presented,

tamos também que em regra ndo podemos tomar para
valores dos méaximos momentos nos vdaos a soma dos
que sao obtidos isoladamente para a sobrecarga e para
a carga permanente, porque eles nao se verificam sempre
na mesma sec¢ao da viga.

O problema é apresentado através da aplicagdo
do método de Cross (*) considerando a viga parcial-
mente encastrada em A e perfeitamente encastrada em B,

Fab®
My, = — " n
Fab [ B
=———| 2a+b(1—-n
Mg 7 ( )
pl*
My == 12 n
pl*
Mg == (3 —n)

(*) J. S. Brazio Farinha — &0 Encastramento Parcial no Método de Crossy Técnica n.* 260 Marco 1956 pag. 329; «Vigas
Parcialmente encastradas nos Apoios» Técnica Maio 1963 (pdg. 613) e Janeiro 1964 (pag. 215).
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(n's1)
(nl-)—a.—-' ’- a—-ll

A7 T B

el

Assentamento do apoio A ................ooiieiiee

Rigidez em B e coeficiente de transmissdo de B
para A

Os momentos de encastramento perfeito sao facil-
mente obtiveis para qualquer tipo de carga, pelo préprio
método de Cross. No apoio parcialmente encastrado de
grau n da viga de sé tramo aparece o momento de encas-
tramento perfeito multiplicado por n, e no apoio perfeita-
mente encastrado o momento de encastramento perfeito
somado como metade do momento aplicado no outro
apoio, isto é (1 — n) vezes o momento de encastramento
perfeito correspondente ao apoio parcialmente encas-
trado. Exemplo, para a viga sujeita a uma carga de dis-
tribuicdo trapezoidal os momentos de encastramento
perfeito nos dois extremos da viga sao iguais entre si

p

e a =2 {2 |-
12 1 ( a)

Se o apoio esquerdo for o apoio parcialmente
encastrado, isto significa que nele o momento sera

p

P—a (2 | —
120 a | a)

e o momento no apoio perfeitamente encastrado serd

p 1—n p

121 0 2 12

[I‘—a' (2 1 —a)

24 M

[Fi=—g" 12|—a}’

Quanto a transmissao de momentos, pode-se, atra-
vés de um unico calculo para cada tipo de viga, resolver
todos os casos de carga permanente e de alterndncia
de sobrecargas(”).

P
My = —=——n I*— a* (2] =&
. 12 | : 1]
p (3—n) ! :
M = — V'=@a (2|8
5 24 |
6EI
My = " na
3 (1 +n)
Mg = — z El A
| El
K=@+n ——
2n
e -
f 3+n

1 — VIGAS DE DCIS TRAMOS
No caso da viga de dois tramos, para o grau n de
encastramento parcial nos dois apoios 1 e 3, os coe-

ficientes de distribuicdo séo

u= — v = —
| o P o
s L ks L, =
A- W[ e
e Ml [FmE *
o d | *Me -Md
8 ol 1 ¢
ruBuie) ung-mg)ir(md-mF) v AN He
M A Mg Mg Mc
1.1 — Carga de distribuicao trapezoidal, para |,=
-3 — lL-2a -~ 2a - l-2a — a-
prs
m !Ill Il i || | |
A I B c
L L

I il 1 2
W M= n == i2 | =
d 12 1 ( a)

(*) Nos termos indicados simplifica-se o trabalho apresentado na Técnica, Maio 1955,
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I
M, = M

3 - P—a® {2 1—a)
24|( n][ a* | a

Substituindo, e adoptando a convencédo corrente de
sinais teremos

M, =Mg= —kg p!
n a a
ky=—7—] ¥t —{——) 2~
o 12 g ¥ 1 )
Mg = — kgpl’
3—n a a
y=———] 1=} =)
2 | b B
donde se tira
Ry = Rg =k, pl
1 a
Ky=""—(1——) — (ka— ki)
A 2 I:l (
Tg, = Tg, = k'gP!
1 a
Kg=——1——)— (ke — ks
B 2 1 Il' ( )

Rg =Tg + Tg,

Para a actuacao da sobrecarga acidental s no 1.°
tramo

3
M, = — n r—a(21—al:
12 |
| e .
mil =m" =0
M = (3 }.t" *(21—a)
4 24 " ¢ =

donde, substituindo e adoptando a convengao corrente
de sinais,

M, == k!, sif

| n (9 +n)
AT 24 (n+3)

a a
= I—l {2"T]|

Mg = —k'g P

o n (3 —n) y a 5 a
¢ 24tn+3) b I’J
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1.2 — Carga uniformemente distribuida

Para a actuacao da carga permanente

| P " Pl
M = : § M. =—n
. 12 " d 12
| pl% pl%
M, = 3—n) ; M = 3—n
’ 2z | ’ 8 2 :
Substituindo vem
M‘, = = k‘ pl ;
n T | ls 34+n
g ] Y =
A 42 I I, : 3~n_
MB—- -, ka pl’;
3=n| Iy s
kge=——=] 1 F——ifi=—2= 1}
8 24 B B
M= — keplh
n ls Iy 3—n
ko = — 1 k=Pl
= 12 I I 3+n
Para a actuacdo da sobrecarga acidental no 1.°
tramo, mantem-se os valores anteriores, sendo
M". = M"d = 0. Teremos
‘ n W/ 3—n-
My =—k'yslh ; kpym—|1+———
A A S A 12[ 141/, 3+n
; i 3—n 1
Mg = —k'gsth ; klg= —_—
8 B S B~ 24 1+ L/l
i | (3—n) n 1
Mo=lkls 8l 5 Wom——— —
c c c 12 (n+3) 1+ 1L/

Na hipdtese da sobrecarga ocupar o 2.° tramo, sera,
de modo andlogo,

Ui sn 1 #A=h b il
M, =k sl | = (=) =
A e A7 12340 1 141/
i " I=n ls /1
Mg = — kg sl  Kkl'g= Re s
8 SR 8= 24 ' V14
1 I nh
Mc==—kUgslh KkVe=—1(— X
c cs o] 12‘ I, A

F 1 3-n
1+ ———
X[ 1+ L/, 3+n]
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2 — VIGAS DE TRES TRAMOS

Todas as hipoteses de carga se reduzem a uma
situacdo de carga simétrica, ou & soma desta com uma
situacdo de carga anti-simétrica. Num e noutro caso
tomam-se para rigidezes da barra central respecti-
vamenta

2 El 6 El
| ° L

donde no caso da solicitagdo simétrica

(3+n) 1 2 1
2 L+ (3+n) b 2L+ (3+n) b

8 no caso de solicitacdo anti-simétrica

':3 o o I'I’ |; 6 Iy
T B L+(34n) b N

B hL+3+n) b

A transmissao de momentos exprime-se do seguinte
modo:

L 4 . — la
[u v
I
+Mg : ~Md [*ul
T I 1
«f(MgMe) u(Md-Me) [v(Ma-Me)
My Mg Mg

2.1 — Cargas de distribuicdo trapezoidal para I =
= I‘| -G X

~a-— l-2a— 2a — l-2a— 2a —l-2a—a-
.F-ul
\ i B c

f T T . O B T

Para a actuagao da carga permanente p,

M p "—a® (2 | !"

= ——7h = —a

L 12 1
p >

M 4 —— (3 —n)| P —a® (2 | —a)

24 | ! )

mh F I'—a* (2 1 — a)

e 12 1

Trata-se de uma solicitagdo simétrica para a qual

3+n 2
u= ==
5+n
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M, = k, pl
n a a
k —1 § =i{—* {Zi= '
A2 (54 n) I I
Mg = — kg pl
1 a a
k —1 - {2 ===}
B 2 (5+n) I |
M¢e = — ke pl* ke=kg
Mp = — kp pF kp = k,

A actuacao da sobrecarga no 2. tramo corres-
ponde igualmente uma solicitagdo simétrica, com M1

=my=0; MY = 1—:|l‘1 a* (21— al.l
de modo que vem
M, = k", pF
K= 1 ‘1-(-31'-'{2—?11
6 (5+n) I I
Ffl =i kuIi pl®
i 3+n _{_a}(2_3_1|
B 12 (5+n) I |
Me= — k' pf e = k"
My =Ky 61" L

A sobrecarga no 1.° tramo pode estudar-se através
da sobreposigdo de uma solicitacdo simétrica (sobre-

s

carga no 1. e 3.° tramos) mais uma solicitagao anti-
s
-simétrica | no 1.° & — no 3.° tramos). Vira
3—n 2 -
portanto para u = - . W= , M =0, e
9+n 54 n =
3=n 6
depois para u = , — , M =0 e
9+4+n 9+n .

somando os dois valores para M, e Mg e subtraindo

para Mo e My
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; : 3—n 6+n
Mg = = Kgsl Ke="6 B+m @+m "
a a
e —_ ) (2 ——
r\|i1 ( , ) I)_
, 3—n 3—n
= I: k — = TS p— ]
Mc =k¢s €= 12 B+n @+m

: a a
‘r([1—!—| )* 12——|—1]

n 3—n

Mp = — kysF K==

I \
A 6 (5+4+n) (9+n)
) a ' (2 a
wli—(—1» -
A ( | |
2.2 — Carga uniformemente distribuida
Para a actuagdo da carga permanente fazemos
" pl’: " pl
M =— n; ™M {3 — n);
& 12 d 24
pl* (3 +n) 1
Mo G e
. 12 T g L+ {3+ n) L
.4
——— —— . Vem substituindo,
2 L+3+n) kI :
n 1+3|/I.~{i/|]‘
M, = — k, pI* k —— —-
A a P »" 8 2+ (3+n) I/l
1 (3—n) +(3+n) (/L)
M,=—k 25 g =7 i
8 8 P 8712 2+ (3+n) b/l
M= — k. ph ke =Ky
Mn: —knpﬁ kn :k‘

Para a actuacao da sobrecarga no 2.° tramo estamos
ainda em face de uma solicitacdo simétrica em que

sl.*

¥ o= L= 1]
m', =m!y =0 Mm" — =
M, = k” sl? k" L —n L F
- : s
d A VT8 24 (340 L/L N
N " 1 (3 + n) 1
Mg = — k" si kKl ————( :
122+ (3+n) I/L |
Mg = — k", sk, k" = k",
My = kg sl kY = kY

A actuacgao da sobrecarga no 1..° tramo é considera-
da como a soma de duas solicitagcdes, uma simétrica para

sl 3—n
- n, Mld =
24 48

a qual M" =0, M', — sl
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(3+n) I
2L+ {3+n) L.

2 b
2 L+ (3+n) ks

e a outra anti-simétrica para a qual

l:3+ ﬂ} |_- 6 |1
s - v =
6 I+ (3+n) L 8 1+ (3+n) |
Vira
m', = —k'y st
n (3 —n) L/ (3= n) L/,
kKy=——r2+ &
' o2a 2+ (3+n) L/L 6+ (3+n) /I |
Ml =—k b sty
l 3—n T 1 3
k8= Toa [ 2+ (3+n) L/ 6+ (3+n) b/l
M =kl s
, 3-n 3 1 i
k - - p—
C 24 |6+ (3+n) I/l 2+ (3+n) L/
My=—k'p st
’ n (3—n) L/,
kip= —

6 [2 + (3+n) 1:/L][6 + (3 + n) 1/1]
3 VIGA DE QUATRO TRAMOS

Analogamento ao indicado no n.® 2 teremos agora,

para solicitagoes simétricas

(3 +n) I:
4 L+ (3+n) L

4 1
41, +(3+n) L

e para solicitagao anti-simétrica

(34+n) L
3L+(3+n) L

3]I
3 [|+t3+ﬂ} Iy

A transmissdao de momentos exprime-se conforme
figura anexa

N
oMl . Mg Bm,“ Mo
T
rup(Mg-Me)  +u(Ma-MF) |v(ud-md) U’P(M- )
Ma Mg Mg Mo
1
Na solicitacéo simétrica B’ :_2_ e na anti-simé-
2n
trica B’ =10 ; B = . Nesta dltima hipdtese

3+n

189

C



3+tn 3
u= e v =
6+ n 6+n
& na primeira,
3+n 4
w= V= g
7+n 7+n

3.1 — Cargas de distribuicdo trapezoidal para |, =
=L=1

cAdi]-fa o= fa —|wRa— 2a =l-Pa— 2a —|-Ba—a-
pes P+s

| A T e e T T o cer T
A ? ig T :]ic T ib £|“E
- L L L L =

A’ carga permanente corresponde uma solicitacdo
pl*
12/

a a
1 -l-l—J’ {2 — ) |. Vem

simétrica para a qual M"e = M”d

W

My = — kypl

= a a
)([1—{ I il J):|

Mg = — kg pl* Ky X

1 3+0n
M.= — k. pli? k . X
: ok § 6 7+n
a an
1= D )
{ | o |
M, = —k pI k,= k,
M = — k;pl k; = k;

A' sobrecarga no 1.° tramo corresponde uma sobre-
s s
carga simétrica —2— no 1.° tramo mais outra —5- anti-
-simétrica.
Os dois valores somam-se para a determinacdo de
K, e k'a e k; entrando a

2." parcela com o sinal negativo. Para k'u a 2." parcela
é nula,
Na solicitagao simétrica no 2.” tramo

e subtraem-se para k'n

sl a a
=i ===
1 |

| ]
mi, = M"Yy
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e na solicitagcdo anti- simétrica

m! L |1 T 3
i (e i =)l M=
° 1s I ( 1] J
n 3 n 3 —n
M= =iy 8f k- === |
4 24 7+n ' 8+n
a a
l1—(—1:{2— »‘
] |
$—h 4 3
Mly= —k!y sl Kl - — | ¥
48 74n 6+ n
a a
/|1—! = )* {2 \ r|
M’ﬂ: k'[.sl‘
, 1 3—n a a
k! - — -1 = 2 - —
g 24 7 +n { I aE |)'
1 | 1 3—n 3+n
M-=—k si: =
B 2 0 48 (6+n (7 +n)
a a
-»'._[1—:—&'-':2——1’
I I
) | l n 3—n
M,= k' sl k = ——
£ £ 3 E 24 (6+n) (7T4+n)
a a
b3 1—!‘| 1:(2—‘] I|

De modo anédlogo, para a sobrecarga no 2. tramo

vira
i i n 2 3
M, =+k" s k" - — ; ¢
A i A 24 |7+n 6 4 n
il a a
%= { A _lJ|
3+n 2 3
My=—klparr kU - - -
" 6 48 7+n 6+ n
% a a
% | A=1 2 =)
{| I ]
” ; 1 9 +n
M. = —k", sl k === o
v ¢ . 24 74n
a a
\|1—{—}'{2——||
I
. . T 3+n 3 2
M, = +k', sI’ k") = =
§ 48 6 +n 7+tn
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3.2 — Cargas uniformemente distribuidas
Para a carga permanente vem

n 2+3 L/, — (L/L)?
6 4+ (3+n) L/l

M, = —k, pl* k, =

Msz = kB DP[

1 2 (3—n)+(3+n) (/)"

12 4+{3+I"I:‘ /1

1 I (3—n)—2 (I./L)?
o o [
12 I 4 + (3 + n) L/L

Para a sobrecarga no 2.° tramo temos

n 2
M, =k, s
n 1. 2
M m——i—
24 1, |7 4+ @3+ L/
3 -
3+ (3 +n) L/l
M= — kg sP
3+n l2 T 2
k” - l___]1|
48 1 4+ (3+n) L/L
3
3+ (3 +n) I/ |
lelz_kc sl®,
1 la 2
k"=--—|———i’|1+ J
24 1, 4+ (3+n) I/l
|| — 2
MY, =k, sl
3+n la 3
k = ==} I
48 I 3+[3+l’|} ']:/ll

2
T4+ (3+n) L/, J
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M"E o == k'E sl
n 3 2
no_ b 4
: 24 34+ (3+n) /L 4+ (3+n L/

1y
S/ —_—
x ( I‘ )
e finalmente para a sobrecarga no 1.° tramo

M, = —k, sP

A
n
k Z2+
» 24 [

(3 —n) L/

{3 - r!:' |:/|1
4+ (3+n) L/h

+ 3+(3+n] i:/]:.
Mlﬁ —_— ks SI:I
3—n (3 + n) 1:/1,
k= 2—
48 4+ (3+n) L/,
(3 +n) /1
34 (3+n) /L
| X | 3=n 1
M=% 9 Ke="24 a+@+n
Mln: — kn 5|=1
. 3+n L./l (3+n)
Ko = "8 [4+ (3+n) L/LI[3 + (3 +n) 1:/1]
M =k, sl

n (3=n) L/kL (3—-n) L/l -
[3 +@+n) L/, 4+ (3+n) 1:/1‘J

4 — EXEMPLOS DE APLICACAO

As tabelas 1 a 2 para cargas de distribuigao
trapezoidal e 6 a 8, para cargas uniformemente distri-
buidas, permitemn cdlcular directamente os momentos
flectores nos apoios. N&o se apresentam coefi-
cientes para os momentos maximos nos vao para
ndo alongar excessivamente e também porque o seu
valor depende, em geral, da relagao entre a carga per-
manente e a sobrecarga. Com efeito, os respectivos
maximos, isoladamente para cada um destes tipos de
carga, em ragra nao se verificam na mesma secc¢do de
viga, @ neste caso nao podem somar-se para a obtencdo
do valor do momento final.

Exemplo 1

Célculo dos esforgos maximos na viga da figura,
perfeitamente encastrada nos dois apoios extremos, sendo
p = 2000 kg/m; s = 3000 kg/m.
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(n-1) /_P*s (l"l‘:'l)
A 1 2) I?ZC
- 4.0 4,0 -

Carga permanente:

M =M,=M,= —0,0521 X 2000 X 4,0°
= — 1.667 kgm

Sobrecarga nos 1. e 2. tramos

M] = — 0,0651 X 3000 X 4,0° = — 3.125 kgm = M|
M; = — 10,0260 X 3000 X 4,0° = — 1.248 kgm = M'aI
M. = —0,0130 X 3000 X 4,0°= + 624 kgm = M/
Maximos M,, R, e M, (sobrecarga no 1.” tramo)
max M, = — (1.667 + 3.125) = — 4.792 kgm
M, = — (1.667 + 1.248) = — 2.915 kgm
2.000 + 3.000 4.792 — 2.915
max B, —=———F———= 04— =
4 4,0
= 5.469 kg
p-+8

Se fosse R, < |, © momento maximo verifi-

cava-se na sec¢ao de abcissa x dada por

f! R 1 (p+3) x
x=4/ =, max M\y=M, +R_ x— —— =
\ p+ts A A 3l

p+s
Como neste caso é RA = 4— |, teremos
Iy R_ I
x=1—\'-' e B maxM.ZMA+RAx—
2 p+s
p+) 1 | (2 I=x) (2x—1P
— X — — +
4 3 3
5.469 X 4,0
Neste exemplo x = 4,0 —\f 8,0 — s
/
5.000
=210 m
max. M, = — 4.792 + 5.469 X 2,10 — 5,000 ¥

5.9 70,2

X | 21—-1333+ ——I = 2.830 kgm

Méximos M . T_ ., T_, e R_ (sobrecarga geral)

M, =M =M_=0,0521 (2.000 + 3.000) X 4,0°=

= — 4170 kgm
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p+s

T, =T, =~ 4‘|=5.000kg

Bi 82

Ry = 2 X 5.000 = 10.000 kg

Exemplo 2

Calculo dos esforcos maximos na viga de 4 tramos
de igual vao, simplesmente apoiada nos extremos A e E
e sujeita a uma carga trapezoidal definida pela relacdo
a/l =0,30.

o Lol
cal i o4 -@q!l‘-

A B
. 1

Consideramos sé metade da viga, dada a sua sime-
tria, e teremos:

M, =M_=0

maximo Mg (sobrecarga nos 1., 2.° e 4.° tramos)

Méx. M, = méx. M = — [kg p+ (ky+ k'
+ k") s] = — [0,0907p + (0,0567 + 0,0416 +
1 0,0038) s] I°= — [0,0907p + 0,1021 s)] I*

maximo N'IC (sobrecarga nos 2. e 3.° tramos)
méx. M = — [k,p + (k', + k") s] 1=

= — (0,0605p + 0,0908 s) |I*
max M, = max. M,, positivo nos 1.° e 4.° tramos (sobre-

carga nos 1.° e 3.° tramos ou no 2.° e 4.°
raspectivamente)

P . — ] I - -
M =10 M —*[kap+{ka+k E‘}s]I—

= — (00907p + 0,0454 s) I

p+s a M’ &
max. R-\; '2—‘ ':1_T] |——|—---=
=0,3532 (p +s) | — (0,0907p + 0,0454 s) |

= (0,2593p + 0,30046 s) |

p+s

No caso de ser R < a, max. M,=RAx—

(p+s) x*

6 a

"2anR
para x = \/_ : A analogamente ao exemplo 1.°
p+s
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pt+s
No caso ser —

pts

a
a<R, < 2—12"3—!‘) ) 1,

como neste exemplo,

p+s|:a {3 x— 2 a)
B e — +

max. M‘:MA +an—_2

méximo M, para x = | — \ 2a(l—a) —2a
p+s

X a
max. M‘ZﬁAx— t-p+s]ta {?——3—}4.

| 1
+ (I = —-—) +
{l—2a) (x 2 ) =

\/
A

b4 fa= I ®)* (I=x-F2:4)

procedendo-se do mesmo modo para determinar méx.
M. (substituindo R, por T ).

max. R (sobrecarga nos 1.7 2. e 4.° tramos)
" _ I 4 el v R
M7= —[kgp+ &y + k1 + k08 | =

= — (0,0907p + 0,1021 s) I

p+s a M5
Ty, = 1——) 1+ —2—
s T U7 |
= (0,4407p + 0,4521 s) I
W | i It il
M7 =~ [kep+ K+ k" + ks ] r =
~ — (0,0605p + 0,0454 5) I
p+s a M~ — M
B c
T = 1——)+ —2—<
== 5 7! [
= (0,3198p + 0,3046 s) |
max. R_= T, + T_, = (0,7608p + 0,7567 s) |

max. M. e méx. RC (sobrecarga nos 2.° e 3.° tramos)
e ] 1] 1L
max. M = —[0,0608p + (k' + k") s | =

= — (0,0605p + 10,0908 s) I*
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W e _ i i =
My =ML = —[0,0007p + (k' + k") |1 =

= (0,0907p + 0,0303 s) I

= (0,3297p + 0,2895 s) |

max. R, = T, + T, = (0,6594p + 0,5790 s) I’

cy

Exemplo 3

— Viga continua de dois tramos semi-encastrada
nos apois extremos (n = '/.)

(nwi2) p+s (n=12)
y v
A 'lllJIIIIIIIIIII}”II'.'IH;H[I,-IIgllIIIIIEII'.‘.IHHHlJH.]HlIIIlHL}
j = =1, 25l -1//'
, = — 10,0323 p#
Carga permanente 3 ¢ = — 01370 pl?
M, = —0,0726 pl’
M, = —0/0582 s
Sobrecarga no 1.° tramoc { Mg = —0,/0463 sl
M} = +0/0133 sI*
[ M} = + 00259 sF*
Sobrecarga no 2.° tramo My = — 0,0907 s’
My = — 10,0859 sI*

a) Sobrecarga no 1.° tramo
méax. M = — (0,0323p + 0,0582 s) I*
méax. R, = [(0,600 + 0,0323 — 0,1370)p + (0,600 —
— 0,0463) s] I!
= (0,3953p + 0,56119 s) I

p+s

R
max. h.r‘ll~|!\z'ljm-}-l:tJl x——z =

x* sendo ¥ =
X p+s

a distdncia da secgdao de momento méximo positivo, ao
apoio A. Vem

2
R A

max. N\h =M, L ———m
A 2(pts)
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b) sobrecarga nos 1.° e 2.° tramos
méx. M, = — 0,1370 (p +s) I

—T W
max. TB‘ e Tl,:‘2 2] Rﬂ—TH. -l-TH2
max. TB: = [(0,5200 — 0,0323 + 0,1370)p + (0,600 —
— 0,0582 + 0,0463) s] |

= (0,6047p + 0,4881 s) |

|
[(0,500 + 0,1370 — 0,0726)p +

ax. T_. =
mex las T g 28

+ (0,500 + 0,0463 — 0,0682) s] | =
=(0,5677p + 0,3880 s) |
max. R = (1,172p + 0,887 s) |

c) Sobrecarga no 2.° tramo

méx. M_ = — (0,0726p + 0,0859 s) I*

méx. R = [(0,500 + 0,0726 — 0,1370)p + (0,500 +
+ 10,500 + 0,0859 — 0,0907) s] |

= (0,4356p + 0,4952 s) |

p+s Rc
max. M= M_ + R_. x — - x' sendo x s
< < 2 pt+s

a distdncia da secgdao de momento positivo maximo
ao apoio C

Exemplo 4
Célculo dos momentos e esforgos transversos

maximos numa viga continua de trés tramos conforme
figura

p=1000 kg/m
s=2000 kg/m

Momento flector mdximo no 2.° apoio (sobrecarga
no 1.° e 2.° tramos)

M, = — [0,1683 X 1000 + (0,1298 + 0,0549) X

B

X 2000] X 3,0' = — 4840 kgm
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Momento positivo maximo M. no 2.° vao (2.°tramo
carregado), que se verifica a meio do 2.° tramo, sendo
entao

M, = — (0,1683 X 1000 + 0,1298 X 2000) X 3,0° =
= — 3850 kgm
1000 + 2000
M, = —————— X 4,5'— 3850 = + 3740 kgm

8

Momento positivo maximo M, no 1.° tramo, (sobre-
carga nos 1.° e 3.7 tramos), sendo entio

Mi_ = — [0,1683 X 1000 + (0,0549 — 0,0165) X
X 2000] X 30° = — 2200 ligm

R’
s i A
Este maximo M, verifica-se para x =

p+s

1000 + 2000 2200
5 KBl ——=

em que R’
e Ta 2 3,0
3767

= —— =126 m

= 3767 kg x
3000

3000
M, = 3767 X 1,26 —

# 1,26° = 2365 kgm

Reacgdo méxima no 2.° apoio (sobrecarga nos

1. e 3.° tramos, 1\01"E = — 2200 kgm)
1000 + 2000 2200
R, ~—————— M30— =3770kg =R
A 2 3.0 =l

Esforco transverso & esquerda do 2.° apoio (sobre-

carga nos 1. e 2.° tramos, M_= — 4840 kgm)
3000 X 3,0 4840
T, .= = 6115 k
- 2 a0 .

Esforgo transverso a direita do 2.° apoio (sobre-

carga nos 1.° e 2.° tramos, M = — 4840 kgm) e
Mc = — [0,1683 X 1000 + (0,1298 — 0,0165) X
X 2000] X 3,0° = — 3550 kgm
3000 X 4,5 4840 — 3550
T == kg
R, ‘:’I'EH +T,,= 6115 + 7040 = 131566 kg
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TABELA 1 — Vigas continuas simétricas de dois a quatro tramos iguais, com apoios simples (n = 0) nos dois

apoios extremos e sujeitas a cargas de distribuicdo trapezoidal

—watl-2at-at—
: T ~p+s

TP

unif. Cargas de distribuicao trapezoidal Trian-

Hipétese distrib. Relacdes a/l gular
de coeficientes

e 0,000 | 0,250 | 0,275 | 0,300 | 0,325 | 0,350 | 0,375 | 0,400 | 0,425 | 0,450 | 0,475 | 0,500

ki =k [ pl* |0,0000 10,0000 | 0,0000 | 0,0000|0,0090|0,0000| 0,0000(0,0000 |0,0000|0,0000 | 0,0000|0,0000

k — pl*|0,1250}0,1113|0,1087 |0,1059(0,1029 |0,0997 | 0,0964 | 0,0930 |0,0894|0,0858 | 0,0820|0,0781

w =kt = slI* 10,0000 | 0,0000 [ 0,0000 |'0,0000 |0,0000 | 0,0000(0,0000(0,0000 | 0,0000|0,0000 | 0,0000 |0,0000

k, =k, | — sI"|0,0625|0,0657 |0,0543|0,0529 |0,0514|0,0499 0,0482 | 0,0465 |0,0447(0,0429 0,0410|0,0391

k. = k" | + sI* {0,00000,0000|0,00000,0000|0,0000|0,00000,0000|0,0000 0,0000/0,00000,0000|0,0000

k, =k, | —pl"10,000010,0000 0,0000|0,0000|0,0000|9,0000 0,0000 0,0000|0,0000 {0,0000 |0,0000 |0,0000

kg = Ko = pl* |0,1000{0,0891|0,0870|0,0847|0,0823|0,0798 |0,0771|0,0744 10,0716 |0,0686 | 0,0656 | 0,0625

k'A = k'D” — sl* |0,0000{0,0000 |0,0300 | 0,0000 | 0,0000|0,0000 | 0,0000 (0,0000 [0,0000 |0,0000 10,0000 | 0,0000

k‘B = k::“ — s|* |0,0667 10,0594 0,0580 |0,0665 |0,0549|0,0532 [0,0514|0,0496|0,0477 |0,0457 |0,0437 | 0,0417

k:: - k:' + sI* |0,0167|0,0148(0,0145|0,0141|0,0137|0,0133|0,0129|0,0124(0,0119|0,0114|0,0109 | 0,0104

ki = k" | — sl |0,0000]0,0000 |0,0000 | 0,0000 |0,0000|0,0000 |0,0000 (0,0000|0,0000 |0,0000 |0,0000 | 0,0000

Nk [k sl* 10,0000(0,0000 | 0,0000| 0,0000|0,0000| 0,0000 (0,0000 |0,0000 |0,0000 |0,0000 10,0000 | 0,0000

kl =kl |'= sl* |0,05600|0,0445|0,0435|0,0424|0,0412|0,0399 |0,0386 |0,0372|0,0358 {0,0343 | 0,0328]0,0313

k, =k, |~ p*|10000]0,0000/0,0000 0,0000|0,0000|0,00000,0000|0,0000|0,0000|0,0000|0,0000|0,0000

k, =k, |~ pl* |2,1071]0,0954|0,0932 | 0,0907 |2,0882 |0,0855 |0,0827 |0,0797|0,0767|0,0735|0,0703|0,0670

k — pl" [0,071410,0636|0,0621| 0,0605 [0,0588 |0,0570|0,0551|0,0531|0,0511|0,0490| 0,0469 | 0,0446

kl=kY |- sl* |0,0000|0,0000| 0,0200|0,0000 |0,0000 |0,0000 | 0,0000|0,0000|0,0000|0,0000|0,0000 |0,0000

L=k - sl* 10,0670{0,0596|0,0582 |0,0567 [0,0651 |0,0534|0,0517 |0,0498|0,0479|0,0459|0,0439|0,0419

T KL= kY sI* 10,0179]0,0159(0,0155|0,0151 |0,0147 |0,0142|0,0138|0,0133|0,0128|0,0123/0,0117/0,0112

. g__{- kl_, = k'a“ — sl* |0,0045 (10,0040 (0,0039 |0,0038 |0,0037 | 0,0036|0,0034|0,0033|0,0032|0,0031|0,0029|0,0028

& H_ 8 L=k si* 12,0000(0,0000(0,0000|0,0000 | 0,0000 | 0,0000|0,0000|0,0000 |0,0000|0,0000|0,0000|0,0000

o k=gl sI* 10,0000|0,0000|0,0000|0,0000 |0,0000|0,0000/0,0000(0,0000|0,0000|0,0000|0,0000| 0,0000

T k‘s’z k:;' — sl* 10,0491 |0,0437 |0,0427 |0,0416 10,0404 |0,0392 | 0,0379 | 0,0365(0,0351|0,0337|0,0322| 0,307

é = k=i = sl |0,0536 |0,0477 |0,0466 |0,0454 (0,0441 | 0,0427|0,0413|0,0399|0,0383 |0,0368 | 0,0351| 0,0335

—vLJ:-' ki =k,'| sI* |0,0134/0,0119(0,0116{0,0113|0,01100,0107|0,0103|0,0100 |0,0096(0,0092 | 0,0088|0,0084

b k)=k L" sl* [0,0000|0,0000 |0,0000|0,0000 0,0000 |0,0000|0,0000|0,0000|0,0000|0,0000|0,0000| 0,0000
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TABELA 2

Vigas continuas siméatricas de cdois a quatro tramos iguais, com encastramentos parciais (n =
= 1/4) nos dois apoios extremos e sujeitas a cargas de distribuicdo trapezoidal

—-afl-2a+a -~

| ﬁp'fs

[ ' -
il 5

unif. Cargas de distribuigdo trapezoidal Trian-

Hipotese distrib. Relagdes a/| gular
de coeficientes

caraa 0,000 | 0,250 | 0,275 | 0,300 | 0,325 | 0,350 | 0,375 | 0,400 | 0,425 | 0,450 | 0,475 | 0,500

k, =k _| —pl*|0,0208|0,0186|0,0181|0,0176|0,01710,0166 0,01610,0165 0,0149 0,0143|0,0137 |0,0130

k, — pl* [0,11460,1021[0,0960 |0,0971|0,09430,0914 |0,0884 |0,0852 |0,0820|0,0786 |0,0752 {0,0716

k' =k' | — sl |0,0296|0,0264|0,02580,0251|0,0244 |0,0237 |0,0229 |0,0221|0,0212|0,0203 |0,0194 /10,0185

kL =k! — sl 10,0573 0,0510|0,0498 |0,0485|0,0472 |0,0457 |0,0442 [0,0426 |0,0410(0,0393 (0,0376 |0,0358

k' =k! |+ sl }0,0088]0.0079(0,0077|0,0075 |0,0073 |0,0070 0,0068 |0,0066 2,0063 |0,0060 |0,0058 |0,0055

k, =k, | —pl"l0,0238|0,0212(0,0207|0,0202 |0,0196{0,01900,0184 0,017710,0170 0,0163/0,0156(0,0149

k .=k _|— pl"|0,0952}|0,0848 00828 0,0807 |0,0784|0,0760 0,0735|0,0709 0,0681 0.0653 0,0625|0,0595

k! =k | —sl"|0,0294|0,0262|0,0256|0,0249 |0,0242 |0,0234 0,0227 [0,0219(0,02100,0202|0,0193 0,0184

k, =k |—sl*0,0590|0,0525 0,0513|0,0500 |0,0486 |0,0471|0,0455 0,0439|0,0422|0,0405 |0,0387 {0,0369

k! =k |+ sl|0,0153[0,0137{0,0133|0,0130|0,0126|0,0122|0,0118|0,0114{0,0110{0,0105 |0,0101 |0,0096

k! =k!"| — sl 0,0024|0,0021|0,0021|0,0020 0,0019 0,0019|0,0018(0,0018|0,0017 0,0016 |0,0015 |0,0015

k! =k |+sl0,0079/0,0071|0,0069 0,0067 |0,0065 |0,0063 |0,0061|0,0059 0,0057 |0,0054 0,0052 [0,0050

ko=k!|—sl"10,0516/0,0459|0,0449|0,0437 0,0425 0,0412 0,0398|0,0384 0,0369 |0,0354|0,0338 |0,0322

k, =k |~ pl"|0/02300,0205(0,0200 0,0195|0,0189 |0,0183(0,0177 |0,0171|0,01640,0158 |0,0151 |0,0144

k,=k_ |~ pP[0,7006{0,0896|0,0875|0,0852 0,0828 0,0802 0,0776 0,0748 0,0720|-0,0593 0,0660 10,0629

k. — pl* [0,0747 |0,0665 |0,0650 |0,0633 |0,0615 | 2,0596 |0,0576 |0,0556 |0,0535 20,0513 |0,0490 0,0467

k! =k | — sl'[0,02940,0262|0,0255|0,0249 |0,0242 |0,0234 |0,0227 |0,0218 |0,0210 | 0,0201 |0,0193{0,0184

ki =k | —sl"l0,05910,0526|0,05140,0601 0,0487 |0,0472 |0,0456 0,0440|0,0423|0,0406 0,03880,0369

k. =k |+ slI"0,0158{0,01410,0137 |0,0134(0,01300,0126|0,0122|0,0118|0,0113(0,0108 |0,0104 | 0,0099

kL =k | — si* |0,0041 0,0037 | 0,0036| 0,035 |0,0034 10,0033 |0,0032 0,0031[0,0029 |0,0028 [0,0027 | 0,0026

kL =k | si* [0,0006/0,0006  0,0005| 0,00050,00050,0005 0,00056 0,0006|0,0005 0,0004 0,0004(0,0003

k!'=ky | sl* [0,0079]0,0070|0,0068|0,0067 |0,0065 |0,0063 |0,0061 0,0069 |0.0056 |0,0064 |0,0052 {0,0049

ki=kU | —sl"|0,0612] 0,456 |0,0445|0,0433 |0,0421 |0,0408 | 0,0395 |0,0381 |2,0366 |0,0351 |0,0336 |0,0320

K= | — s |0,0632|0,0473|0,0462 | 0,0450 |0,0438 0.0424'0,041-0 0,0396 |0,0380 0,0365 |0,0349 |0,0332

: kii=ku | s [00138/0,0123 0,0120(0,0117|0,0114/0,0110 0,0107 |0,0103 0,0099 |0,0095 0,0091 {0,0086

~« ky =k, | s |0,0021 no,0019|o.00131o,001a 0,0018(0,0017 |0,0016 [0,0016(0,00156|0,0015(0,0014 {0,0013
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TABELA 3 — Vigas continuas simétricas de dois a quatro tramos iguais, com encastramentos parciais (n =
= 1/2) nos dois apoios extremos e sujeitas a cargas de distribuicdo trapezoidal

-~ akl-2a-a ~
. /-p-t-s

AT e

]
e .- -
unif. Cargas ce distribuigdo trapezoidal Trian-
Hipétese distrib. Relagdes a/l gular
de coeficientes
i 0,000 0,250 | 0,275 | 0,300 | 0,325 | 0,350 | 0,375 | 0,400 | 0,425 | 0.450 | 0,475 | 0,500
kA =#, = pl* |0,0417|0,0371(0,0362|0,0353|0,0343 |0,0332|0,0321 | 0,0310|0,0298|0,0286 |0,0273|0,0260
k. — pl*10,10420,0928 | 10,0906/ 0,0882 |0,0857 | 10,0831 |0,0804 |0,0775|0,0745(0,0715|0,0683|0,0651
ki=k: [= sl* 10,0565 | 0,0504 | 0,0492|0,0479 |0,0465 | 0,0451 [0,0436 |0,0421|0,0405(0,0388|0,0371{0,0353
k‘B =ikt | = pl* [0,05210,0464 [2,0453 |0,0441|0,0429 |0,0416|0,0411|0,0387 |0,0373|10,0357 |0,0342|0,0326
KL=k | °F sl 0,0149|0,0133 12,0129 |0,0126 |-'0,0122 0,0119(0,0115{0,0111 |0,0106|0,0102 0,0398I~9,00‘93
k, =k |—pt 0,0455'0,0405 (0,0395 |0,0385 [0,0374 [0,0363|0,0351 |0,0338 :0,03251.0,0312 0,0298{0,0284
ko=t [= pl 0.0939|0,0813 0,0790 [0,0770|0,0748 |2,0725 |0,0701 |0,0676 0,065310,0624 0,0596 0,0568
ki =k & = sl? 0,0565|0,0534 10,0492 |0,0480 | 0,0466 | 0,0452 | 0,0437|0,0421 :0,0405|0,0388 0,0371 10,0354
ki =k ::" =3l 0,0518|0.0462 02,0451 |2,0439 (3,0427 |2,0414 |0,0400 0.0386i0;0371 0,0356|0,03400,0324
kL =k | +sl10,01400,0124|0,0121|0,0118 3,0115|-0,0111 0,01080,0104|0,0100|0,0096|0,0092 10,0087
KL=k = sl 10,0042 10,0036 | 0,0035 |0,0034 |0,0033 [0,0032 |0,0031 (0,003 |0,0029 |0,0027 |0,0026 0,0025
kb=t | =k sl* 10,0152 [0,0135|0,0132 |0,0128 |0,0125|0,0121|0,0117|0,0113|0,0318|0,0104|0,0099 0,0095
ki =ikl |~ sl* 0,0533|3,0472 0,0461 |0,0449|0,0436 | 0,0423 |0,0409|0,0395|0,0379|0,0364 | 0,03480,0331
k= = pl* |0,0444 10,0396 |0,0386 |0,0376 0,0366 0,03557'3,0343 0,0331/0,0318|0,0305|0,0292|0,0278
K. =k, | = pl* |0,0944 10,0841 |0,0821 |0,0800|0,0777 3.'0754‘;-0,0729 00,0703 0,06760,0648 0,06190,0590
k — pl* |0,0778 |0,0693 | 0,0676 0,085913,-0843 0,0621 |0.0800 0,0579 0,0557 |0,0534|0,056100,0486
ki, =k}’ | —sl"|0,06660,0504 |0,0492 0,0480(0,0466 | 2,0452 [0,0437 10,0421 [0,0405 | 0,0389 | 0,0371/0,0354
kp =k 'D‘" — sI° |0,0518]0,0461 |0,0451 |0,0439 |0,0426 |0,0413 |0,0400 |0,0386 |0,0371|0,0356|0,0340|0,0324
k,=kY| sI* 10,0139(0,0124|0,0121[0,0118(0,0114|0,0111|0,0107|0,0103|0,0099 10,0095 | 0,0091|0,0087
ki, =k | —sl"10,0037(0,0033 (20,0033 0,0032 |0,0031|0,0030|0,0029 | 0,0028|0,0027 | 0,0026 |0,0025|0,0023
kL = k:" sl* 10,0011|0,0010 |0,0009 |0,0009 |0,0009 |0,0009 |0,0008|0,0008|0,0008 |0,0007 |0,0007]0,0007
ki =K sl* 10,0152|0,0135(0,0132 |0,0128(0,0125|0,0121|0,0117 |0,0113|0,0109 [0,0104|0,0100|0,0095
k‘a'= k g‘ — 51" 10,0631 |0,0473 |0,0462 |0,0450 0,0437 [0,0424|0,0410/0,0395|10,0380 [0,0364 |0,0348|0,0332
k'c' =it 1= sl* |0,0528 |0,0470 |0,0459 [0,0447 | 0,0434 | 0,0421|0,0407 | 0,0393|0,0378|0,0362|0,0346(0,0330
kp=k 'B" si* 10,0142(0,0127 [0,0124 |0,0120|0,0117 |0,0113/0,0110,0,0106|0,0102 |0,00987 |0,0093|0,0098
kl'=k!"| sI* |0,0041}0,00360,0035 |0,00340,0033(0,00320,0031 0,00300,0029|0,0028|0,0027|0,0025
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TABELA 4 — Vigas continuas simétricas de dois a quatro tramos iguais, com encastramentos parciais (n =
= 3/4) nos dois apoios extremos e sujeitas a cargas de distribuicdo trapezoidal

—~atl-2a+a -~
| /~P+5
: |

| |

- |, — o
unif. Cargas de distribuigdo trapezoidal Trian-
Hipotese distrib. Relagées a/l gular

de coeffcientes :

caraa 0,000 | 0,250 | 0,275 | 0,300 | 0,325 | 0,350 | 0,375 | 0,400 | 0,425 | 0,450 | 0,475 | 0,500
k,= k.| — pl* |0,0625|0,0557 |0,0543 |0,0529 | 0,0514|0,0499 |0,0482 | 0,0465 | 0,0447 | 0,0429 | 0,0413]0,0391
k. — pl* {0,0938(0,0835,0,0815(0,0794 | 0,0772 |0,0748 |0,0723 | 0,0698 | 0,0671 |0,0643 | 0,0615|0,0586
k; =k_ |~ sI* |0,0813|0,0724|0,0707 |0,0688 | 0,0669 | 02,0648 |0,0627 |0,0605 |0,0581 |0,0557 |0,05633]0,0508
k'E =ikl | = s|* |0,0469(0,0417 |0,0408|0,0397 | 0,0386|0,0374(0,0362 | 0,0349 |0,0335 (0,0322 |0,0307 |0,0293
k' =k' |+ sl*|0,0188/0,0167|0,0163|0,0159 |0,0154|10,0150(2,0145 |0,0140|0,0134 |0,0129 |0,0123|0,0117
k=g = pl* |0,0652|0,0581|0,0567 [0,0652 | 0,0637 |0,0520 |0,0503 | 0,0485 10,0467 | 0,0447 |0,0428 |0,0408
k=¥ I= pl* 10,0870]|0,0774|0,0756 |0,0737 | 0,0716 |0,0694 [0,0671 | 0,0647 |0,0622 |0,0597 |0,0570 |0,0543
k), =k :;‘ — s1* 10,0819]0,0730|0,0713|0,0694 | 0,0674 |0,0654 [0,0632 |0,0610 |0,0586 | 0,0562 |0,0537 |0,0512
k. =k 2~ slI* |0,0452]0,0402 10,0393 (0,0382 |0,0372 |0,0360 |0,0348 | 0,0336|0,0323 | 0,0310{0,0296 |0,0282
k'c =l = sI* 10,0125(0,0112|0,0109 (0,0106 |0,0103|0,0100(0,0097 [0,0093 | 0,0090|0,0086 |0,0082 |0,0078
KL=k = sI* | 0,0050]0,0045| 0,0044 (0,0042 | 0,0041 |0,0040 |0,0039 |0,0037 | 0,0036 | 0,0034|0,0033|0,0031
k=kl + sl* |0,0217]0,0194 (10,0189 (0,0184 |0,0179|0,0173 |0,0168 |0,0162 |0,01566 (0,0149 |0,0143|0,0136
kU=k|= sl |0,0543|0,0484|0,0473|0,0462 | 0,0447 |0,0434 |2,0419 ;0,0404 |0,0389 |0,0373 |0,0356|0,0340
k,=k_|— pl* |0,0645|0,0575 10,0561 |0,0546 | 0,0631| 0,515 |0,0498 | 0,0480 |0,0462 |0,0443 |0,0423]0,0403
k,=k T pl* |0,088710,0792|0,0771 |0,0751 | 0,0730|0,0708 [0,0684 | 0,0660 | 0,0635 |0,0609 |0,0582|0,0554
L — pl* 10,08060,0718 | 0,0701 (2,0683 | 0,0664 | 0,0643|0,0622 |0,0600 |0,0577 |0,0553 |0,0529|0,0504
KL=k | = sl* |0,0820|0,0730|0,0713|0,0694 | 0,0675|0,0654 |0,0633 |0,0610(0,0587 |0,0563 |0,0538{0,05612
ki =k 'U" — sl* |0,0450/0,0401 | 0,0392 [0,0381 | 0,0371|0,0359 |0,0347 | 0,0335|0,0322 |0,0309 (0,0295[0,0281
k. =k 'c" sI* |0,0121(0,0108|0,0105|0,0102 | 0,0100|0,0097 (0,0093 | 0,0090 |0,0087 |0,0083 |0,0079|0,0076
k, =k 'E"' — sl* |0,0034/0,0030|0,0029 [0,0028 | 0,0028|0,0027 |0,0026 | 0,0025 |0,0024 |0,0023 [0,0022|0,0021
ki =k ] sI* |0,0013{0,0012|0,0012(0,0011|0,0011|0,0011 |0,0010 |0,00100,0012|0,0009 |0,00098|0,0008
K= s|* 10,0220|0,0196/0,0191/0,0186 |0,0181|0,0175|0,0169 |0,0164 (10,0157 |0,0151 |0,0144|0,0137
k; =k ':',' — sl* |0,0649|0,0489 | 0,0477 |0,0465 | 0,0452 |0,0438 |0,0423 | 0,0408 |0,0393|0,0377 [0,0360|0,0343
kr:' =K'= sI* |0,052410,0467 | 0,0456 |0,0444 | 0,0431 |0,0418 |0,0404 | 0,0390|0,0375 |0,0360 |0,0343|0,0328
ki=k sI* |0,0146/0,0130/0,0127 |0,0123|0,0122/0,0116 |0,0112 |0,0108 | 0,0104 [0,0100 |0,0096|0,0091
k= k:‘ sl* |0,0058|0,0052|0,0051 |0,0049 |0,0048 |0,0046 |0,0045 | 0,0043 |0,0042 (0,0040 |0,0038|0,0036
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TABELA 5 — Vigas continuas simétricas de dois a quatro tramos iguais, com encastramentos perfeitos (n =

= 1) nos dois apoios extremos e sujeitas a cargas de distribuicdo trapezoidal

——a # l-2a—~a
| pts
| |
L
unif. Cargas de distribuicdo trapezoidal Trian-
Hipétese distrib. Relagdes a/l gular
de coeficientes
i 0,000 | 0,250 | 0,275 | 0,300 | 0,325 | 0,350 | 0,375 | 0,400 | 0,425 | 0,450 | 0,475 | 0,500
k, =k_ | — pl*|0,0833|0,0742(0,0725|0,0706 | 0,0686 | 0,0665 | 0,0643|0,0620|0,0596 (0,0672|0,0547|0,0521
k. — pl* |0,0833|0,0742(0,0725|0,0706 | 0,0686 | 0,0665 | 0,0643 |0,0620|0,0596 (0,0572 |0,0547|0,0521
k! =k | —sl*[0,1042|0,0928| 0,0906/0,0882 | 0,0857 |0,0831|0,0804 0,0775(0,0745|0,0715|0,0683|0,0651
ky,=k' | — sl*|0,0417]|0,0371|0,0362|0,0353 | 0,0343| 0,0332|0,03210,0310|0,0298 | 0,0286 | 0,0273|0,0260
=k!' | + sl |0,0208]|0,0186|0,0181|0,0176(0,0171|0,0166|0,01610,0165|0,0149 | 0,0143|0,0137|0,0130
mf,-,, k, =k, |~ pl"|0,0833|0,0742|0,0725|0,0706  0,0686 0,0665|0,0643 | 0,0620|0,0596 |0,0572|0,0547(0,0521
: 1 k, =k, | —pI"|5,0833]0,0742|0,0725|0,0706 o,oeaslo,oaes 0,0643(0,0620|0,0596 | 0,0572|0,0547| 0,0621
- k! = k! | =2l |0,1056(0,0940|0,0918|0,0894 0,0869 0,0842|0,0814|0,0785|0,0755 |0,0724 0,0692(0,0660
i kL = k! | — sl [0,0389|0,0346|0,0338 0,0329 | 0,0320|0,0310{0,0300 | 0,0289 |0,0278 | 0,0267 | 0,0255| 0,0243
.= 1 k! =kl |+ sI* [0,0111[0,0099 |0,0097 [0,0094 | 0,0091|0,0089| 0,0086 |0,0083 | 0,0080 |0,0076 | 0,0073(0,0069
>"_F ki =k!"| — sI" 10,0056 |0,0049  0,0048 |0,0047 | 0,0046| 0,0044|0,0043 |0,0041(0,0040 |0,0038 | 0,003€|0,0035
i ki =kl |+ sl |0,0278(0,0247|0,0242|0,0235 | 0,0229 |0,0222|0,02140,0207 | 0,0199 | 0,0191 [2,0182]0,0174
—\':r—' kU =k! | — sl |0,0556|0,04950,0483|0,0471|0,0457 | 0,0443|0,04290,0413 |0,0398 | 0,0381 |1,0364|0,0347
k, =k, |— plI"[0,0833(0,0742|0,0725|0,0706 | 0,0686 | 0,0665| 0,0643 | 0,0620|0,0696 | 0,0572 |7,0547 | 0,0521
k, =k, | — pl*|0,0833|0,0742|0,0725|0,0706| 0,0686 | 0,0665| 0,0643 | 0,0620 |0,0596 |0,0572|0,0547 | 0,0521
. — pl* [0,0833|0,0742(0,0725|0,0706 | 0,0686 | 0,0665|0,0643 [ 0,0620|0,0596 |0,0672 |0,0547 | 0,0521
ki =k. | — sl" |0,1057|0,0941|0,0919|0,0895 | 0,0870| 0,0843|0,0815 |0,0786|0,0756 | 0,0725 [0,0693 | 0,0660
kL =k, | — slI"|0,03870,0345| 0,0336/0,0328|0,0318|0,0309 |0,0298 | 0,0288|0,0277 | 0,0265 0,0254|0,0242
ki =k | s [0,0104(0,0093(0,00910,0088 |0,0086 0,0083(0,0080 |0,0077|0,00750,0071|0,0068 |0,0065
ki =kl | — sl" |0,0030|0,0027|0,00260,0025 | 0,0024 |0,0024/| 0,0023 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0020 (0,0020|0,0019
ki =k!v| sI* |0,0015(0,0013|0,00130,0013|0,00120,0012|0,0011{0,0011(0,0011 |0,0010|0,0010/0,0009
ki =k sI* 10,02830,0252|0,02460,0239|0,0233 0,0226|0,0218 |0,0210(0,0202 |0,01940,0185(0,0177
ki =k!'| — sI* |0,05665|0,0504 |0,0492 0,0479 (0,0465 0,04510,0436(0,04210,0485 [0,0388 (0,0371]0,0353
ki = kU'| — slI* |0,05621]0,0464 0,0453 |0,0441|0,0429 0,0416|0,0402 |0,0387 |0,0373 |0,0357 [0,0342 0,0326
kp =k.'| sI' 10,0149(0,0133|0,0129|0,0126|0,0122/0,0119 |0,0115|0,0111(0,01086 | 0,0102 |0,0098|0,0093
= ky=k " sI* |0,0074(0,0066 0,00650,0063 0,0061/0,0059 0,0057|0,0055 |0,00530,00510,0049|0,0047
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