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A Geometrical and Mechanical Method to determine
Lorentz Transformations

SUMARIO

Apresenta-se um método geométrico de obtengao
das Transformacgies de Lorentz numa representa¢dao
grifica em que os eixos coordenados e homélogos dos
dois referenciais se fazem coincidir, Utilizam-se
coordenadas cartesianas ortogonais.

O método é susceptivel de uma fdcil mecanizagdio
tendo em vista o tragado automdtico de trajectorias
nos diferentes planos coordenados.

Sob outra forma e numa diferente aproximacgdo,
o método foi apresentado pela primeira vez numa
comunicacao feita em 6 de Maio d classe de Ciéncias,
da Academia das Ciéncias de Lisboa, sob a designa-
¢io «Método geométrico de obtengdo das Transfor-
magoes de Lorentz. Propriedades do método e suas
aplicacdess.

Num préximo numero da «Técnicar serd publi-
cado um artigo, em portugués, no qual se procederd
a wma aplicagdio do método a resolugdo de determi-
nados problemas bdsicos da electrodindmica dos cor-
pos em movimento.

. PRESENTATION OF THE METHOD

Two inertial frames of reference are considered:
s8(x, y, 2z, t) and 8(X, Y, Z, T), both being rectilinear
orthogonal Cartesian coordinates with homologous
axes parallel to each other. The velocity of s, relative
to 8, is v in the direction of the positive X-axis, The
origins of s and S coincide at the time t=T=0.

In this case the Lorentz Transformation is:
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M. ABREU FARO
Electrodynamics Centre (I. N. |. C.)

Technical University of Lisbon (1.5.T)

SUMMARY

A geometrical method to obtain Lorentz Trans-
formations in a graphical representation where the
axes of the two frames of reference are made to
coincide, is presented. Orthogonal coordinates are
used and the method can be mechanized with a view
to an automatic drawing of trajectories on the diffe-
rent coordinate planes.

Under a different form and with a different
approach, the method was firts presented to the
Science Class of Academia das Ciéncias de Lisbon,
on the 6th of May 1976, under the title «Geometri-
cal Method to obtain Lorentz Transformations.
Properties of the Method and its Applications»,

In one of its next issues Tecnica will publish
an article in portuguese where the method will be
shown as applied to the resolution of certain basic
problems of the electrodynamics of moving media.

X=y(x+pgct)

c¢T =y (ct + px) (1)
Y=y Z=z
where
’ v d 1
Ppis~—— an F=—FT—
c V/ 1 — p2

and c¢ is the velocity of light in vacuo,
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In this method we shall make the t, T-axes coin-
cide with y, Y-axes, see Fig. 1.

Fig. 1

Illustrates the essencial features of the method Through
directions -+ \wz and points P and Q. a bicontinuous
mapping is established from [x, t] space into [X, 1] space

In order to obtain symmetrical expressions with
respect to space and time, we shall consider ¢ = 1.
After this, (ct) and (CT) are reduced to t and T
although having the physical dimension of a length,
as obvious.

Having assumed c¢ = 1, the transformations (1)
take the form

X=y (x+gt)
(1 a)
T

y (t + gx)

where t and T have the dimension of a length, as
stated, but measuring the time in metric units of
length.

The length and time units are the same in both
frames of reference, In all figures v/c = 0,6.

Our purpose is to present a geometrical method
of determining the transformations

[x, tl = [X, T] (2a)

in a graphical representation where the homologous
axes of the two frames of reference are made to
coincide,

Once this has been done the transformations

[x, Y] =[X, Y]
(2b)

[x, z]1 =I[X, Z]

become immediate considering that by (1) Y=y and
Z =z

The method in question can be easily mechanized
and thus contribute, we think, towards a simple and
quick handling of the Lorentz Transformations spe-
cially suited for examining the correlations between
space-time coordinates (x, y, z, t) and (X, Y, Z, T)
and associated phenomenology.

Beginning with Fig. 1 we shall first present the
method to determine the transformations (2 a); after
which the theory will be given.

In order to obtain [X, T] from [x, t] we proceed
in the following way:

We consider the directions r,, R,, r, and R,
forming angles

4 (rn t] = _‘;’/2
X (R, T) = +y/2

4 (ry, X) = —y/2
4 (R, X) = + y/2

in accordance with the positive senses adopted and

v
where sin y = — = 4.
c

Now, from the point [x, t] we draw a straight
line with an r, direction; the point this straight line
intersects the t-axis is P,; similarly Q, is the point
an r, direction intersects the x-axis,

Next we take P, and Q, as origins of R, and R,
directions and these lines cross exactly at the [X, T]
point.

Conversely [x, t] could be obtained from [X, T]
by using the same method.

Il. THEORY AND ASSOCIATED PROPERTIES

| R  aw
The theory of the process is a very simple one.
As it can be easily verified

e
tan y /2 = *—— (3)

By
From (1a), the following Lorentz Transforma-
tions can also be easily obtained:

[tZ“u-TE_TIX]:[T-——To'{'T_';—lX] ()

1= (o) [ = )]

which means that:
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i) Under the transformation (1a) the image of
the straight line r. ( — ¢/2) which intersects x = o
at t = r, is the straight line R, (+y/2) which inter-
sects X =o at T = 1.

ii) Similarly, the image of the straight line
r, (—y/2) which intersects t =o at x =1 is the
straight line R, (+ ¢/2) which intersects T = o at
X = 1.

So essentially the method is this:

If [x, t] belongs to the straight lines r, and r,,
[X, T] belongs to their transforms which are R,
and R, defined by P, and Q, which are common
points of intersection at the t, T-axes and x, X-axes
of the straight lines r, and R, and the straight lines
r, and R,, respectively.

Some interesting properties are associated with
the established correspondence.

Let us start by verifying that angle ¢/2 is the
only one which satisfies the visualized symmetry of
the transformed straight lines.

‘At
Let m and M be the slopes m = —
AX

AT
M= -—}—( of a straight line and its image respectively,
A

then from (1a) results:

o
=m_B (5)
1+ mf
If we make
m=—M

an equation is obtained the roots of which are

A
ll

M,=—m, = = tan y/2

“':1 = cotan /2 = BT}

B ey (6)

-

once (3) is considered. Obviously m, and M, corres-
pond to r, and R, and m, and M, to r, and R,.

It is also easy to demonstrate that m, and m,
are the only directions for which a straight line and
its image intersect respectively at the common points
P, and Q,, on the t, T-axes and x, X-axes,

These facts are a joint proof of the uniqueness
of ¢/2.

Another important property becomes apparent
from Fig. 1.

Let «a» be a point in 5 (x, t) and «A» its image
in 8 (X, T), then:
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i) If the point «b» belongs to the straight line
[a, r,], then ¢«B» is a point of its transform [A, R,].

Considering the directions of r,, r,, R, and R,
an immediate conclusion is that

ab = AB

i) In the same way, if <c» belongs to [a, r,]
«C» belongs to [A, R,] and

ac = AC
—
Hence, vector ad has in the axes [a, (r,, r.)] the

—y
same components as vector AD in the axes [A,

(R, Ry)1.
As a corollary, and since the transforms of the
origins «o» and «O» are coincident, in our graphical

—
representation the components of a vector oa in axes

[0, (ry, r{)] coincide with the components of 61 in
axes [0, (R, R;)] where «A» is the image of <«a»
and conversely.

The first conclusion is particularly interesting
to study the evolution of the points in the vicinity
of «a» and «As».

Finaly Fig. 2 makes it clear that major problems

[o1]

Fig. 2

The directions intervening are always rx and r¢ and Ry and
Rt. P and Q are the images of p and q. Once known the
hybrid coordinates (x, T) (X, t), (X, x) or (T, t), [x, t]
and [X, T] are easily obtained on the basis of this geometry

can be solved taking as a basis y angles symmetri-
cally arranged in relation to the coordinate axes.
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i) Nameley, the fcllowing chains clearly stand
out in Fig. 2

Fig. 8

Directions x = const., t = const. X = const. T = const. and

their transforms, Vel city straight lines &+ ¢ are transformed
into vclocity straight lines =+ ¢

XTI =2Q=2[X Tl 2P = [Xt]
(T
X, tl 2a =[x t] 2p = [x, T]

and solve the problems:

Knowing [x, T] or [X, t], determine [X, T] and
[x, t].

i) Also, considering that the ordinates of P and
p are (T + t)/2 and the abscissae of @ and q are
(X + x)/2 the following problems are also solved:

Knowing [X, x] or [T, t], determine [X, T]
and [x, t].

These geometrical relations are general and easy
to demonstrate, for simplification purposes [x, t]
and [X, T] are both in the first quadrant.

Through them it is possible to solve any problem
using only the method presented,

However, for the solution of certain problems,
it is easier to draw the transformed straight lines
from determined directions such as:

X =const.®, t=const.”, X=const.*, T=const.*

* Reference [1].

82

This was done in Fig. 3. The procedure will be taken
up soon in an article where it will be duly used for
a sgimple and quick resolution of certain concrete
problems.

. PHYSICAL INTERPRETATION OF THE METHOD

in [1]* a different approach was used to obtain
the method. Though it will not be repeated here,
certain concepts then used will, nevertheless, be
taken up.

From now on the method which has appeared
to be purely mathematical will also possess a physi-
cal substratum in perfect agreement with the prin-
ciples of Relativity. To this purpose let us consider
the transformations (1) which, once differentiated,
lead to

AX =y ( Ax + gc At)
(8)
cAT = y (cAt + pgAx)
Let us have
aX AX
- = U h——
AT : At B
(9)
AT D At d
ax ! Ax

As it is obvious U and u represent velocities in
the frames 8 (X, Y, Z, T) and s (x, y, 2z, t), res-
pectively.

D and d represent that which from now on, will
be designated «desynchronization»: variation of the
coordinate time, T or t, by umit of length of the
coordinate space, X or x.

From (8) and (9) it is easy to obtain the well
known law of composition of colinear velocities:

-+ v
U=- —-~+ (10a)
1L + uv,c?
and the equivalent relation
d+4 ve?
Jaibwe (10b)
14 vd

which at this stage does not yet possess any physical
significance.

From (8), (9) and (10a) there resuit the follo-
wing facts, always present in the deduction of the
Lorentz Transformations.

Let us fix our attention, along the time, on a
point x, of the x axis.

We shall have, successively:
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Xx=const*=x, &x =0, u=o0, U=v

which is interpreted in 8 (X, Y, Z, T) in the following
way:

s (x, y, z, t) is animated with a velocity v rela-
tively to 8 (X, ¥, Z, T).

If we fix X = X,, we would obtain u = —v

Let us know make a different experiment.

Let us concentrate our attention, along the x axis,
on an instant t, of the coordinate time of 5 (%, ¥, 2, t).

We shall have, successively,

t=const°=1t, At=o0, d=o0, D=v/c!

which is interpreted in S (X, Y, Z, T) in the following
way':
8 (x, y, z, t) is animated with a desynchroniza-
tion v/c2 relatively to 8 (X, Y, Z, T).

If we fix T =T, we would obtain d =— v/c2

This symmetry is, like in the case of the velo-
cities, in perfect agreement with the principles of
Relativity.

This being the case, to say that 5 (x, y, 2z, t)
is animated with a velocity v in relation to 8 (X, Y,
Z, T) is as legitimate and equivalent a statement as
to say that s (x, y, 2z, %) is animated with desyn-
chronization v/c2 in relation to 8 (8, Y, Z, T).

The first statement is present in the Galilei
Transformation whereas the second is not: they are,
nevertheless, equivalent.

An immediat result of this is an assymetry in
this transformation, that is: singular treatement for
variable time which then assumed absolute character.

For such ideas to materialize it will become ne-
cessary to conceive experiments whereby the measu-
rement of desynchronization will become accessible.
In fact, a measurement that can be effected as natn-
rally as the relative velocity v.

For the measurement of velocity v let us take
on x, a source of light which emits along the time
a flash of a physically infinitesimal duration in rela-
tion to the periods of repetition.

In 8 (8, Y, Z, T) the successions

Toor Ton Xos -

xnel xuh xm---

can be observed, where
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Xop — X Xop  Xop

= e Y (11)
Top — Tog Toz — Ty

In order to measure the desynchronization it will
suffice to synchronize n sources along the x axis in
such a way that they will be triggered simulta-
neously at instant t,, producing n flashes at the
time.

In 8 (X, Y, Z, T) we will observe the successions

X M M esmsvswanas

v Tt Sk smnavenmeliny

where

Xoo— X1 Xog — Xog

The question becomes even more interesting if
we take, as previously, ¢ = 1.

In this case velocities and desynchronization are
adimensional physical values and the relative velocity
and relative desynchronization are measured by the
same figure «v».

ceiese.=Vict  (12)

However, attention must be drawn to the fact
that whereas in the first experiment it would be
possible for a material particle to travel along the X
axis, accompanyng at each T,, instant the X,, image,
in the second experiment this is not possible, To a
desynchronization

D=v/ed < ¢
there would correspond a velocity
U=¢/v > ¢

But recording clocks in X,, X,, X,... would
register T,, T.; T..... and would reveal a history
with a chronology where each event could never be
accompanied by the same particle, even if this par-
ticle were a photon.

The experiment, however, is feasible exactly as
it was conceived since there is no difficulty in pro-
voking in 8 (x, ¥, 2z, t) simultaneous flashes of n
sources nor is there any intrinsic difficulty in the
conception of recording clocks.

Ultimately this means that the straight lines
X =X (T) in the first experiment are time-like
whereas in the seccond they are space-like.

Bearing all this in mind and assuming c = 1,
the expressions (10a) and (10 b) are converted into
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u-+4v
= 13
L 14-uv (158)
P (13b)
14dv

With regard to the first of these expressions,
we can formulate the following problem:

Determine the velocity — u, in s (x, ¥, 2, t) which
can be transformed into a velocity u, in 8§ (X, Y,
z, 7).

It is obvious that the problem can be solved.

From {13 a) this velocity can be determined by
imposing

[U]1=+u, [u]=—u,

Hence

-uy + v

== uv

Since the desynchronization composition law is
the same, the following problem is immediately
solved:

Determine a desynchronization —d, in s (X, y, z.
t) which will lead to a desynchronization d, in 8 (X,
Y, &4, 'T).

Furthermore, the equation which solves this pro-
blem is the equation

'd|+V

d=
1 I —dyv

(15)

formally identical with (14) and resulting from (13 b)
where we imposed

[D] = + 4, [d] = —d,

Since (14) and (15) are second degree equations
it follows that the correct solution is in (14)

u<v
and in (15)

d.<vVv
As it would be expected, the other solutions

> v
or

d.>v

represent, by their inverse, the solution for the pro-
blem of desynchronizations in terms of velocities
and the resolution of the problem of the velocities
in terms of desynchronizations.

*
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Solving equations (14) and (15) we obtain

T—1
=4, = —— = tan /2
By

Since straight lines of the form
T=MX + T,
and
T=M (X—X,)
were used, the slopes of the straight lines of velo-

city, + u,, are given by

=M, = =*

1
M, =1 By

whereas the slopes of the straight lines of desynchro-
nization == d, are given by

which coincides with the expressions (6)

*

In this way the straight lines r, and R, repre-
sent the result of the following and easily conceivable
experiment:

Let us establish in s (%, ¥, 2, t) a chronology
of events with —d, desynchronization (it will suffice
to tell the history toward the past); S (X, Y, Z, T)
will then show a chronology of events ordered inver-
sely in accordance with d, desynchronization.

The straight lines r, and R, represent, in their
turn, the result of the following experiments:

Let us put in s (x, ¥, 2, t) a particle travelling
along the x axis at a —u, velocity; this particle will
be observed in 8 (X, Y, Z, T) travelling at a u, velo-
city along the X axis.

These experiments are graphically represented in
Fig. 4.

This subject will soon be taken up in a publica-
tion.

For the time being we have just tried to give
physical contents to each one of the pairs

[r;, R;] and [r, R

which represent in themselves a feasible experiment
in regard to the measurable concept of desynchro-
nization and the more trivial and corresponding con-
cept of velocity.
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Fig. 4

To the sequences [a, 5, 6, 7] and [A, 6, 6, 7] there corres-

pond, respectively, velocities —u; and + wi.. To the sequen-

ces [a, 1, 2, 3] and [A, 1, 2, 3] there correspond, respectively
desynchronizations — d: and + da

IV. MECHANIZATION OF THE METHOD

Let us take two triangular plates, of aperture y,
overlapping and with their vertices sliding along the
coordinate axes: if one of the intersections (r., r,)
is made to follow point [x, t], evolution [X, T] is
immediately obtained. Conversely, if intersections
[R,, R,] are made to follow [X, T], evolution [X t]
is reproduced.

In Fig. 5 the method is clarified in relation to
two possible situations.

From now on it becomes easy to conceive ana-
logical and automatic processes to visualize relati-
vistic effects and arrive at an automatic drawing of

T=17 (X) Y=Y (X) Z=2 (X)
knowing
t=t (x) y=y (%) z=12 (x)

V. FINAL CONCLUSION

The method presented represents a geometrical
method to obtain Lorentz Transformations.
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Fig. §

From overlapping plates of aperture with their vertices
sliding along the coordinate axes, results a mechanical pro-
cedure establishing the relation between [x, t] and [X, T]

Since the coordinate axes are made to coincide,
the concept is different from that of the Minkowsky,
Synge, Amar, Loedel and Brehme diagrams.

In fact, these authors obtain the transformations
o1 the basis of the determination, on non-coinciding
axes, of the coordinates X and T or x and t.

In our case, the axes coincide and the phenomena
are presented without distortion, exactly as they can
be «seen» by the observers of both of the inertial
frames.

‘We believe the facility with which the method
can be mechanized will serve an easy handling of the
Lorentz Transformations and, consequently, an appre-
hension of the relations in the space-time continuum.

The method has already proved to be rather use-
ful and quick in the resolution of problems connected
with the propagation of electromagnetic waves such
as the study of aberration of light, Doppler effect,
ete.

The method in question also allows an easy inter-
pretation of infinitesimal transformations, namely
that of the significance and criterium of the quasi-
-validity of the Galilei Transformation.

REFERENCES:

1— Abreu Faro, M. J.: Método geométrico de obten-
¢do das Transformacdes de Lorentz. Proprieda-
des do método e suas aplicacbes. Academia de
Ciéncias de Lisboa — Classe de Ciéncias. Comu-
nicagdo de 6-5-1976.

2 — Amar, H.: New Geometric Representation of the

Lorentz Transformation. Am. J, Phys. 23: 487,
(1955).

85



3 — Brehme, R. W.: A Geometric Representation of
Galilei and Lorentz Transformations, Am. J.
Phys. 30: 489, (1962).

4 — Brehme, R. W.: Geometric Representations of
the Lorentz Transformation — Am. J, Phys. 32:
233, (1964).

5 — Loedel, E.: Aberration y Relatividad. Anales de
la Sociedade Argentina. 145: 3, (1948).

86

6 — Loedel, E.: Geometric Representation of the Lo-
rentz Transformation, Am. J. Phys. 25: 327,
(1957).

7 — Bhadowitz, A.: Special Relativity, (W. B. Saun-
ders, Philadelphia — London — Toronto, (1969).

8 — Bynge, J. L.: Relativity: The Special Theory

North Holland Publishing Company, Amsterdam,
(1965).

TECNICA 436



«Pdrtico rolante eléctrico de 500t/150 m em servico nos Esta-
leiros Navais da Setenave em Setubal.»

PONTES ROLANTES, GUINDASTES E
APAR. DE ELEVAGAO ESPECIAIS Projecto e fabrico

TURBINAS HIDRAULICAS — Fabrico segundo liceng¢a de A. C. M. de Vevey, S. A.

TURBINAS A VAPOR —— Fabrico segundo licen¢a de Brown Boveri, Cie.

CALDEIRAS A VAPOR ———— Projecto e fabrico segundo licen¢ca de Foster
Wheeler, Co.

EQUIPAMENTOS E INSTALACOES
INDUSTRIAIS

coNsTRUCOES METALOMECANICAS MM AGUE ;.-

ALYERCA DO RIBATEJO —PORTUGAL

TECNICA Il



APART.: 9
TELEF.: 52091 PBX
TELEG.: FELTROS

INDUSTRIAIS TEXTEIS

PARA OS VOSSOS MANCHONS, FLANELAS, TRANSPORTADORES,
E TODOS OS TECIDOS TECNICOS

EM FIBRAS NATURAIS OU SINTETICAS

Consultem :

FABRICA NACIONAL DE FELTROS INDUSTRIAIS

SOCIEDADE LIMITADA

OVAR

PORTUGAL

ESCRITORIO E FABRICA

ESTRADA DE S. JOAO

PORTIGOS DE GRANDE VAO

Paorticos até 22 00m de vao e pilares até 3,00 m de altura,
afastados de 12,00 m no interior e de 6,00 m no perimetro exterior.
As fundacdes sao minimas devido ao baixo peso da estrutura

{ =60ka/m2). Sao possiveis adaptacoes para pontes rolantes

= e L e

materiais
novobra

A mais vasta gama em pré-fabricados de betdo

Pre-fabricagdo total ou parcial - Pavimentos - Coberturas - Asnas - Perfis especiais
Post-Esforgo «Losinger» - Pontdes - Vigas de grande vdo - Pérticos =Crendons
Porticos =Guiraudie & Auffeve~ - Pavimento «Triefs - Proteccéo de seguranca «Triefs
Mosaicos - Garagens - Tubos - Blocos de Leca - Espagadores de Betao
Estacas para Vinhas e Pomares - Travessas para Caminhos de Ferro

Fabricas em: Lisboa, Leiria, Lagoa, Guarda e Moita,

Stands de exposigdo em; Aveiro, Evora e Faro

Sede: Av. Est. Unidos da América, 100, 5.° - Dto. - Lishoa §

Telefones - Servigos Administrativos: 77 4832-77 29 53 - Telex: 18375 Novoba P
Servigos Teécnicos: 714116/7/8-719331/2

CONSTRUA COM CONFIANCA - CONSULTE-NOS

TECNICA IV

MEXIA HEITOR E BRASAO FARINHA

TABELAS
PARA O
CALCULO
DO BETAO
ARMADO

TECNICA

revista da associagdo dos estudantes do Instituto Superior Técnico

LISBOA




NUMERO 436 NOVEMBRO DE 1976

ANO LI

VOLUME XXXVIII

C. D. U. 512.8.001.2

Algumas reflexdes sobre representagées matriciais de grupos

de transformacoes

RESUMO

Dado um grupo de transformagdes e um conjunto
de fungdes linearmente independentes discute-se o
modo como, tomando como base as funcoes referidas,
deve ser definido um conjunto de matrizes constituin-
do um grupo isomorfo do grupo de transformagées.

1 — Admitamos que, dado um conjunto ¢, i,
1y, de fungbes e uma transformagio A de um grupo
de transformacdes, a matriz associada a A quando
as funcbes sdo tomadas como base se define por (1).

3
Adh = E‘;’k aki (1)
k

em que a,; € o elemento genérico da matriz indicada,
matriz que designaremos por I (A).

Desenvolvendo a expressio anterior para o caso
das 3 funcdes 4, 4y, 4, vem

Ay = ay 4y + ay 4 + ag U (2)

Adg = ajpp 4y + ax %9 + ag 4y

Adg = ajg 4y + a2y Y9 + 85 Uy
De acordo com esta convencdo de escrita, o con-
junto {; deve ser entendido como uma matriz linha

e a multiplicacdo dessa matriz pela matriz associada
a A deve ser escrita sob a forma

Al dolg = (Y1 do Ug) a; ap ag\ =

83; 8y Ay

ag) A8gy Aagy
(3)
= (ay; 41 + ag; 4o +a3; 4y ap Yy +agpls 4

+ agy g a3 %y + agg 4o + agg ¥n)

TECNICA 436

por J. C. CONTE

(Investigador do IAC. Prof. aux. equip. no IST)
Centro de Quimica Fisica Molecular
Complexo Interdisciplinar

Institute Superior Técnico

ABSTRACT

Given a transformation group and a set of li-
nearly independent functions, the method by which
a set of matrices which forms a group isomorphous
with the transformation group must be defined is
discussed.

Se em vez da transformacio A tivermos as
transformacdes B e C serd analogamente

3
By — ¢b @)
fi 2 K ki 4)
k
3
1 b (
C' i Z fkcki 5)
k
B (41 da ) = (41 bp bg) byy by byg
by by bag
by bay by
(6)
= (bjyd; +bayda+ by dsg bl +byis+
~+ bty bigdy + bag e + bagvs)
C ($1¢2¢3) = (dy42dg) Cip Ciz Cyg
Cy1 Ca O3
C31 Cpa Cg
(7

= (epdr+endetends cph+enbt
+ cgaty ez + Cogta + Cyyda)

Suponhamos que as transformacdes A, B e C
estdo ligadas pela relagéo

C = BA (8)
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Isto significa, de acordo com a convengdo habi-
tual, que aplicando a uma fungdo a transformacio
A e ao resultado a transformacio B se obtém o
mesmo resultado final que se obtém aplicando direc-
tamente a transformacao C.

Apliquemos a expressao (3) a transformacgao B.
Entrando com a matriz de transformacao I'(B) defi-
nida em (6) tem-se, identificando o resultado com (7)

BA ({1 d4ads) = (ay ¢y a4+ agi ¥y a4
+ dgg ‘P? 'l’ ag9 ‘;‘:-I a3 '1r"l + ag3 ‘;"2 + gy '\"’4) >

=< b, by by |, =
by by by

by Bag Big
(9)
=(eyh+eydeteyds Cubtentstend
Cig by + €+ Cada)
em que
b Feydat ity = (ayt + aydy 1 a3 dy) by
+ (aph + andy+ anly) by
+ apd +andy +agdy) by
ColitCutatCuly = (a4 + ayds + 8y 4) by
+ (@t +andets+ ayt) by
+ (Al + anly 1+ ay,ds) by
Catly +epde+Cyuts = (8% a5, + 25 %) by
+ (8t + antde + apl;) by (10)

+ (a9 + anty+ andy) by
ou seja

Ciy Yy + Cyda + Cyy ¥ = (8, by + 25 by + a5 by ¥
+ @ by -+ 8, by +ayby) &
1 (ag by + a5 by 4 a5 by) 4y
Syt Cute+ Cytdy = (8 b+ 2 bu+ a3 byl
+ (ay by, + @b, 4 a, by 4 (11)
+ (83 by t 8y bp+ a5 by) Ya
Cat tCutat Culy = (2 by + ay by + a3 by) 4,
+ (8gbyg + 8y by + 8y byy) 4y
+ (a5 by + a5 by + a3 by) 4y

De modo genérico tem-se

3
c =
ij Z aik bkj (12)
k
0 que mostra que
T'(C)=TI(A) I'(B) (13)
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ou seja que a matriz associada a C se obtém multi-
plicando as matrizes associadas a A e B, pela ordem
A — B, em contraste com a ordem B — A do produto
das transformacdes indicado em (8).

Como é 6bvio pode chegar-se a este mesmo re-
sultado usando as expressoes de definicdo (1), (4) e
(5). Na verdade por aplicacic da transformagio A
as fungoes ¢; obtém-se, de acordo com a definicao (1)
fungdes ¢, dadas por

3
. I )
ai a ; Yk aki (14)

Se aplicarmos agora B as funcbes ¢, obtém-se
funcdes y, dadas por

Mas de acordo com (14)

Substituinde (16) em (15) vem

» .
EROILN an
k i
ou seja
§ — i
i ; r‘k cIl.i (18)
com
e = b
ki LZ akj i (19)

de acordo com (12) e (13)
Consideremos no entanto de novo a expressio (1)

Ay = !
b =B H (20)

Se aplicarmos a transformacio B vem

BAY =B |
Y kz z{,k au )
ER
(21)
k kE ki
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Se atendermos a (4) pode escrever-se

B-;k = 4,J b,-u (22)

Substituindo (22) em (21) obtém-se

: ; @J {g h}k W@

Este resultado parece mostrar, ao contrario do
resultado a que se chegou anteriormente que o efeito
global da aplicagio da transformagio A seguida da
aplicagio da transformacdo B é traduzido por uma
matriz de transformacdo que se pode obter a partir
do produto das matrizes de transformagio associadas
a B e A, por esta ordem,

2 — Vejamos se & possivel compreender a causa
desta aparente contradigho. Ao usar expressio (1),
ela deve ser entendida de uma forma simbélica, e
exprimindo o facto de que por aplicagio da transfor-
magdo A & funcéo ¢; do conjunto i, d,, 4, se obtém
uma nova funcéo, combinacgio linear das fungdes ¢,

Yy . Os coeficientes dessas combinacdes lineares

podem ser agrupados constituindo uma matriz, que
serd, por definicdo, a matriz associada a transforma-
¢do A que se designa por I(A). Tal como estd apre-
sentada, a definicio (1) implica que as fungdes

se devem entender como formando uma matriz linha.
Por seu turno a matriz I'(A) deverid ser uma ma-
triz quadrada, de ordem 3 (igual ao ntimero de fun-
¢Oes ¢; que constituem a base de representacdes).
Para se poder efectuar a multiplicagdo das matrizes
da forma habitual € necessdrio escrever primeiro a
matriz das fungdes {; e depois I'(A). Nessas condi-
¢Oes é l6gico que se escreva, na verdade, o somatério

do 2.° membro da expresséio (1) sob a forma¥ly a .

k k ki
Mas nesse caso, para manter a convencio, parece
ser melhor, escrever, de modo simbélico

vi b ; ¢k aIkl (24)

com a convengio que o primeiro membro significa
a aplicagio de A a {. Ter-se-ia entdo simbolicamente

4y 4o dal A = (Y bo ) T (A) (25)

Se agora aplicarmos a transformacio B deve
usar-se a mesma convencio. Em termos matriciais
ja se viu (cfr. expressdo 17) que aparece o produto
das matrizes pela ordem A — B. Em termos de ope-
radores, e na sequéncia da equacgio (25), deve escre-
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ver-se a transformacfdo B a4 direita, embora se deva
admitir que a operacdo se efectua da «direita para
a esquerdas, isto é, aplicando primeiro A e depois B.
De qualquer modo escrever-se-, simbolicamente

(41 %2 1) AB = (44t T (A) I'(B) (26)

Este resultado parece mostrar que do ponto de
vista simbélico a aplicagio da transformagio A se-
guida da aplicagdo da transformagio B deve ser
escrita sob a forma AB, colocada a direita das fun-
goes ;. Essa transformacfo global (que pode con-
tinuar a ser designada por C) teria uma matriz
associada I'(C), produto das matrizes associadas a
A e B, pela ordem A — B, ou seja, a ordem inversa
da aplicagio das transformagdes, A expressdo (26)
escrever-se-ia entéo ;

Widatda) C = (4 datg) T1C) (27)
com
C=AB (28)

que substituiria (8) embora continuando a significar
o mesmo que (8), isto é, que C é a transformacgio
que aplicada a uma dada funcgéo tem o mesmo efeito
que a aplicacdo de A seguida da aplicagio de B.

3 — Neste conjunto de raciocinios ha contudo um
ponto importante que importa esclarecer. Como se
sabe, a matriz associada a uma transformacio depen-
de do conjunto de fungdes de base que se considera.

Ora ao escrever a expressdo (14) admitiu-se que
ao aplicar B as fungdes ¢; (que, recorde-se, tinham
sido obtidas por aplicacdo de A as fungdes ¢ ) a
matriz de transfc.™ ‘¢io [(B) era a que tinha sido
obtida quando us fuugdes {; eram usadas como base
(cfr. expressdo (4) ).

Atendendo as expressdes (2) e ao significado
das funcgdes ¢; pode escrever-se

¢, = aud + 8,0y + a5l
Pa = ay + agdy + agly (29)
$a = agd + agte + agly

Quando se aplica B as funcdes (¢, ¢, ¢,) tem-se

Bg, = a, By, + ayBiy + a,By,
B¢, — a,,B, + a,BY, + a5,B4, (30)
By = a;,BY, + auBly + ayuyBY,

Mas de acordo com (4)

=2}
-
||

= bu‘;'i = bil‘;’: + bsﬁli‘:i
bty + bayts + by (31)
B‘:‘a = bls‘h + bﬁ‘tl"s + baﬂ%

—_—
=
=
”"
1l
Il
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Substituindo (31) em (30) vem

B¢, = a, (b4, + by ¢y + by ta) 2y (b dy +bate +
+ bag%a) + 84y (byg by + by e + by o)

Bg, = a,(b,; ¢ + by dy + by ) + 85 (ba by + b by +
+ by ds) + @y (bigdy + byy by -+ by ¥) (32)

B g, —= a3(by ¢ + by %3+ by da) + 2 (b + by +
+ by ds) 4 85 (Dig Yy 4 buy ¥y + by )

ou de outro modo,

k1l 3k 3

k] 3 4
; . | |
- ¢|_- (Z‘ a;.lb|k}"|+ {Z a“bﬂ}ryg-}- t’Z AR
3 3 ]
s J { L { b )} (33)
R ¢2 (; aKEbIk}Lrl + (2 izb.'k)'z-I. LZ ak! Sk J‘.r:!- {
3

3 3 k
Bd = A\ b 4 b W
¢.~1 (I\Z akﬁblk}‘fll + (2 aks '_’k'}‘fE_*_ (Z ak.! ;m”s

Este ndo é ainda o resultado final que se pre-
tende, uma vez que para determinar a matriz asso-
ciada a B guando setomam como base as fungdes ¢
6 necessdrio saber qual o resultado da aplicagio de B
as fungbes ¢, expresso sob a forma de combinacgtes
lineares das fungdes ¢,. Para isso é evidentemente
preciso exprimir as fungbes ¢; em fungdo das fun-
coes ¢,

Ora as equacgoes (29) podem exprimir-se em lin-
guagem matricial. Como € 6bvio, deve escrever-se g¢,,
¢: € ¢ assim como ¢, 4, e ¢, sob a forma de ma-
trizes linha.

(¢'1 ¢3 Gf'a) == [-.I." l!ai llf".{} a“ a12 " Y
8y By By (34)
a1 a:i_’ ai3
Isto &
(o) 9, 25) = (4 Yy %) T(A) (35)

Assim sendo, para exprimir os ¢y em termog dos
¢ basta usar a matriz inversa de I'(A) que represen-
taremos por I'-'(A). Tem-se

{":"| '!fg 4’3) = {¢1 s ?‘3] P_”A) (36)

Por outro lado, as expressdes (33) podem escre-
ver-se cob forma matricial

B9, 9 9 = (% 4 %)
Ekbnc Ay %bm &y ﬁbu Ays

Ebzk a‘kl zbzk akg Ebzu a'ka
k k k

Ebsx y E;bsk a,, E«bsk Byq

(37)

Isto & por definicio das matrizes I'(B).e I'(A)
Blg, ¢, #,) = (4 49 4y T(B) L(A) (38)

Substituindo agora (36) vem

B¢, 9, 0,) = (9, ¢, ¢,) -1(A)L(B)L(A)  (39)

Este resultado é importante e mostra que quan-
d> se usam como fungdes de base as fungdes ¢, a
matriz que deve ser associada a transformacao B nao
é I['(B) (definida em (4) ) e que & a matriz associada
a transformacido B quando as funcgdes J; sdo usadas
como base, mas sim a matriz ["(B) dada, de acordo
com (39), por

r(e) =T (A) I'(B) I'(A) (40)
Nestas circunstincias, em (9) nao se deve usar

a matriz [(B) mas sim a matriz ["(B) de elemen-
tos

i
P —
b 1j_2a1k . (41)
km

sendo al.f..1 o elemento genérico da matriz [~'(A) (que
nao é evidentemente, o inverso do elemento a;).
Daqui decorre que (12) deve ser substituida por

3
s — B ]
= 2%k Py vad)
k
ou seja, em vez de (13) deve escrever-se
rm(c) = r(A)rs) (43)

Substituindo o valor de ["(B) dado por (40) vem
r(Cc) = r(A) r1(A) r(B) r(a)
ou seja
I"(C) = r(B) r(A) (44)
o que estd de acordo com (8).

Do mesmo modo, em (15), (17) e (19) os ele-
mentos b, devem ser substituidos por b’y,. Nessas
condicbes a expressdo (19) deve ser substituida por

=%
ki ?!a'kj P (45)
Atendendo a (41) tem-se agora
-1
s — I \
¢\ = 2; "." Zakj a, b a (46)
m

Por definicho de matriz inversa

-1
jzakj 8518 (47)
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0 que mostra que
c’k2 "‘2 B B (48)
m
em concordincia com (44),

E claro que nesta base se compreende que as
expressbes (20) a (23) estdo perfeitamente correctas
desde que se entenda, como estd indicado em (22)
que a transformagho B se aplica a {. Considere-se
na verdade de novo o conjunto de expressdes (3)

A (‘h‘i"a'tl‘:l) e (4’14‘2’.53) 311 313 a'13

821 Bg By3

841 Bgp Bgy
(49)
= (ayb+ ay by + 25 4
+ Aty

a9 + and, +
a4+ 2y Y 1T ayty)
Admitamos que se multiplica o 2.° membro a

direita pela matriz [(B) nfo & maneira habitual, o
que equivaleria a multiplicar a matriz

(91 85 95)

mas multiplicando as fungdes i Obtém-se a matriz
linha seguinte (que se escreve, por facilidade de es-
crita, sob a forma de matriz transposta de uma ma-
triz coluna)

tr a, by ¢+ a;, by do 4 a, by, 4y + ay, byada+
+ ag7 by by -2y byydy a4, by Yy + ag,byts +
+ ay, b:ﬂ s

aby ¢ +a,by by 42,0y + 8y by, +
+ 8ybyaly + aybogdy + a5, bl - ay, bydy +
+ 84 bayly

ayby ¢ +aby by 4 a,3by ¢+ ag by dy +
+ 8yDgyls + 85bagts + Ay bygdy + 843 bygly +
+ 2y by,

T L 3Py By Hh Iy 3 H by 8y
N 3by 8yt 3y 8, e by 8,

1 1 1
Y1 3byy 8y FraShy A tiaby .

= (hdahs ) f 3Py 8y by 3, by e,
3P ZPgeByg Iy By
3Py By XDy, Sbg 8y,

ou seja, obtém-se, como seria de esperar,

(414a¢5) L(B) L(A)
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Justifica-se assim que se escreva, agora, e em
pleno acordo com (23)

BA (\1daty) = (W taty) T(B) I'(A) (50)

4 — Podemos agora resumir as conclusdes a que
chegadmos. Se considerarmos trés transformacgdes A,
B, C, de um grupo de transformacodes, podemos de-
finir as matrizes [(A), '(B) e ['(C) associadas a
essas transformagfes quando se toma como base um
dado conjunto de fungdes |, através de relagbes de
forma (1), em que as funcgdes | se agrupam forman-
do uma matriz linha, eventualmente multiplicada a
direita pela matriz associada a cada uma das trans-
formacgdes.

Se entre as transformagfes A, B e C existe a
relagio (cfr. (8) )

C = BA (51)

entdo a matriz associada a C, I'(C), que provoca nas
fungdes | o efeito equivalente ao de aplicar A as
fungdes ¢ e em seguida ao resultado aplicar B, estd
relacionada com as matrizes I'(A) e I'(B) associadas
a A e B, respectivamente, e calculadas tomando
como base as fungdes |, através da relagio

Ir(C) = r(A) r(e) (52)

o que corresponde a multiplicar as matrizes pela
ordem inversa da aplicacdo das transformagdes.

Uma anélise mais profunda do problema permite
mostrar no entanto que uma vez que se aplica A ao
conjunto de fungdes | se obtém um novo conjunto
de fungbes ¢, combinacio linear das fungdes iniciais.
A matriz associada a transformagio B quando a
base € o cconjunto ¢ ¢ dada por

I'(B) = I'1(A) I'(B) I'(A) (53)

em que [-1(A) é o inverso da matriz I'(A). Nesta
ordem de ideias a aplicacio sucessiva da tranfor-
magdo A e da transformacgio B as fungdes | € tradu-
zida pela matriz ['(C) dada por

I'(C) = I'(A) I’(B) = Ir'(B) I'(A) (54)

sendo agora o produto das matrizes feito pela mes-
ma ordem pela qual se aplicam as transformacdes.
E de salientar que em rigor isto significa, em ultima
andlise que a transformagéo B se aplica as fungdes ¢,
iniciais, e mio ao resultado da aplicagio de A ao
conjunto .

' 5 — B fécil verificar para um caso concreto que
na verdade as presentes consideragdes estdo correc-
tas, Consideraremos por exemplo o caso do grupo C,,
e as seguintes transformacdes

C, —> rotagio de 2X120° no sentido contré-
rio ao dos ponteiros do relégio

o, —> reflexdo no plano vertical que passa
pelo eixo dos xx
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o, — reflexdo no plano vertical que faz um
angulo de +120° com o plano corres-
pondente a o,

0., —> reflexdo no plano vertical que faz um
dngulo de 120° com o plano corres-
pondente a o,

Se identificarmos

A comCi

B com o,

da tabela de multiplicagdo do grupo C,, & possivel
extrair que

C = BA = oy, (53)
sendo de notar que
AB = ayy (56)

Por outro lado admitamos que

Y =X e
by =Y er (57)
$y =2z er

Nessa circunstincia, o conjunto de fungdes ¢,
¢, ¢4 definidas em (14) e (29) &

ol T V3 _ 1, . VB,
C3 Y1 _')¢1—{—?x+—2—}') e-r __._.2-.-“ -|-_2_-*’
?, . vi 1
C3 Ya —)¢2—(— 5 X—-?y)e-r — = = ?I'T"!‘i

- JE Y p— e
C by D¢, =ze-r=y,

Entdo, e de acordo com a definigio (1)

ra)=rch=/—V2 —V3¥2 0\
'\/__37_2- —1/2 0 (59)
0 0 1

Pode ainda verificar-se que

I'B) = (oxy)= /

: 0 0
0 —1 0 (8)
L0 0 1
Mlowy)= /_1/2 Vv 3/2 0
Vv 3/2 1/2 0 (61)
\ 0 0 1
92

Plew)= , —1/2 —v3/2 0
—V 3/2 /2 0 (62)
0 0 0
rcec)= —-172 Vv3zZ o0
—V38/2 —=1/2 @ (63)
0 0 1
E fécil ver que
r-1(A)=0(C)= _1/2 —V3/2 0
V3/2 —1/2 0 (64)
3 0 0 1

Atendendo a estes valores para as matrizes po-
dem agora verificar-se as relagdes anteriormente
deduzidas. Assim tem-se

FAYLBY= /19 v3/2 0 1 00\~
V3/2 1/2 0 0—1 0
0 0o 1 \0 0 1
= /—1/2 V38/2 0\ =r(C)
vV3/2 1/2 0 (65)
0 0o 1

de acordo com (52).

Por outro lado a matriz de transformacfo IY(B)
de transformacdo B quando se toma como base as
fungbes ¢ €, de acordo com (53)

MB)=T (A)T(B)T(A)= =148, VB/2 0N
-V 3/2 —1/2 0
0 0o 1
1 0 0 —1/2 —872 0
0 —1 0 va3zZ —1/2 0
0 01 0 0o 1 (66)
=/ 159 —=IB 0\ =12 =y 0%
—V'8/2 1/2 0 vazZ —1/2 0
i 0 0 1 0 0o 1
= /f—1/2 +v8/Z O
v 3/2 1/2 0
0 0o 1

Entdo o resultado global de aplicacio A ao con-
junto ¢ e depois aplicar B, ndo ao resultado mas as
fungdées { ma sua nova configuragido é
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MAYBY= /10 a7z o)\ =
Vv3/2 —1/2 0
0 0 1
(87)
= /=12 V8/2 0 —1/2 —V3/2 0"
V82 - 1/2 0 —V872 —ay2 .0
0 0 1 0 0 1

Este resultado pode alids obter-se directamen-
te de

re)=rnm)ra)= /; o o\ =

0—%t 0
RS S W
(68)
= [f—1/2 —V8/2 0\ T —1/2 —V3/2 0
Va2 12D —V3/2 17270
0 0 1 0 0 1

o que estd de acordo com (54),

Como é 6bvio poderiam arranjar-se outros exem-
plos, dentro do grupo C,, ou com outros grupos de
transformacgoes.

6 — ® curioso observar que estas conclusdes a
que se chegou dependem da forma como é definida
a matriz associada a uma transformacgdo. Na reali-
dade, a aplicagio de uma dada transformacio A de
um grupo de transformacgdes a um conjunto de fun-
¢oes | que eventualmente ird constituir uma base
para a representacdo nédo define por si s6 a matriz
de transformacdo. O que é essencial garantir para
que o conjunto { constitua uma base adequada é
que por aplicagido da transformagio A a cada uma
das funcdes | se obtenha uma combinagfo linear das
fungbes {, Isto é, deverd ser, se por exemplo, como
temos vindo a considerar, forem trés as fungdes !,

o o
Adp = Ny 4 dgds 4 X4

o ®
MY+ At + My

® ™ ™
Myt Rave Ay

A‘]’s e

Ay =

Estas expressbes sio perfeitamente equivalentes
a (2). Simplesmente usou-se a forma (2) porque se
admitiu que a matriz associada a A, '(A) devia ser
definida de acordo com (1), isto & que 4, 4, &,
formavam uma matriz linha e portanto [(A) teria
que aparecer como uma matriz quadrada de ordem 3,
colocada a direita de

(l%I ';i 4’{!)

Nessas circunstincias, sendo a,, o elemento ge-
nérico da matriz '(A) e usando a convencido habi-
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tual de o indice (k) representar a coluna e o indi-
ce (i) representar a linha dessa matriz a forma (1)
de definigcho de [(A),

Ay = Xva,a,
k
(70)
implica a identidade de (2) e (69) ou seja
.
£ = Ay
(71)

Dagqui decorrem todas as expressdes anteriormen-
te consideradas. Em particular aquelas que permitem
obter o conjunto ¢ a partir do conjunto | e onde
se manteve a convengdo de considerar {,, 1, 4, elogo
$p 9, ¢,) constituindo matrizes linha (cfr. (35)
e (36) ).

Suponhamos que se considera agora que ¢4, (., <.

se agrupam formando uma matriz coluna. Nessa al-
tura a matriz associada a A deveria ser ig'ua.lmenteﬂ
uma matriz quadrada, de ordem 3, mas que multi-
plica a4 esquerda a matriz coluna

4 (72)

E fora de diavida que esta nova matriz deva es-
tar relacionada com a matriz [(A) ja definida ante-
riormente. Para vermos como as matrizes associadas
a A de acordo com as duas possibilidades de agrupar
Y, % e Y, estdo relacionadas representemos por a,
o elemento genérico da nova matriz. Ter-se-A agora,
em vez de (1) (%)

s = A
Ady = Y au gy

(73)

Desenvolvendo para os virios valores de ¢, tem-
-se agora, em vez de (2)

Al = oyl 4 by + a2l

Ay = aydy + aply + anly (73)
A"‘i":; o ‘*:ttHI'! = “111“:'2 + "r:\'vr’u
Em termos das relagdes (69) tem-se agora

NI = an (75)

o que permite desde jA escrever, comparando com
(7T1), que

(76)

aI(I = @ik
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ou seja gue a nova matriz associada a transforma-
¢do A é a matriz transposta de I(A), isto é a
matriz que se obtém trocando as linhas e colunas
de I'(A).

Esta conclusido é alids evidente se se atender a
que a matriz transposta de um produto é o produto
das matrizes transpostas escritas em ordem inversa,
e que a matriz transposta de uma matriz linha é uma
matriz coluna.

Na realidade, se aceitarmos a definigdo (73) de-
verda escrever-se, em vez de (3)

| £ " -
A Yy = Oy Gyp Oy 1 o
1
Ya @y g Ggg ¥a
1 " |
Ya ®gy @3 Qg ) Y3

= r""ll Y+ 2pte + 2ats
ay by + oants + andy (77)
ay Yy oapdy + oanl

Se usarmos as matrizes transpostas das indica-
das em (3) devera ter-se

Atr (ydats) =tr | (htath) 2, 4, 2,

gy By By
a'SI a32 8'33
(78)
ou seja
A g N =Etr a, a, a, < S -
¥ Byy By By by
A\ Hr’l a‘:!l a’sz a’as \ L;’i
a'1] a'12 ai"l b 4"1
8, 8y 8y "!ra (79)
8y, 8y, By f "'Fl

@1 @3 G4 =tr a, 8, a;
Qay Qg3 Oy a, &, a,; (80)
@3 Qgp Qg 8,, 8y 8,

em perfeito acordo com (76). Seguindo a convencio
habitual usaremos

tr T(A)= I'(A) (81)

E claro que para duas outras transformacdes
B e C as matrizes associadas ji ndo serdo as matri-
zes I'(B) e I'(C) definidas em (4) e (5) mas sim

as respectivas matrizes transpostas T(B) e T(C).

Para saber como estas matrizes estdo relaciona-
das quando entre as transformagdes A, B e C existe
a relagio (8) (ou (51) ) podem repetir-se os racio-
cinios anteriormente feitos. A resolucédo do problema
simplifica-se no entanto se usarmos as matrizes trans-
postas em (52)

IC) = (B) I{A) (82)

Este resultado mostra que gquando se usa como
matriz associada a uma transformacdo aquilo que é
definido pela relacdo (73) e se consideram trés trans-
formagdes A, B e C entre as quals existe a relagio

C=BA (83)

entdo a matriz associada a C, 'ﬁ‘C}, gque provoca
nas fungdes | o efeito equivalente ao de aplicar A
ag funcdes ¢ e em seguida ao resultado aplicar B

estd relacionada com as matrizes frA) e ﬁB}
associadas a A e B, respectivamente, e calculadas
tomando como base as fungdes {, através da relagio
(82) o que corresponde a multiplicar as matrizes
pela mesma ordem pela qual as transformacdes séo
aplicadas.

Como é evidente poderia chegar-se a esta con-
clusdo repetindo as consideracgdes traduzidas pelas
equagdes (9) a (13) tomando como base a definicdo
(73) em vez de (1) ou ainda usando as expressdes
homélogas das expressdes (14) a (19).

7 — Mas tal como foi frisado anteriormente esta
andillise ndo toma em consideragio o facto de que por
aplicagdo de A ao conjunto | se obter um conjunto ¢
que ao ser tomado como base para definir a matriz de
transformagdo associada a B conduz a uma matriz
diferente daquela que se obtém quando a base é o
conjunto §. Agora entre o conjunto ¢ e o conjunto ¢
existe o conjunto de relagdes (74). Ou seja, sob forma
matricial deve escrever-se, em vez de (35) e (36)

/ 1)
P = f"("A) ¥i
92 e (84)
#y ds
e
Y - .
. = Lray]™ :
Y2 92
";'3 ¢3
= 9 (A) &
%2 (85)
Py
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Estas expressées podem obter-se directamente de
(35) e (36) transformando as matrizes correspon-
dentes. Do mesmo modo se obtém as expressdes ho-
moélogas de (38) e (39)

Bl = ITA) F(B) il
#q Yy (86)
#s Y
B/ %\ =1t p-1ay/ "
9y ¢, (87)
s P3

resultado que mostra que a matriz associada a trans-
formagao B quando as funcdes base sfo as fungdes g
e se usa a definigho (73) é

— — — —
IY(B) = I'(A) I'(B) I'1 (A) (88)

Este valor da matriz associada a B conduz a
expressio homéloga de (44)

[{c) = fA) I(B) (89)

quando se substitui L‘ﬁi) por I“-(-’B) em (82).

Tal como sucedia no entanto com a dedugéo tra-
duzida pelas expressdes (20) a (24) este resultado
56 & valido quando se admite que a transformacio B
actua sobre o conjunto |, B instrutivo repetir aqui
esses raciocinios.

Seja com efeito ¢, o elemento genérico da ma-
triz associada a A obtida com base na definigdo (73)

Ay=%=z ¢
i 4:-‘ ik X (90)

Para a transformagido B serd igualmente, sendo
By © elemento genérico

k 5 M d (91)
Ora se aplicarmos B a (90) vem
BAY =%« B¢
i -k k
k
(92)
ou, atendendo a (91)
BA 3 3 4
¢1 L aikz Bkj £
k i
=2 (X Ay 4
i k
(93)
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Por definigdo das matrizes I‘(T{} e [‘T’B} tem-se
entao

g = f{A) f(B) 4
% by (94)
N dg
ou seja

I(C) = MA) K(B)
(95)
como em (89).

8 —Para aplicar estas expressfes a um caso
concreto pode usar-se como anteriormente, o caso
do grupo C,, e o conjunto de fungdes <, ¢, ¢, defi-
nido em (57). As relagdes (58) e as relagdes homo-
logas que se podem obter para as outras transforma-
¢oes continuam evidentemente a ser validas, Simples-
mente as matrizes associadas as varias transforma-
cbes serdo as transpostas das anteriormente apresen-
tadas, como se viu com toda a generalidade em (80).

Seja entao

r&) = rc) = —1/2 +V32 0

—'8/8 =172 0
0 0 1
(96)
1 0o 0
r(®B) = Mow) =
0 =120 (97)
0 01
N\
Tem-se agora
- Loy 1 0 0\ =
IC)=1(B) ITA)=
G —1" 0
0 0 1
(98)
- —1/2 Vv8/2 0\ = —1/2 Vv38/2 0
—V878 —173-0 v8/2 1/2 0
0 R 0 0,

de acordo com

. (o
dov OF = owy

(99)
como ja indicado em (55).

9 — Como se vé, quando a matriz associada a
uma dada transformacfo é definida por uma expres-
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sdo da forma (73) a matriz que traduz o efeito da
aplicagdo sucessiva das transformagdes A e B a um
conjunto de funcbes | € o produto das matrizes cor-
respondentes a A e B pela mesma ordem em que as
transformacgdes se aplicam. Essa ordem é invertida
quando as matrizes associadas as transformactes A,
B e IC sdo obtidas através de expressoes da forma (1).

Assim sendo, é o conjunto de matrizes que se
obtém com base na definigcao (73) que apresenta uma
tabela de multiplicacdo idéntica & do grupo de trans-
formagdes a que A, B e C pertencem. E portanto a
definicdo (73) que deve ser escolhida quando se pre-
tende determinar o grupo de matrizes isomorfo do
grupo de transformacdes.

Pode argumentar-se aqui, na linha do que foi
apresentado anteriormente, que uma vez que a apli-
cagio da transformacdo B incide sobre um conjunto
de fungles que ndo € o conjunto inicial o que se

deve usar é, nao a matriz I'(B) (ou r’('ié} ) mas sim

a matriz I"(B) (ou I"TB) ). A ser assim, como se
viu, deveria ser o conjunto de matrizes obtido com
base na definigdo (1) que deveria ser usado, j4 que é
esse que conduz a um produto das matrizes I'(A)
e I'(B) pela ordem com que as transformacées sdo
aplicadas (cfr. (54) ). Este argumento é contudo fa-
lacioso. Em primeiro lugar porque o problema que
estd em discussdo é o de saber qual dos conjuntos
de matrizes que se obtém tomando como base as

funcdes ¢ (usando a definigdo (1) ou a definicéo
(73) ) constitui um grupo isomorfo do conjunto de
transformacdes em estudo. Em segundo lugar € de
salientar que se se aceitasse o argumento seria ne-
cessério dispor de uma matriz representando a trans-
formacgdo B para cada transformagfo A que se apli-
casse inicialmente (cfr. (40) e (88) ). E a aplicacao
de nova transformacfo exigiria novo conjunto de
matrizes,

Se bem que os raciocinios que conduzem as equa-
coes (40) e (88) estejam perfeitamente correctos
elas ndo respondem ao problema proposto. E na ver-
dade o conjunto de matrizes obtidas com base em
(73) que constitui o grupo isomorfo pretendido, como
alids se verifica quando se considera um caso con-
creto (cfr. eq. (96) — (99) ).
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Transmissdao de ruido através dum dispositivo
retentor de amostras (!

RESUMO

Com base num modelo apropriado dum disposi-
tivo retentor de amostras, estabelece-se a expressao
da fungdo densidade espectral a saida, devida a pre-
senga a entrada, de flutuacdes com fungdo de auto-
-correlagdo especificada.

0 modelo utilizado para representar o retentor
leva em linha de conta os valores ndo desprezdveis
da constante de tempo e do tempo de captagdo do
dispositivo.

Apresentam-se os resultados de medidas efectua-
das num dispositivo real, para confirmac¢dao das pre-
visdes tedricas e ilustra-se a aplicagao prdtica do re-
tentor, com os resultados obtidos pelo sew uso na re-
cuperagio e reprodug¢do da forma de curva duma
grandeza varidvel imersa em ruido.

1. INTRODUCAO

O retentor de amostras (1) é um elemento de
memoéria do dominio analégico, com larga aplicagido
na técnica do comando automéitico discreto [1] ()
e nas medidas eléctricas em geral.

Neste Gltimo dominio, encontram-se os diversos
métodos de registo gréifico de fen6menos periédicos
ou repetitivos baseados na amostragem, permitindo
a reproducdo da sua forma como fungdes do tempo,
utilizando instrumentos registadores com reduzida
largura de banda, sejam eles oscilégrafos de raios
catédicos (2) ou até registadores potenciométricos, [3].

Na referéncia [3], descreve-se um método de
identificacio de sistemas baseado precisamente na
amostragem, cujo desenvolvimento motivou o pre-
sente estudo.

J. F. BORGES DA SILVA
Doutor-Engenheire 1. 5. T.

Prof. Extraordinério do I|.S.T.
J. M. VIEGAS GONCALVES
Eng. Electrotécnico 1.S.T.
Assistente do I.S. T.

ABSTRACT

Based on an appropriate model of a sample-and-
-hold device, a theory is developed leading to an ex-
pression for the output spectral density function due
to the presence at the input of fluctuations with a
specified auto-correlation function.

The sample-and-hold model used takes into
account the non-negligible time constant and acqui-
sition time of the device.

Results of measurements made on a real device
are presented to confirm the theoretical predictions
and an applications example is described being illus-
trated with results obtained, using a sample-and-hold
device, for the recovery and display of wave-forms
buried in noise.

A finalizar, cite-se ainda o emprego do retentor
na obtencAo de valores instantineos de grandezas
varidveis sob forma digital para transmisséo directa
a um computador, em sistemas de medida com aqui-
sicdo e processamento automéitico de dados [4].

Nas aplicacbes referidas acima em que o reten-
tor é utilizado para a reproducio de formas de curva
com forte reducfo de largura de banda, surge como
propriedade de grande interesse a possibilidade de
imunidade em face de ruido. Com efeito, neste género
de aplicagtes, o retentor comporta-se em relacio a
grandeza peri6dica a reproduzir, praticamente como
um detector sincrono. Filtrando a saida, e sem afec-
tar a reprodugéo da forma de curva que exige apenas
uma pequena largura de banda, é possivel rejeitar
os efeitos de flutuacgbes nédo correlacionadas sobre-
postas na entrada, permitindo a reproducéo fiel, mes-

(*) Publicacio do Laboratério de Medidas Eléctricas do I. 8. T. integrada no Projecto de Investigacio TLE-5 subsi-

diado pelo Instituto de Alta Cultura.
(') Sample-and-hold device,
(?) Sampled data control systems,
(*) Sampling oscilloscopes. [2].
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mo no caso de grandezas completamente submersas
em ruido.

O grau de rejeicio possivel, como é natural,
varia inversamente com a largura de banda do filtro
empregado e é portanto proporcional ao tempo dis-
ponivel para efectuar a reproducdo,

Sendo o retentor fundamentalmente um interrup-
tor comandado, é um dispositivo linear. As respostas
a grandeza a reproduzir e ao ruido adicionam-se sim-
plesmente. Nestas condigdes, o estudo da transmissao
unicamente de ruido através do retentor & suficiente
para caracterizar este aspecto do seu funcionamento.

O objectivo central do presente estudo consiste
assim em partir dum modelo realista do retentor com
consideracao dos valores finitos da sua constante de
tempo e tempo de captacio, e com base nele prever
por via teérica a densidade espectral das flutuagoes
4 saida quando excitado a entrada por flutuagdes
estocasticas com funcgao de auto-correlagdo bem de-
finida, submetendo os resultados a confirmacio ex-
perimental. Tlustra-se ainda uma possivel aplicacdo
pratica deste estudo com os resultados obtidos na
recuperagio e reprodugio de formas de curva de gran-
dezas imersas em rufdo usando um retentor.

2. DESCRICAO DO MODELO DO RETENTOR

O modelo adoptado estd esquematizado na Fig. 1,
v consiste essencialmente num interruptor comanda-
do S seguido dum circuito integrador RC. A entrada
¢ representada pela tensdo y(t) e a saida pela ten-

WW
yit) Co " [xtt)
Aberto- .
S —
xb
G onneegtnn o s

¢
P

~4

—+] To=RoCo I.._

Fig. 1
Modelo do retentor
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sio x(t) aos terminais do condensador, supostos em
vazio. Com o interruptor S aberto a tensido de saida
x(t) permanece constante com o valor gue tinha no
instante de abertura.

O interruptor 8 é fechado a intervalos regula-
res T (periodo de amostragem) e permanece fechado
durante um breve intervalo de duragdo T. (tempo
de captagdo). Durante este intervalo o circuito RC
«adapta-se» ao valor da tensdo de entrada y(t) im-
posta, em maior ou menor grau consoante a sua
constante de tempo T =R C  permitir.

Idealmente deve ser T <T e T, <T a fim da
tensdo x(t) retida no condensador representar prati-
camente um valor instantineo de y(t). Na teoria que
se expOe no seguimento, admite-se ser verdadeira a
primeira condigio, mas nio necessariamente a segun-
da, sendo os valores finitos de T, e T_ levados em
consideracéo.

3. ANALISE DO PROCESSO DE CAPTACAO DUMA
AMOSTRA

Com o interruptor S da Fig. 1 fechado, tem-se
em valores instantineos,

dx

Ty dl-|—x_y (3.1)
onde T =R, C, representa a constante de tempo do
retentor.

Seja f(t) um integral particular de (3.1) corres-
pondente a tensdo y(t) imposta e h(t) o integral ge-
ral de (3.1) com o segundo membro nulo. Nestes ter-
mos a solucdo de (3.1) é da forma,

t—t
X(t) =f(t) +h(t) =f(t)+h_ exp {_ “_]
Ty

Tomando para t, o instante em que se inicia a
captagido da amostra n e designando por x,_ o valor
retido no final da amostragem anterior, Fig. 2, tem-
-se, calculando o valor da constante h que assegura

a continuidade de x(t) em t=t e para t;tn.

I: t— t":l
exp| — ——
Ty

Designando por x o valor de x(t) retido no final
da amostragem n, tem-se, fazendo t=t +T, na ex-
pressao anterior,

x(t) = f(t) —[f[t“] —X,,

x, = f(t, + T ) — [fu,,)

i
Wy = exp [— T;—jl

A expressdo (3.2) permite calcular a sucessao
de valores x das amostras retidas a partir de su-

xn-'ljl o (3.2)

onde,

(3.3)
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cessivos valores de f(t). Note-se que esta fungfo nido
€ mais que a resposta do circuito R, C  da Fig. 1 a
tensdo y(t) imposta, com o interruptor S8 permanen-
temente fechado.

Fig. 2
Pormenor da captaciio duma amostra

4. DENSIDADE ESPECTRAL RESULTANTE DA AMOS-
TRAGEM DE FLUTUACOES ESTOCASTICAS

Admitir-se-4 que o intervalo de captagio T &
sempre muito pequeno comparado com o periodo de
amostragem T, Fig. 1.

T, €T (4.1)

Nestas condigdes, a tensido x(t) na saida do re-
tentor pode ser considerada como uma sucessdo de
impulsos rectangulares justapostos de duragio T,
Fig. 3, cujas amplitudes sdo dadas pelos valores da
sucesso x,. Em conformidade escreve-se,

“+co
x(t) = E x, g(t—nT)

=0

(4.2)

onde,

(4.3)

=10 F 2T
g{”[ 0,0>7>T

representa um impulso de duragio T, e amplitude
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unitéria, cuja transformada de Fourier é dada por,

=T
[(w) = fo g(r) exp (—jer) dr='

(4.4)

=T I:se—n(ﬂ exp(— fuT)2)

(@T/2)

Para efeitos desta andlise, a tensfo y(t) imposta
é encarada como uma varidvel estocdstica, bem como
a sucessio de valores x resultantes da amostragem
e consequentemente também a tensdo x(t) 4 saida
definida por (4.2),

A andlise, pormenorizada no Apéndice-1, conduz
a uma expressido para o valor expectivel da densi-
dade ezpectral de x(t) (por Hz de largura de banda),
da forma,

g -
P(o)= - |[@)?| Xo+2 Y X, cos(saT) | (45)
=1
onde
X =<xXx > (4.6)

representa o valor expectdvel da auto-correlacdo da
sucessdo X para um atraso de s=1, 2, 3,... amostras.
Numa vizinhanca da frequéncia zero tal que,

v € (2: /T) (4.7)

pode considerar-se a densidade espectral praticamen-
te constante com o valor igual a P(0). Tomando o
limite (1) = 0 em (4.4) obtém-se de (4.5),

(o =]
P(0) = 2T | Xo+ 2 E X, (4.8)

E==]
rezultado a aplicar no célculo do valor quadratico ex-
pectavel das flutuagbes a4 saida dum filtro de banda

estreita colocado ap6s o retentor. Designando essa
saida por z(t) seri,

x{tll1I

4 T |

B

LT

tn-l %-1 th tnm tm-: t

Fig. 8
Baida do retentor
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2
Z =0, P(0) (4.9)

onde 2 designa a largura de banda eficaz para ruido
branco do filtro, expressa em Hz.

5. EQUAGCAO DE RECORRENCIA DA SUCESSAO X.

Tome-se a equacdo de recorréncia da sucessido
x, (3.2) escrita na forma,

X P%n-1 T f(t'n +Tc} — ¥ f(tn)

referida 4 amostra n cuja captagdo se inicia em t=t
e ainda a mesma equacio referida a amostra n-s
cuja captacdo se inicia em t=t -sT,

X — 0 X
ne 0 nes-1

=f(t —sT4+T ) -d f(t —sT)
n i 0 n

Multiplicando membro a membro estas equagdes
e extraindo o valor médio, obtém-se em termos de
valores expectaveis a equacao,

Xon — (o465 ) Xy +X, 4y = F (8T = T,) —

— (do+ 6, ) F(ST) + F(sT 4 T,) (5.1)

onde a fungido F(r) designa o valor expectavel da
auto-correlagdo de f(t), isto é,

F(r) = (L) f(t-7)>

A equacao (5.1) é uma equacdo de recorréncia
de segunda ordem em xs, linear de coeficientes cons-
tantes que permitird obter a sucessdo de valores X,
pretendidos, dada a funcdo F(r) de auto-correlacido
de f(t). Esta fungao, como se salientou no final de 3.,
ndo é mais do que y(t) filtrada por accio da cons-
tante de tempo T, K = R C, do retentor.

6. SOLUGCAO DA EQUACAO DE RECORRENCIA

Para exemplificar o método de calculo, consi-
dera-se o caso elementar de y(t) ser ruido branco
filtrado por acgdo dum simples filtro RC passa-baixo
de constante de tempo T,.

O caso mais geral dum filtro com funcido de
transferéncia racional pode ser tratado por simples
extensdo deste mesmo método.

Nas condigbes enunciadas, e desde que seja,

T, #T, (6.1)

obtém-se. (Veja-se Apéndice-2),

F(<) =2y exp(- |</Ty) + 2, exp(— |<|/T,) (6.2)

onde,
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w B .
= | 0 = 1
=Y —L—2— a=Y —i—  (68)
b B g
0 1 1 0

Na escrita da equacgao de recorréncia (5.1) para
este caso particular introduza-se ainda, além de ¢,
ja definido em (3.3),

I

Py exp( _Tc/Tl}

(6.4)

A, = exp( —T/T,)

considerando-se em primeiro lugar as equagdes rela-
tivas a |s| > 1, em que os elementos da sucessdo X_
intervenientes, ou sdo todos de indice positivo, ou
todos de indice negativo.

A substituicdo de (6.2) na equacdo de recorrén-
cia (5.1) conduz neste caso a,

= |
$>1 Xy —(fo+ 6) X, +X,py = sl (65
onde, :

T | N
By= | (&, + 6" ) —(dy dn ) —|=| (6.8)
13 ] -
Admitindo que,
'ﬁ:l ?’: hl
0’1 seja, atendendo as definigdes (3.3) e (6.4),
T /T, 5=T/T, (6.7)
a equacao (6.5) admite a solugao particular da forma,
sl
Alkl
onde a constante A, se pode obter por substituicio

em (6.5), e indiferentemente para s > 1 ou para
s < —1, com o resultado,

(6 +97)— (G0 +6)

A, % (6.9)

Oy 427 = (G0 +67)

A esta solugdo particular pode sempre sobrepor-
-se uma solugdo da equagdo homogénea correspon-
dente a (6.5) com o segundo membro nulo, Sdo possi-
veis dois tipos de solugdo independentes da forma,

Atendendo a que a Sucessdo X, representa uma
auto-correlagdo, conclui-se que deve ser funcdo par
do indice s e tender para zero com [s| — co. Como
¢, < 1, a solugdo g s aplicar-se-i no dominio s < 1 e
a solugéio ¢ -5 no dominio s < -1, pelo que a solugdo
geral de (6.5) deve ser tomada na forma.

X, =B g +a,” (6.10)

TECNICA 436



onde B é uma constante arbitrdria., O valor desta
constante devera ser fixado de modo a que esta solu-
cic satisfaca ainda a equacdo de recorréncia (5.1)
para s = 0. Nesta equacido surgem simultaneamente
X., e X, cujos valores devem ser iguais, pelo que a
equacio toma a forma,

2K, — ($0+ 8, o =2F(T,) — ($o+ ¢ JF ()

onde, por substituicio de (6.10), se obtém o valor da
constante,

1 =
B=aot———| (fo+9; — 26)a —
Bk
(6.11)

=k ss;'— 2,)A,

O resultado expresso por (6.10) mostra que a
correlacdo dos valores das sucessivas amostras tem
duas origens distintas. Por um lado, como era facil
da prever, resulta dessa correlacido existir jA nas
flutuacdes impostas na entrada do retentor. Este
efeito corresponde a parcela em )\, 2 de (6.10),
que serd aprecidvel desde que a constante T1 que
caracteriza o filtro de entrada seja compardvel ao
periodo de amostragem T, veja-se (6.4). Por outro
lado, a constante de tempo T, do retentor, se for
compardvel ao tempo de captagdo T, determina
igualmente a existéncia de correlagio das sucessivas
amostras através da parcela em g ls| de (6.10),
veja-se (3.3). O facto do regime livre associado a
constante de tempo T = R C; do retentor néo ter
tempo de se extinguir totalmente durante o intervalo
de captacdo, faz com que, independentemente dou-
tras circunstincias, o valor de x, da amostra n de-
penda do valor x _ da amostra anterior (3.2), con-
tribuindo para a correlagdo das sucessivas amostras,

7. CALCULO DA DENSIDADE ESPECTRAL A SAIDA

O facto de X  ser dado por uma soma de pro-
gressbes geométricas de razbes ¢, e A, (6.10) per-
mite somar a série (4.5). Representando a funcio
cos(suT) na forma exponencial,

cos(soT) = % [exp(jsuT) + exp(—jsmT}‘

obtém-se (4.5) como uma soma de progressdes geo-
métricas de razdes complexas dadas pelas exponen-
ciais de expoentes,
Yo =—(T/T,) +juT

Y, =—(T/T,) + T (7.1)

e os seus conjugados.
Fazendo uso da expressio (4.4) para T'(y) o
resultado da soma exprime-se por,
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.. sen?(wT/2) s
P(w) = 2T ——"_(MT,fg)! Re{ B coth(-yo/2) +

(7.2)
+ Acoth(-1,/2) }

Em particular, para ¢ — 0,

P(0) = T [B coth(T, /2Ty) + A,coth(TjﬂT,)] (1.3)

onde as constantes A, e B sdo calculadas segundo
(6.9) e (6.11) em funcdo das razdes de tempos
I'I“c"‘.']:‘n’ Ta/T1 & T/T:'

8. RESULTADOS NUMERICOS

Para obter uma ideia do andamento da funciao
descrita por (7.2), considere-se o caso particular dum
retentor ideal em que T, — 0. Nestas circunstancias
desaparece a parcela de coeficiente B e A1—>'Y2“
obtendo-se,

sent(aT/3)
(T /2)2

Se além disso admitirmos que T, €T, ou seja,
que o tempo caracteristico da correlagio a entrada
é desprezavel face ao periodo de amostragem, o fac-
tor em coth( — v, /2) fica praticamente constante e
igual a unidade. Nesta situacio limite o andamento
da fungdo P(w) é traduzido pela funcdo (senx/x)?
que é assim caracteristico das situagdes em que as
amplitudes das sucessivas amostras nio apresentam
correlacdo aprecidvel. Podem entdo encarar-se os
efeitos da correlagio como uma modulagdo deste es-
pectro bésico por efeito dos termos da expressdo
(7.2) dependentes de y, e v,.

Para ilustrar o seu efeito considere-se o termo
dependente de v,,

( ] i3
Re | coth(-y,/2) | = 2 !
[ ] 1+ 11 — 2)cos oT

Quando multiplicado por um factor positivo como
em (8.1), os maximos ocorrem nos zeros do primeiro
factor e os minimos a meia distdncia entre os maé-
ximos, provocando um achatamento das arcadas la-
terais da funcgdo |senx/x| e refor¢gando a arcada
central, Fig. 4.

Os resultados que se obtém para vdrias combi-
nagdes dos tempos caracteristicos encontram-se re-
produzidos nas Figs. 5 e 6.

Nestes gréficos normalizou-se a escala das fre-
quéncias tomando a frequéncia de amostragem
£,=1/T para referéncia, fazendo

P(m) =2T Re I coth(-Tlﬂ)} th (8.1)

«T = 2 7(f/f,)

e usando o cociente adimencional f/f em abcissas.
Quanto as ordenadas usou-se a quantidade adi-
mensional definida por,
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—(PL)" Yy

¥
p = (P/YgT)

Bsta quantidade é proporcional ao valor eficaz das
flutuagdes a saida e ndo ao valor quadritico das
mesmas, sendo o valor eficaz das flutuagbes a en-
trada tomado como referéncia. Corresponde assim
mais directamente aos valores que efectivamente séo
medidos nos ensaios experimentais. A introducédo do
factor 1/T=f refere o resultado a largura de banda
de f“ Hz em vez de 1 Hz com o que se obtém um
resultado independente do valor absoluto do periodo
de amostragem T, que somente intervem através da
razdo T/T,.

wT

| | I
! A it
1 [ [
)-—. I 4 L
] 1
| |

1
|
0 2n Ly 61 wT
Fig. 4
Deformacfio do espectro bdsico. (a) V2 !sen x/x |, x=4T/2.
(b) [Re {coth (—y,/2)}1 .

No primeiro grupo de resultados, Fig. 5, é T =
=0,1T_. A constante de tempo do retentor pode con-
siderar-se curta, a correlagio das amostras é devida
praticamente apenas a4 coeréncia da tensdo de entrada
expressa pelo tempo T, e é importante na medida
em que este tempo for comparavel ao periodo de
amostragem T. A curva relativa a T,=0,02T traduz
praticamente a situacgfo limite de auséncia de corre-
lagédo, apresentando a forma caracteristica da funcio
| senx/x|. O progressivo achatamento das arcadas
com o aumento de T, é evidente.

No segundo grupo de resultados, Fig, 6, fez-se
T,=T, de modo a por em evidéncia os efeitos da
constante de tempo do retentor. A deformacdo das
arcadas € em geral mais acentuada e subsiste mes-
mo para pequenos valores de T,, isto é, mesmo quan-
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do a coeréncia da tensdo & entrada deixa de ser im-
portante.

9. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

9.1 — Densidade espectral das flutuagées a saida
do retentor.

Para verificagdo dos resultados da teoria expos-
ta, realizou-se a montagem cujo esquema se indica
na Fig. 7, em que:

Filtro 1 — Filtro RC passa baixo de constante
de tempo T, (regulivel de 50 a 200 us).
Filtro 2 — Variante a): Analisador de espectro
com largura de banda fixa (100 Hz) e fre-
quéncia central varidvel comandada por ten-
sdo (50 Hz a 1 MHz). Saida proporcional ao

valor eficaz.

Variante b): Filtro RC activo passa-bai-
xo com caracteristica do tipo Bessel de 2.
ordem e frequéncias de corte de 50, 100 e
200 Hz. Permite obter a densidade espectral
na vizinhanga da frequéncia zero.

A1,A2 A3 — Amplificadores lineares (0 a 1 MHz).

V1,V2,V3 — Voltimetrog gquadraticos empregando
conversores termo-eléctricos (5 Hz a 2 MHz).
Indicacdo proporcional ao valor eficaz.

GR — Gerador de ruido com densidade espectral
constante até 500 kHz,

Retentor — Dispositivo construido para a amos-
tragem na identificacio de sistemas pelo mé-
todo da referéncia [3]. Constante de tempo
T,=16 us (fixa). Tempo de captacio regu-
lavel T =0,8 a 3,2 ys. Periodo de amostra-
gem T definido externamente,

O tracado da funcdo densidade espectral & obtido
directamente no registador, aplicando a saida do ana-
lisador em ordenadas e a tensdo de comando da fre-
quéncia central em abcissas. Variante a).

Niao obstante a pequena largura de banda do
registador, verificou-se ainda a necessidade de filtra-
gem passa-baixo da saida do analisador a fim de
reduzir as flutuacdes a um nivel razoavel. Utilizou-se
um filtro RC de constante 3 s, e realizou-se o varri-
mento da frequéncia lentamente com duracdes de
cerca de 30 minutos,

A calibragio absoluta das ordenadas fez-se apli-
cando ao sistema de medida ruido de caracteristicas
conhecidas.

Os resultados, tal qual foram obtidos no regis-
tador, encontram-se reproduzidos mas figuras 8, 9, 10
e 11, tendo-se sobreposto nestes graficos pontos cal-
culados para cada caso com o auxilio da expressio
teérica (7.2). Estes exemplos correspondem a quatro
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<19

Fig. 5

PFunches densidade espectral com constante de tempo do retentor curta

combinagdes distintas dos valores das razdes carac-
teristicas T /T, e T,/T, com valores fixos de T e T,
conforme se indica nas legendas.

O acordo dos resultados experimentais é duma
forma geral, muito bom excepto na vizinhanca dos
zeros que nio se observam nos resultados experimen-
tais, Tal facto deve-se, por um lado A largura de
banda finita do analisador, por outro lado a imper-
feicbes da comutagdo no retentor. As transicGes de
nivel entre as sucessivas amostras néo séo perfeita-
mente abruptas como se supde na teoria surgindo

TECNICA 436

além disso pequenas perturbagdes transitérias nos
extremos do intervalo de captacdo, Fig. 17. Estes
factos determinam a presenca & saida dum espectro
de riscas espurio com a frequéncia de amostragem
e suas harmoénicas que vio precisamente incidir nos
zeros da funcdo densidade espectral prevista.

A determinagio da densidade espectral na vizi-
nhanca da frequéncia zero fez-se com a variante b)
da montagem da Fig. 7, estando os resultados mar-
cados sobre o grafico tedrico da fig. 12, obtido com
o auxilio da expressdo (7.3).
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Fig. 6
Funcles densidade espectral com constante de tempo do retentor longa
9.2 — Aplicagdo do retentor na recuperagdo de for- RLC — Circuito a ensaiar, cujo esquema estd in-
mas de curva submersas em ruido. dicado na Fig. 14,

Como exemplo de aplicacdo, considerou-se o pro- Unidade de atraso — Permite fixar o instante de
blema da recuperacido da resposta impulsiva dum cir- amostragem em cada periodo da tensdo a
cuito RLLC em presenca de ruido de amplitude bas- observar com um atraso r em relagio a um
tante superior. Para o efeito foi utilizada a monta- instante de referéncia, Fig. 15. Esta unidade
gem representada na Fig. 13, onde além do material possui uma saida analbgica proporcional a 7,
ja referenciado a prop6zito da montagem da Fig. 7 se permitindo a reproducdo da amplitude das
tem ainda: sucessivas amostras em fungdo de r, (repro-

ducdo da forma de curva em tempo expan-

GI — Gerador de impulsos para a excitagio pe- dido). E possivel expandir 0,5 us de tempo

ri6dica do circuito RLC. real até 1 s de tempo expandido.
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Fig. 8

Funciio densidade espectral. Resultado experimental obtido para (T,/T )=05 e (T,/T)=10

Y1 — Registo oscilografico em tempo real da
tensdo amostrada.

Y2 — Registo oscilografico em tempo expandido
do resultado da amostragem, (base de tem-
po ur).

A frequéncia de repetigio do fenémeno a obser-
var foi fixada em 2 kHz, correspondendo-lhe portanto
um periodo de amostragem T=500 s (2000 amostras
por segundo). No oscilograma (A) da Fig. 16 mos-
tra-se o sinal peridédico sem ruido cujo valor eficaz
era de 30 mV, representando o oscilograma (C) da
mesma figura a forma de um periodo em pormenor
(tempo real).

O ruido adicionado consistiu na saida de banda
larga do gerador de ruido filtrada pelo filtro-1,
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Fig. 13, de constante de tempo T, =100 ys, resultando
em flutuagées a saida do filtro com o valor eficaz
Y, =200 mV. A relacdo sinal/ruido & entrada do
retentor era assim de -16 db.

O oscilograma (B) da Fig. 16 mostra o aspecto,
obtido com um tnico varrimento, da sobreposicdo do
sinal do oscilograma (A) com o ruido, tal como se
apresentam a entrada do retentor. O oscilograma (D)
da Fig, 16 mostra a forma da curva recuperada obti-
da por filtragem da saida do retentor pelo filtro-2 de
largura de banda eficaz 9, ,=0,4 Hz e em fungdo da
base de tempo expandida ur. O oscilograma da Fig. 17
representa um segmento, obtido com um tinico varri-
mento, da tenséo a saida do retentor antes da filtra-
gem, (compardar com a Fig, 3).

Utilizando os resultados do grifico da Fig. 12,
obtido a partir da expressio (4.8) e normalizado
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Montagem para o tragado experimental da densidade espectral
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Fig. 8
Funciio densidade espectral, Resultado experimental obtido para (T,/T,)=05 e (T,/T)=0,256

TECNICA 436 105




A
PY (mv HZ™)
ol ©® O VALORES CALCULADOS
.5
o“
.21
"y SN M Sy R R LS e Nt VO
0 5 10 15 kHz

Fig. 10
Funcfio densidade espectral. Resultado experimental obtido para (T,/T,)=2,0 e (T,/T)=026

como se explicou em 8, obtém-se para relagio entre
os quadrados dos valores eficazes do ruido & entrada
Y,_, e 4 saida filtrada do retentor Z_,

2 2 ors i
Z<r-':Y.xr =21 P

Atendendo as condicbes da experiéncia obtém-se
uma relagéo de 4x10-4 ou seja de —34 db, o que signi-
fica uma relagdo sinal/ruido de +18 db no oscilo-
grama (D) da Fig. 16.

Note-se que os 250 pus de tempo real represen-
tados levaram cerca de 50 s tempo expandido a obter,
pelo que a recuperagio da forma de curva correspon-
deu ao processamento de cerca de 100 000 amostras.

10. CONCLUSOES

Estabeleceu-se um método de calculo da densi-
dade espectral das flutuacGes & saida dum dispositivo
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retentor de amostras, partindo da especificagido da
funcio de auto-correlagio das flutuacgbes a4 entrada
e com base num modelo do dispositivo consistindo
num interruptor seguido dum circuito integrador RC.

Revelaram-se como parimetros relevantes do dis-
positivo o periodo de amostragem, o tempo de capta-
cdo e a constante de tempo do circuito integrador,
quanto as flutuagdes a entrada o seu tempo de coe-
réncia tal como é condicionado pela respectiva funcéo
de auto-correlacio.

A correlagdo dos valores das sucessivas amostras
a saida é condicionada imediatamente pela correlaciao
dos sucessivos valores das flutuagdes & entrada na
medida em que o periodo de amostragem for compa-
ravel ao tempo de coeréncia dessas flutuacdes, e ain-
da na medida em que o tempo de captacdo for com-
pardvel a4 constante de tempo do retentor.

No caso limite de flutuagdes 4 entrada de banda
muito larga, (tempo de coeréncia desprezavel face ao
periodo de amostragem), com um retentor ideal em
que a constante de tempo seja desprezdvel face ao
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Fig. 11

Funcio densidade espectral. Resultado experimental obtido para (T,/T.)=20 e (T,/T)=10

tempo de captagdo, ndo hd correlagao das sucessivas
amostras e a funcio densidade espectral & saida é
do tipo (senx/x)2, A introdugdo de correlagdo pelos
efeitos descritos acima deforma este espectro.

Verificou-se que os resultados da teoria eram
confirmados com bastante rigor por medidas feitas
num dispositivo real,

Como exemplo duma aplicagao do retentor em
que é fundamental o conhecimento do seu comporta-
mentc em face de ruido, fizeram-se com sucesso ex-
periéncias relativas 4 recuperagido da forma de curva
duma grandeza periodica submersa em ruido.
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Montagem para a recuperacio da forma de uma curva imersa em ruido
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Fig. 14
Circuito RLC usado no ensaio
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Fig. 15
Significado do tempo de atraso r
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Oscilogramas.

(A) E8inal sem ruido.

(B) Sinal com ruido.

(C) Pormenor dum periodo do sinal (tempo real).

(D) Forma de curva recuperada a partir do sinal do oscilograma (B), (tempo expandido).
Comparar com (C)

—
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Fig. 17
Salda do retentor
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12. APENDICES
Apéndice - 1.

Na deducdo da expressio da densidade espectral
duma sucessio de impulsos de amplitudes flutuando
estocasticamente, seguir-se-4 o método da referén-
cia [5], generalizando-o no que respeita a conside-
ragdo da existéncia de correlacdo entre as sucessivas
amplitudes.

Considere-se para o efeito uma populagio de
sucessdes finitas de impulsos de duragédo T, cuja for-
ma €é caracterizada pela funcéo g(r) (07 < T) e a
amplitude por x,.

A descrigho dum membro da populagdo (m)
como fung¢do do tempo serd dada por,

+N :
mh —
x:n){t}z Z " g(t-kT)

k=—N

onde N mede a extensdo da sucessdo que cobrird um
intervalo de tempo de extensfio (2N+1)T.

A funcdo de auto-correlagho finita deste membro
da populagido serd entéo,

(m) ey ()
A= =P

o —0

(t —z)dt =

+N +N =
(m _(m [0 Gz =
E 3 X git-ph)g(t-gT-7)dt
—>0

- i,

p==Ng==—N .

Representando por G(r) a fungho de auto-corre-
lagdo finita do impulso,

oo}
G(r) = ] g(t)g(t-7) dt

e fazendo,
s=p—q
tem-ge,
( ) S <! ) 24
in m m
Al E Y x U xGEaT) (A
pﬁ—Ns -p—N

Passa-se agora ao dominio da frequéncia, intro-
duzindo as seguintes transformadas:

1) Transformada do impulso.

~+')'0
)= j g(r) exp-jor) dr
—z0

2) Transformada da sua funcdo de autocorre-
lacdo

+-co _
f G(7) exp(-jor) dr = ['(0) [*(w)=|I'(w)p
—00
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3) Transformada da fungdo de auto-correlagho
da sucessio (m) da populagio considerada.

.i. Y
s

Esta transformada pode imediatamente escrever-
-se, partindo de (A-1, 1) e usando a expressdo de 2),

W‘\m (1) A.(m(ﬂ exp(-jur) dr

_ +N p+N
w:_""..,) = | I'(w)[® E
p=—N s=p—N
x::n] x‘;':) exp(-jsoT) (A-1,2)

Admitindo que para cada membro da populagéo,
quando se deixar crescer indefinidamente a sua ex-
tensio, existe o limite,

P'""(0) = lim : W (o)
) == A o AL w

'\J-*‘x: (2N+1) T
ele traduzird a densidade espectral correspondente
a esse membro, expressa por Hz de largura de banda,
isto é de tal modo que o valor quadrético médio da
sucesséo x(™) (t) seja dado por,

{ 2 o0 () do
(x::J,) __..l » £ () 2_'1

Se se admitir a estacionaridade da estatistica das

(m)

sucessdes de amplitudesx ' o somatério interno
da expressio (A-1,2) sera independente de p, sendo
o resultado do somatério externo em p simplesmente
o resultado do produto do somatério interno em s
pelo nimero de parcelas em p, isto é (2N+1), pelo
que se obtém no limite N — oo.

+oo

{m) , . 2 . (m) (m)
(0] _ RN e d] 1
P (u) T [ F{w)f Z x Ux

§===D0

exp(-jsol)

Finalmente, fazendo a média sobre a populagho
e representando por X_ o valor expectiavel do pro-

duto XX .. que 86 dependera de s,

X, = <xpxp_n >

tem-se para valor expectdvel da densidade espectral,

9 “+co
<Plw)>= T ) Z .\l exp(-jso’l’)
§=—00

ou ainda, dado que X, serd par na sua dependéncia
de s,
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[

o0
<P(o)>= 1i IF()? | Xo+2 21 X_ cos(suT)
s§—

Admitindo que se trata de fenémenos estocasti.
cos ergbédicos, as médias sobre a populagio podem
ser igualmente encaradas como médias ao longo do
tempo relativas a um qualquer membro da populagao.

Apéndice - 2.

Considere-se um filtro passa_baixo de fungao de
transferéncia racional G(s), excitado por flutuacdes
estocasticas de espectro branco caracterizado pela
densidade espectral constante, independente de «, 7
(em VzHz-1),

Nestas circunstdncias a funcio de auto-correla-
¢do das flutuagdes a4 saida serd dada por,

2 ["S=+]joo

F() - G(S)G(s) exp(se) —
2 s = - joo 2nj

A funcido F(r) € par e pode ser obtida no domi-
nio >0 completando o eixo imagindrio, ao longo do
qual estd definido o integral, com a semi-circunfe-
réncia no infinito do semi-plano Re {8} <0, que nestas
circunstdncias néo contribui para o integral esten-
dido ao contorno fechado assim formado.

O resultado pode assim ser expresso imediata-
mente em termos dos residuos da fungio integranda
nos polos abarcados pelo contorno,

No caso presente, trata-se de dois polos reais
distintos correspondentes as constantes de tempo T,
e T..

1 1
(L+48Tg) (14 sT))(1 = sTy) (1— sT,)

G(s)G(-s) =
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Calculados os residuos nos polos do primeiro fac-
tor obtém-se,

1'.- i
FO=5 | "‘l_,expw [#/To) +
0 1
(A-2, 1)
Ti

1 1
—— — T
T R exp(—|<|/Ty)

1 0

Se nesta expressio fizermos T, —> 0, obtém-se a
funcdo de auto-correlagio das flutuacdes y(t) a en-
trada do retentor, contando pois com o efeito apenas
do filtro que precede o retentor, e que serd entao,

nt -
Y() = 5 exp(—lIT)
1

O valor gquadratico médio das flutuagbes a en-
trada do retentor obtém-se tomando esta fungao
para v=0,

e

Y‘2 = Y(U) =
" (1) aT

o que permite substituir em (A-2, 1) »2 pelo seu valor

2
expresso em termos de Y £
@

2
Ty
af

obtendo-se assim o resultado expresso por (6.2) e
(6.3) no texto.
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Teorias de cascas envolvendo momentos
- = = *
de ordem superior a primeira ("
EDUARDO ROMANO DE ARANTES E OLIVEIRA (M)
RESUMO SUMMARY

Tendo o desenvolvimento extraordindrio dos mée-
todos numéricos, e em especial do método dos ele-
mentos finitos, despertado interesse pela construgao
de novos modelos estruturais, é objectivo do trabalho
apresentar e comparar duas teorias de cascas nas
quais as tensdes generalizadas sdo as resultantes e os
momentos de qualquer ordem das tensies distribuidas
na espessura. Na base do trabalho estd a considera-
¢do de que o conhecimento dos momentos de ordem
superior @ primeira permite mais precisa determina-
¢do da distribuicdo das tensées que a que pode ser
obtida de wma teoria de tipo convencional.

1 — O INTERESSE DE TEORIAS ENVOLVENDO MOMEN-
TOS DE ORDEM SUPERIOR A PRIMEIRA

Uma fungdo que se distribua uniformemente num
intervalo pode ser completamente definida nesse in-
tervalo pelo seu valor médio,

O valor médio (ou momento de ordem zero) e o
momento de primeira ordem relativamente a um dado
ponto chegam por outro lado para definir uma fungéo
que se distribua linearmente.

De uma maneira geral, uma distribuicdo polino-
mial de grau N, como qualquer distribuicdo depen-
dente de N+1 parametros, é completamente definida
pelo conjunto dos seus momentos de ordem ndo menor
que zero e ndo maior do que N. E um conhecido teo-
rema afirma que qualquer distribuicdo limitada &
univocamente determinada pela sucessio de todos os
seus momentos, [1]

Ora, sendo as tensdes generalizadas, nas teorias
convencionais das pecas laminares (ou cascas), re-
sultantes e momentos de primeira ordem das tensdes
efectivas (*), as referidas teorias s6 poderiio permitir

Considering the interest of new structural models
which the expansion of the numerical techniques of
analysis, like the finite element method, very much
increased, the aim of the paper is the presenta-
tion and comparison of two theories of shells in which
the generalized stresses are the resultants and higher
order moments of the stresses distributed in the
thickness. The basic idea of the paper is the fact that
the knowledge of higher order moments permits a
more precise determination of the stress distribution
that the one which can be provided by a theory of
a more convencional kind.

o calculo destas tensdes se se lhes associar uma hi-
potese que faca depender de dois Gnicos pardmetros
a sua distribuicdo ma espessura,

Tal é por exemplo a que lhes admite uma distri-
buicdo linear, hip6tese esta que se aproxima excelen-
temente da realidade no caso das cascas finas, isto 6,
daguelas em que a espessura é muito pequena em
comparacdo com os raios de curvatura ou com outras
dimensdes caracteristicas em jogo, mas ja néo no
caso das cascas espessas, para a andlise das quais
vérias teorias [2] tém sido apresentadas que podem
ser olhadas como aperfeicoamentos da teoria das
cascas finas na forma que Love lhe deu.

Tais complicacdes ndo devem porém fazer es-
quecer o ponto fundamental de que qualquer hipétese
que faca depender de dois tnicos pardmetros a dis-
tribuicio das tensdes na espessura nio pode repre-
sentar mais que uma simulagio muito grosseira da
realidade.

Por outras palavras, s6 teorias envolvendo mo-
mentos de ordem superior a4 primeira poderdo entdo
conduzir a resultados satisfatérios, isto é, a resulta-

(*) Comunicacfio apresentada ao 1. Congresso Nacional de Mecdnica Teérica e Aplicada.

(') Professor Catedrético de Engenharia Civil, investigador do CEMUL.

(*) Exceptuam-se as tensdes tangenciais transversais cuja distribuicfio (parabélica anulando-se nas extremidades do
intervalo) depende de um (nico parimetro, e &s quais se associam portanto somente as resultantes, vulgarmente designa-

das por esforgos transversos.
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dos suficientemente aproximados dos fornecidos pela
teoria tridimensional, a qual ndo fixa em principlo,
como ¢ sabido, qualquer limitagio a variacio das
grandezas na direccio perpendicular a superficie
média.

O presente trabalho tem por objectivo apresentar
e comparar duas dessas teorias com base em relato-
rios que, embora elaborados pelo autor ha j4 alguns
anos, nunca tiveram mais que uma difusfo res-
trita [3, 41.

Observa-se que o que vai dizer-se sobre cascas
poderia ser dito sobre barras. A adaptacio néo seria
dificil, e s6 para ndo complicar mais o trabalho nada
se dirf sobre o assunto. N&o se deixa de mencionar,
no entanto, que uma das aplicagdes mais interessan-
tes de uma teoria com momentos de ordem superior
a primeira parece poder fazer-se na anélise das cha-
madas vigas-paredes [6]. Ndo houve infelizmente tem-
po para a discutir na presente comunicagio, mas o
autor nido deixard de a incluir nas suas preocupagdes
futuras.

2 — SISTEMA DE COORDENADAS

Serdo usadas coordenadas :,, i E tais que a
superficie coordenada {,=0 coincida com a superfi-
cie média S e qualquer linha correspondente a valores
constantes de { e £, seja recta e perpendicular a S.

Simbolizam-se com h, (¢, £, &) os factores de
escala (parimetros de Lamé) associados com as
coordenadas { e faz-se h, constante e igual & uni-

dade.

Supde-se ainda que as linhas coordenadas per-
tencentes 4 superficie média sdo linhas de curvatura
principal dessa superficie, o que tem por consequéncia
que o sistema de coordenadas seja ortogonal em
todo o espaco e os versores tangentes as linhas coor-
denadas deixem de depender da coordenada §,, isto €,

a 3:9“:1.2,3) (2.1)

o
Simbolizando com h?, hg, Re; e R; os factores

de escala e ralos de curvatura principais em pontos
da superficie média, tem-se

h
a8 =—2 2; (a=1,2 (2.2)

Supde-se que os indices gregos podem tomar os
valores 1 e 2, podendo os latinos tomar os valores
1, 2 e 3.

Observa-se que as grandezas referidas 4 super-
ficie média (assinaladas com o indice °) poderdo ser
consideradas, jA que correspondem a um valor fixo
de £ (£,=0), como fungdes exclusivas de £ ek,
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Represente-se agora por A 0 cociente entre o
factor de escala ha (E:' ¢, ¢{,) num ponto arbitrério
da casca e o factor de escala h: (% ,E ) no ponto
da superficie média com as mesmas coordenadas £ -
Demonstra-sel6] que

£y

R

(2.3)

Ao=14
a

o
[ 4

A fronteira da casca, considerada como um cor-
po tridimensional é composta por duas partes. A pri-
meira, =,, é formada por porgdes de duas superficies
com equagbes E, — “~1/2e(,%) em que e repre-
senta a espessura. A segunda, Zv, é-0 por uma ou mais
superficies com equagdes do tipo f (¢, £,)=0.

Designe-se por I' a interseccio de 5, com 8.

Qualquer ponto de X, pode ser referido a um
sistema de coordenadas ¢, §, sendo as lirhas coor-
denadas correspondentes a { rectas e normais a T.

Representa-se por \ a relagido entre og valores
do factor de escala h associado com a coordenada £
num determinado ponto de =, e o valor do mesmo
factor de escala no ponto de I' com a mesma coor-
denada {. Tem-se pois

h{i;i‘l) 2
he (£) (2.4)

A desempenha evidentemente o mesmo papel em I,
que as grandezas A, mnas superficies coordenadas

£ ¢= constante.

3 — UMA PRIMEIRA TEORIA

Qualquer modelo estrutural deve apresentar o
mesmo esquema que a teoria tridimensional, [7] isto
&, trés grupos de egquacdes (equilibrio, deformacgdes-
-deslocamentos, tensdes-deformacgdes) envolvendo trés
espécies de grandezas (tensdes-deformacgdes, desloca-
mentos) que se denominarfo generalizadas (no sen-
tido de Lagrange) por oposicdo as efectivas que apa-
recem no modelo tridimensional. Supde-se por outro
lado que se verifica o principio do trabalho, o qual,
combinado com as equacdes de equilibrio, fornece as
equagdes deformagdes-deslocamentos, e, com as equa-
¢Oes deformacdes-deslocamentos, fornece as equacdes
de equilibrio,

A melhor maneira de estabelecer uma teoria en-
volvendo momentos de ordem superior a primeira
serd justamente comecgar por estabelecer as equacdes
de equilibrio e deduzir seguidamente as relagdes de-
formagoes-deslocamentos recorrendo ao principio do
trabalho. [6]

O primeiro problema gque se pde é pois o de esta-
belecer as equagdes de equilibrio, ag quals deverdo
necessariamente ser exactas ou, mais precisamente,
deduzidas das equagdes de equilibrio da teoria tri-
-dimensional.
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Bstas, em coordenadas curvilineas ortogonais,
séo

(by hy ), + (s by 25l + (hy By 73)ss + by by hX =0

a Aot e, Aoy +aA0+Y=0 3.2)
em que os vectores o 880 os vectores das tensdes
efectivas actuantes nas faces normais aos versores a,
e os vectores X e Y representam as densidades das
forcas e momentos exteriores distribuidos no volume
do corpo.

No presente capfitulo supor-se-& Y=0, o que equi-

vale a admitir que o tensor das tensdes €& simétrico,
isto é, que o¢,;=a,;.

Atendendo ao que ficou escrito em 2, a equacéo
(3.1) pode transformar-se em

(h: g z;’u + (h:' A °_'E:'ns+ ':h? h: Ay Ry :3}m+

+h| h, 2 :"i}E';_O (3.3)

Multipliquem-se agora externamente ambos os
membros de (3.3) por . a e integrem-se seguida-
mente relativamente a §, entre -¢/, e ¢/,. Obtém-se

€/

fgs 59/\[2”1 A 5 +{h1h A Ay g3) +

-efy

+ hy hydy e )5] dig=Q (3.4)

em que g é igual a 2 quando ¢ for igual a 1 e igual

a 1 quando o for igual a 2.
Transformando [3] a equacfo (3.4) e supondo
n s 1, obtém-se

Sloganne e is ane ]+

(- 3
(m})

o o
+h h m-0 (3.5)
em que
(n) ()
N (36)
~a al =i
sendo
02
(o) n
N =/531 s dE, (3.7
ap i aff
o2
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ef2

(n)

B(14nx)r;0,,d5 (3.8)

a3
-0/

funcfio das forcas exteriores

actuantes na casca, tem a expressio

9.‘2
(")
By 2, 2 y X d i+
ef2

+[g,1, :,q 1+(i_)j_ ’)2]

-0/2

O vector mi(n),

(3.9)

a qual, evidentemente, se simplifica se a espessura
for constante. Observa-se que E(n) nfo tem compo-

nente paralela a a .

A equacgdo (3.5) é valida, como s&e disse, para
n s 1. Para n=0, pode estabelecer-se facilmente a

equagio

E{h;g}:” +10°nlp20 (3.10)
@

na qual
ef2
(o)
p = [ nuXdi+
-6[2
o/3
€2 e\t
| M 1+( +R— 3.11
\/ e e @.1)
-e/2

Observa-se que tanto a equacdo (3.10) como a
equacgdo (3.5), particularizada para n=1, aparecem
na teoria convencional.

Estabelecidas as equacdes, podemos agora indicar
as tensdes generalizadas que intervém na teoria. Sao

elas as resultantes e momentos N l;i’ que aparecem

nas equacgdes de equilibrio.
Sendo N o méximo valor de n, as equacdes de
equilibrio envolvem todas as grandezas N(:; desde

n=0 até n=N e todas as grandezas N(ns) desde
o
n=0 até n=N-1. As grandezas N(;rs) nio intervém

nas equagdes e nfo serdo pois tomadas para tensdes
generalizadas.

As tensbes generalizadas sédo pois 6 N+4 e as
equagdes de equilibrio 3 (N+1).
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Na teoria convencional, tem-se N=1, pelo que
as tensbes sdo 10 e 6 as equacdes de equilibrio.

As equacdes de equilibrio a satisfazer no con-
torno T, ou sobre qualquer linha tracgada sobre S,
podem ser obtidas procedendo com a equagio

g, U, =5 (3.12)

do mesmo modo que com a equagdo (3.3). Obtém-se

(u) {mn)

2, A Npug=M (3.13)
para ns 1 e
NG g = NI (3.14)
para n=0, zendo
02
® ) 15
.}{ == g A ’ lE:—lde:-. (3.15)
:05'2
LTH
[0] /.
N ’ Ao dE, (3.16)
"ot

As equagbes deformacoes-deslocamentos podem
agora ser estabelecidas com toda a facilidade [4] uti-
lizando o principio do trabalho cuja expressio é

N
m)  (m) (0) (o)
2 2 /bi,-@, ds._/ p U +

N=0 a 4

s s
N -
(n) (n) (o) (o}
+Y m .V dS+/ S e "
n=1 o 5 =
- T‘ -
N _
(m) (m)
+Z M .V dr (3.17)
n=1

As tensbes Niul supdoem-se equilibradas pelos
campos de rorga.;eg;:terlorea definidos pelos vectores
Riul e glnl emS e -[:Ul-l e J;\ét“. em [,

As deformagdes L () definem-se como os multi-
plicadores das tenaée:: ‘E:rl na expressio do traba-

lho das forgas internas, e os deslocamentos como
multiplicadores das forcas na do trabalho das forgas
externas.
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Introduzindo as equagdes de equilibrio em (3.17)
¢ aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se

N

(n) (n) (u)
2 /I:larf‘z dS = /ga
=0 ./

x

z

/.-—-..\
[ :a' =
|
r<‘_.
>-...
-]
5
(="
w
+
h
Il
'z
R

s
(n)
Vi 41
; Na—V a, |dS+
o =g =
hy
(N) V‘S)
- / B, =2 Niu,d8 (3.18)
. h,

e, como esta equacdo deve verificar-se para valores
continuos mas arbitridrios das tensodes N;ﬂ} , obtém-

-s2 as seguintes 6N +4 equagoes

(0)

U
() S (1) ”
E::-— o —V Ana (3.19)
(o) - =
hgy
v(n)
(n) X (n-+1)
E,= 2 A2, -V Aa 8-39)
@ ~3 = ~
x
(N)
() Yﬂt
Eqap — — N ag.ag (8.21)
h

x

que relacionam 6 N-+4 deformacbes generalizadas
com 3(N+1) deslocamentos generalizados, Para N=1,
obtém-se as conhecidas equacbes da teoria conven-
cional.

Quanto as equacgdes tensdes-deformagdes, elas
tém a forma

B e (3.29)

em que a funcho W; (N (ani) ), densidade bidimen-

sional da energia complementar, pode ser determi-
nada a partir de
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alQ
w o™y = { w ’ 1 )] Ahadi  (3.23)
e 3 3 |k 12 3
-0/2

"

em que W, € a densidade tridimensional.

As equacOes tensdes-deformacgdes (3.22) poderao
ser desenvolvidas somente se for introduzida uma
hipétese que permita exprimir as tenstes efectivas
em termos das generalizadas.

Finalmente, as condigdes de fronteira sdo 342 N,
a saber

) .o r
N e N (3.24)
(n) o —(n)
a ANV =M (3.25)
~3 < -
sobre um trogo T, de T e
(C) )
U = U (3.26)
(n) O]
¥ =N (3.27)
~a ~a

sobre o trogo complementar, I, .

4 — UMA SEGUNDA TEORIA

A teoria bidimensional que acaba de ser apre-
sentada representa aparentemente uma aceitivel ge-
neralizacido da teoria convencional (correspondente
a N=1).

Uma critica cuidadosa ndo pode deixar no en-
tanto de lhe encontrar o grave defeito de a sucessao
das solugdes geradas por sucessivas teorias bidimen-
sionais correspondentes a valores crescentes de N
nido tender para a solugdo correspondente a teoria
tridimensional quando N tende para infinito.

Para concluir que assim é basta notar que, dado
que a componente X, da densidade das forgas de
masgsa ndo intervém nos vectores m("), a equaglo

(3.5) nao envolve esta componente. Por este motivo,
as solugbes bidimensionais ndo dependem do modo
como X, se distribul na espessura. Ora, como tal nédo
acontece com a solucido tridimensional, segue-se que
nido pode esperar-se atingir a solugio exacta fazendo
tender N para infinito.

Igual conclusdo se poderia tirar do facto de a
equacdo (3.13) ndo envolver a componente o, do
vector o.

Entre as tensdes generalizadas nio aparecem por
outro lado momentos das tensdes o,,, o que torna
impossivel o cdlculo destas em termos daquelas.
Observa-se que isto ji4 acontece na teoria convencio-
nal que também ndo fornece qualquer informacéo
sobre as tensdes o,,.
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Na teoria que seguidamente se apresenta elimi-
nam-se as imperfeicbes apontadas na primeira.

Parte-se como anteriormente das equacgles de
equilibrio (3.3).

Multiplicando ambos os membros por {* e in-
tegrando obtém-se:

ef2
[REATL) 05+

a2 %
82
o o { n
A A oa dt +
+h1thE3(l 25 73 5
-el2
e/2
o o n
+hhf>.1£XdE=O (4.1)
1 2 1 9 5~ 3 e
-8/2

equacdo esta que, transformada, da

o (m) o o n-1) (n)
E(h N )-h B aN kB p =0 (4.9)
= & o + 2 ~5 1 2 .o

desde que n s 1.
Para n=0, tem-se, em vez de (4.2),

‘o o) o o (o)
S e e
P -3 x &
sendo
@2
Pt x4 b
E=) N 3
-e2

n e, \2 e 2702

E & % @ 1 (—L (——"—) ] 4.4
+[512"'\/+ h./+ h, -am()
por qualquer valor de n = 0.

(n) (n)
As componentes dos vectores N e N nio
“a ~8
devem ser consideradas como completamente inde-
pendentes. Com efeito, supondo Y1=Y2=0. 7=

as
e, portanto, obtém-se

.
@1) (1) a5
N = N 5 (4.5)
a3 Rg

Por outro lado, como o, — 0 p

() ()
(n-1) (n-1) N12 Nm (n-1)
N —_ N _-u — = m = 0 (4.6)
12 2 R 1 Rﬂ 5
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em que
@2
(o) o
m =f MAME Yydg (4.7)
3
-2
Introduzindo (4.5) em (4.2), obtém-se
(o) (o) 0 0 (n-1)
h N ) —h h n N+
E (i ~x ‘e 1 2 2 ( 23
a @
N(n) (n-1) 0 [ ()
4+ ‘“)a +N a |[+n n p =0 @.9
° J*a 33 v3 1 2% ~

@

As equagbes (4.3), (4.6) e 4.T), consideradas para
valores de n nfo superiores a N, formam o conjunto
das equagdes de equilibrio da teoria. O seu numero
total é 4 N-3.

As tensbes generalizadas sdo todas as resultan-
tes e momentos envolvidos nas equagdes de equili-
brio. Como estas contém todos os vectores N (®)

para 0 €n < N, tem-se 6 (N+1) tensdes generaliza-

(n) (n)
das ij. Aparecem por outro lado N tensdes N,

para 0£n<N-1, o que perfaz um total de 6 (N+1) +
+N=TN+6.

As equacdes de equilibrio a satisfazer sobre T
ou gualquer outra linha tragada sobre 8§,

(m)
N

-

(n)
w =N
a a =

(4.9)

obtém-se a partir de (3.1) multiplicando por \ £, e
integrando, Observa-se que

ef2

(n}) n
N =f:.qu£
-~ 3~ 3

-0/2

(4.10)

A utilizacdo do principio dos trabalhos virtuais[4]
conduz as seguintes 7N+46 equagdes deformacdes-
-deslocamentos

(e) - (1) o)
= ==+ U a —V a A a (4.11)
~a N s =2 3 =g 3
(n)
n)
(o) g,a la (n41)

E =540t +@+nu -
a h, R, « -~3
(n-1)

(n) v
—2 A (V + Y2 ) para0<n<N  (4.19)
a it} 5 Ra
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(N-1)

(N - P v
E "= s+ N—a —aAa 2 (413
n—“ ha » ”5 o~ nva “

‘(u)

n+1
Exz = (n41) U:,( )para 0£n<N (4.14)

nas quais V,(") representa a componente de desloca-
mento associada com m ("),
As 3 (N+1) componentes dos vectores U(") e as

N grandezas V,("), multiplicadores dos parametros
definidores das forgas exteriores na expressio do
trabalho, sdo os deslocamentos generalizados.

As TN+6 deformacdes generalizadas, multipli-
cadores das tensdes, sio por sua vez componentes
dos vectores E(nl e as grandezas V, (n).

As equagdes tensdes-deformacgdes sio as equacgdes
(3.22) e ainda

m W, (4.1%)
I )
Ny

Quanto as condicdes de fronteira, so 3 (N+1)
em cada ponto de T, a saber,

(4.16)

(4.17)

5 — CONCLUSOES

Foram apresentadas duas teorias.

Em ambas, N representa a ordem méxima dos
momentos intervenientes.

A primeira contém 3 (N+1) equagdes de equi-
librio, 6 N+4 equacgdes tensdes-deformagbes e 6 N+4
equacgdes deformagdes-deslocamentos, envolvendo
6 N+4 deformacbes e 3 (N+1) deslocamentos. Ao
todo, 15 N+11 equagdes e 15 N+11 incégnitas.

A teoria convencional aparece como caso parti-
cular desta teoria, correspondente a N=1. As solu-
¢Oes fornecidas pela teoria ndo convergem porém para
a solugiio tridimensional quando N tende para infi-
nito.

A segunda teoria contém 4 N+3 equacgtes de
equilibrio, TN-+6 equagdes tensdes-deformacgdes e
TN+6 equagbes deformagdes-deslocamentos, envol-
vendo TN+6 tensdes, TN+6 deformacdes e 4 N+3
deslocamentos. Ao todo, 18 N +15 equagdes e incégni-
tas.
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Esta teoria jA ndo fornece a teoria convencional,
uma vez particularizada para N=1. Envolve por
outro lado mais incégnitas e equagdes que a primeira.

Estes inconvenientes sio compensados pelas van-
tagens de a teoria dar informacdo sobre a distribui-
¢éo de o,, na espessura e, sobretudo, de as sucessGes
de solugdes correspondentes a valores indefinidamen-
te crescentes de N convergirem para as solugbes
geradas pela teoria tridimensional.

Como os valores de N devem manter-se pequenos
nas eventuais aplicagdes, é possivel que esta defi-
ciéncia de convergéncia néo tenha consequéncias pra-
ticas aprecidveis, 86 a aplicacio & resolucdo de pro-
blemas concretos permitird tirar conclusdes.
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Aplicagdo da solugdo do problema de Mindlin na resolugdo
do problema da estaca solicitada por uma forga horizontal ™

SUMARIO

Com base na solugdo do problema de Mindlin,
que considera o campo eldstico gerado por uma forga
concentrada actuante num ponto interior dum semi-
-espaco, do qual se deduzem por integragdo os deslo-
camentos devidos a uma carga distribuida linear-
mente, apresenta-se wm método para a resolugdao do
problema da estaca cravada num solo homogéneo
solicitada por uma for¢a horizontal.

1 — INTRODUGCAO

A resolucio do problema da estaca solicitada por
uma forca horizontal no topo tem sido proposta por
varios métodos e em especial pelo dos elementos fini-
tos. Neste, o numero de elementos a empregar, para
uma razodvel aproximacdo de resultados, é geral-
mente elevado, O método que se apresenta nesta co-
municacio, mais exacto embora menos geral, permite
a comprovacdo, no caso de meios homogéneos, dos
resultados obtidos pelo método dos elementog finitos.

Considerando-se védlidas as hipéteses da lineari-
dade fisica e geométrica, introduziu-se a hipé6tese
simplificativa de a distribuicio continua correspon-
dente as forgas de contacto entre a estaca e o solo
ser horizontal e paralela a4 forca actuante no topo
da estaca. A distribuigio referida foi discretizada
num conjunto de cargas triangulares elementares, im-
pondo-se entdo a compatibilizagdo, segundo a direc-
c¢do da forca, dos deslocamentos da estaca, conside-
rada como pega linear, e do terreno, num ndmero
finito de pontos do eixo da estaca. Aplicou-se por-
tanto o método dos esforgos.

A determinagao dos deslocamentos produzidos pe-
las cargas triangulares elementares implicou a reso-
lugdo do problema da determinacio dos efeitos pro-
duzidos por uma carga distribuida linearmente numa
zona interior dum semi-espago eldstico.

ANTONIO JOSE REIS (1)
EDUARDO BORGES PIRES (%)

SUMMARY

The solution of Mindlin’s problem, which consi-
ders the elastic field generated by a force concen-
trated in a point located within an elastic half-space,
from which the effects of forces distributed on lines
can be generated, is used for the solution of the
problem of the pile acted by a horizontal force.

2 — DESLOCAMENTOS PRODUZIDOS POR UMA CAR-
GA LINEARMENTE DISTRIBUIDA NO INTERIOR
DUM SEMI-ESPACO ELASTICO

2.1 — O problema de Mindlin

Designemos por z o eixo normal 4 superficie do
semi-espago que contém o ponto de aplicacdo da for-
¢a, a qual actua paralelamente & fronteira, segundo
0 eixo dos xx, fig. 1. O vector deslocamento num
ponto genérico do semi-espaco, u=ue tve +twe,
exprime-se [1] por:

u=B——2L1 _y(nB+p)

211
(—o) " ( )

em que p & o coeficiente de Pofsson do meio, B e

as funcBes de Papkovitch, y o operador vectorial

erovetor r—=3x¢ +ye 4 ze

x Yy T
Desprezando as forgas de massa as fungles B e g
verificam a equagfo de Laplace ou seja:
vi=0

VB =0 - (21.2)

(*) Comunicagiio apresentada ao 1.° Congresso Nacional de MecAnica Tedrica e Aplicada.
() Eng.° Civil, Assistente do I. 8. T., investigador do CEMUL.
(*) Eng.° Civil, Assistente do I. S. T., investigador do CEMUL.
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Com base nas equagdes (2.1.2), Mindlin [1] de-
terminou directamente, por aplicagio da teoria do
potencial, as fun¢des de Papkovitch para o problema
em questdo:

(2.1.3)

P [ x(1-24) ex
-* s 0 _ 8 Pz
25G | Ry(Ry+2z+¢) R

E [atr

- cx{i—?u]J (2.1.4)
2:G| Ry +z+ec

Ry (R,+z+e)

em que G é o mddulo de distorgio do meio, ¢ a coor-
denada z do ponto de aplicacio da carga e R, e R2
as funcoes:

R, =[x2+y*+ (z —c)t'he
(2.1.5)

R,=[x*+ y'+ (z 4 ¢)1]'"?

Os deslocamentos (2.1.1) sdo portanto infinitos
no ponto de aplicagio da carga.

22— 0 problema da carga distribuida linearmente
numa zona interior dum semi-espago elastico.

Atendendo as hip6teses simplificativas introduzi-
das em 1, determinaram-se apenas as componentes
u do vector deslocamento u=ug:+vgy+wg , sobre

o eixo do zz. Deste modo designando por u, a com-
ponente u do deslocamento devido & carga concen-
trada P e atendendo & equacgio (2.1.1) temos:

5 1 c‘B "B
=B—-———|B o ;
u 4(1—v)|:x+x =+y =

(2.2.1)

Atendendo as equagdes (2.2.1), (2.1.3-5) e a fig. 1
os deslocamentos u, em x=0 serfio:

(vr =0 atiz ) (7 ) -

P z 1-2 o e
H(1—y)|2nG | R(Ry+2z+¢c) p3|™
2
1= | 1—2, ¢

—"56 | Refzie +Ri(R“ ‘ (2.2.2)
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Os deslocamentos u em x=y=0 devidos a uma
carga linearmente distribuida p=p +p,c em (—a <
<y<a; ¢, <z<gc,) serdo dados por:

(W)5—vo = A(S, + Sy — fzBia - 20)5,—

L
4(1—y)

—S,] + D[(1— %)Sﬁ-i—sﬁ]} (2.2.3)
em que:
3—41_, 1 1_211
Koo ez B 1 Pawa

162G (1— o) 2=G 2-G
(2.2.4)
{ PP o4 (225)

8%+ (z-c)!e

_ _PeRC o 1338

S_j‘ s

(2o

S ) {‘.I ’-"L| po*p!c
T [ @) [0z )t 24
de ds
(2.2.7)
f f _(Po+P©) Ldeds  (228)
[s?+(z+4c)?)/?
_Potpe de ds (2.2.9)

{‘n i
I e
- {
2.1
By - |s

Hz +e)]if2+z4c

aed [ c(po + Pic)
o .J ...J o [84(z40)] 2 [st4(z+c)*] 2 +z 4 ¢}
de ds
(2.2.10)

No calculo dos integrais (2.2.5-10) fomos condu-
zidos frequentemente a integrais impréprios na varia-
vel s, pois as funcdes integrandas apresentam descon-
tinuidades infinitas para s=0. O célculo processou-se
entdo geralmente através de limites o que, atendendo
ao facto das funcgdes integrandas serem fungdes pa-
res, relativamente a varidvel s, se efectuou de acordo
com a expressido geral:

S = Qlimf J %, (5,¢) de ds , i=1,2,.. 6
E—sp) E o
(2.2.11)

em que g, (s,c) representam as funcdes integradas
em (2.2.5-10).

Apresentam-se seguidamente os resultados dos
caleulos efectuados, tendo-se designado por a,=|z-c;|,

By=z+c, e y,= c-z, com i=1.2.
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“z+(8‘+ag)m
z<e, > S, =2a | log| ——355 | (Po+Pi2) +
a+ (a“—}-a‘) 4

"1/s
+(\a?+ «
+ 2 [log (:—(——*)—)] (2po * piBy) —
oy
£ a -1—: 1/2
— a l log (L')_)jl (2po+ py) +

+ ap, [(a%+a:)”’ ~ (= + aj)”i] (2.212)

a

+ 2,(7pgo + pyfiy)log (M) +

]

z = ¢, S, = 2a(py + p,z)log <

+ ap, [(as + ,;)"i a] (2.2.13)

Bi<z<e,—> S, = 2ax< )
I}’+(a:+¢:)!i-1 [%+(a, +¢:)ua u

a?

<1 log

at(a® pa )"
X(po+ Piz) + 3(2po + p,By) X log[u]-{—
ay

o
+M%ﬁw&ﬂﬁ[ﬁi:LlJ+

+ ap, [(ai " n::)”i = (a" 4 a?)”i] (2.2.14)

()]

z>c,—> S, = 2a(py + p,z)log [ .
ey

a-| a? | as ¥
2,(2py + p,f;)log [——(—,'l—kjl + a,(2po+p,By)><

> log I:ﬂ:l.}. ap, [(sg _l_{)l;-z_

2y

()

(2.2.15)

212
‘1+(a?+¢)
z-c,—»S =2 | log 1

J (PotPiz) +

a
| at(atta)"
+a(ipg+pify) | log ———1~ | X
@y
(2.2.16)

fan[a=(e+4) ]

B+ (a®+83) 17
By ‘1‘(3"!‘&?) A%

23172

S

> log |:a—“—+(aﬁ+ ’) jI_Bl(zpD_f"fllex
2

S,=2a(pg - 2p,) log[ ] +84(2pot1eP1) <

><'°s[ iﬁ—ﬂ] pam (e +8)" -

(487

(2.2.17)

T34/
S; = 2(po — p,z) log [5 SM-';),-; +
et ()

2 L &% 1
-+ ap, log [M
B+ (a2+8)

1y 12
i a l(ai t Bz) s
><(2po +%p) = (3 +8)" @0+ 1) —

—(ey - ¢)) [2po + p.(cg+c.)]} (2.2.18)

2,1/
at(ar+8)
Sy — 2{(po—2p,z) log Ez_(_:i_)‘_r +
B, a—}—(af.{,g) 2
2

3 2 Ug
~+ap, log[ﬁ'+(a +B:) ]+

B+(a+8)"

+ 2 (Po—ps2) [;— (¢+8)—

: ]

S|

(2.2.19)
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B 2.4
Be+ (a8 ) ®
S5 — a(pg — pyz) log (4%2? 4
2 2
| B+ (a + ﬁl)
(ot (a2 +8)"]
+8,(2p, +vp) log | —> ¢ | —
Vo B 4]
a (Rt 3 ‘ﬂz)“i—
— Bi(2po + 11Py) log B—f +

= (po—pir) [ B~ 8 =y (a2 4 8)) "
enfos £ B (o A (o)

(o) o= o) 2 )

a-'r—(a’- y ﬁa)us—
By : -

. 2\
ﬁl E-{—(a‘ T 5’]) &

Sg = —2z(pg - p,z) log
Bt (a8
51 i (.a' 7 Bf)l‘}’

= i_z (Po — zp,) >< [(a‘ - B;) hi (a' + ﬁz) Lk

1
/

+ (Po — 2zp,;) log

. - i
- (ca- c.)J+T(po+92p=) 'B,(a’ + .B:_) '

8, (a‘ 4 ﬁf\')l! - ( o ﬁ:):‘ 4R { .e;(av : a:)“'* "
= B’I(a' + 3?)”" - ( B - s?\) ¥ é'[(a* L B:)”‘—

)

(2.2.21)

A verificagio das expressbes foi efectuada tendo
em consideracio que estas devem tender para as
correspondentes expressdes contidas em (2.2.2.),
quando a carga distribuida p=p +p,c tende para
uma carga concentrada P aplicada em z=¢, ou seja:

com i=1, 2,..., 6 (2.2.22)

Ci—-C—»C
a—»0

sdo as expresses correspondentes &
carga concentrada.

Além da verificagdo (2.2.22) efectuou-se ainda
uma verificagio numérica.

em que ST
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Efectivamente os deslocamentos u em x=y=0
correspondentes a uma carga distribuida numa pe-
quena zona interior dum semi-espa¢o devem ter uma
distribuigdo semelhante aos produzidos pela resul-
tante estaticamente equivalente, a menos duma vizi-
nhanga da zona de aplicagdo da carga. Tal é asse-
gurado pelo principio de Saint Venant. Os resultados
desta verificagdo apresentam-se na fig. 2,

O deslocamento (u)x =y =0 fica caracterizado
num dado meio (p, G) pelos seguintes par&metros
¢, €, Py P, € Z 0U seja:

(u) =u (cl, €, Py Py» z) (2.2.23)

x=y=0

3 — FORMULAGCAO DO PROBLEMA ESTRUTURAL PELO
METODO DOS ESFORGOS

3.1 — Generalidades. Vector dos deslocamentos no
sistema base

A acgio do terreno sobre a estaca foi simulada
por sobreposigho de cargas triangulares elementares
conforme dissemos em 1, Seja entdo o sistema base
representado na fig. 3 b) no qual a carga F é equili-
brada pelas cargas triangulares representadas, de
densidades maximas respectivamente:

F2l+z,) Fz,
pni 1T

o]

T Zlﬂ{?:l -1 Z, - zij n{l—zb J thJz" - zl)

(3.1.1)

O deslocamento u, no né i do sistema base,
decompde-se em duas parcelas. A primeira uw,, de-
vido a um deslocamento de corpo rigido da estaca
o qual é originado pelas deformagbes dos <«apoios
ficticios» extremos, respectivamente u’Du e u'c (1)

A segunda devido a deformacfo de flexfo produ-
zida pelas reaccdes. Temos entfo,

u,.= u;t - u;l (3.1.2)

com

Wyiua 1)~ %o

W, =u +—————— g (3.1.3)

(n41) sdo os desloca-

mentos produzidos no terreno pela acgdo simultinea
de cargas iguais mas de sentido oposto as reacgoes
de apoio, os quais sfo obtidos pela equacio (2.2.3).

Designemos por U o vector dos deslocamentos

Os deslocamentos u eu

no sistema base, H° ={u,} 1=1, 2, .., n.
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3.2 — Matriz de deformabilidade
3.2.1 — Matriz de deformabilidade do terreno

Consideremos a carga triangular de resultante

unitdria representada na fig. 3 ¢). O elemento f|
da matriz de deformabilidade do terreno é o deslo-
camento produzido por esta carga unitiria distribuida
entre os nés (j—1) e (j4+1), no n6é i. A densidade

p, serd portanto:

1

P (3.2.1.1)

e
a(z,— z_,)

O deslocamento tl: serd entfdo calculado por so-
breposicfio dos efeitos correspondentes as cargas (I)
e (@ indicadas, a partir da equacdo (2.2.3). As car-
gas (D e @ ficam definidas por:

pi?z—(pj z_ /= zj_|)[Pf)= P zp) [ (Za— %)

Pf?=pjf(z} Zj 1) [pf=—m!(z}+|—zj)

(3.2.1.2)
pelo que:
¢ O @
fi=2(% 0z, PP )+
@ @
+ u(zj r Epugy Poj |P:j y 21 ) (3.2.1.3)

A matriz de deformabilidade do terreno sera de-
signada por:

P=[f,] §3=13..,0 (3214

3.2.2 — Matriz de deformabilidade da estaca

Consideremos a carga triangular unitdria repre-
sentada na fig. 3 d). O deslocamento do né i pode de-
compor-se em duas parcelas. A primeira corresponde
a um deslocamento de corpo rigido da estaca devido

a

a deformabilidade dos <¢apolos» extremos f,,. A se-
gunda corresponde a flexdo da estaca t: 5
Quanto A4 primeira parcela temos:
(o) — 1
n n-+4-1 o}
ffj = foj -+ 1 z (3.2.2.1)

em que f_ g e £ 1) r slo os deslocamentog no terreno

nos n6s o e (n+1) produzidos por cargas iguais mas

de sentidos contririos as reaccgdes distribuidas,
fig. 3 d).
Deste modo toj & f(n +1)] serfo calculadas por
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(2,2.2). As densidades roj e T 1) 5 determinadas de
modo a equilibrar a carga triangular unitiria sdo:

11
=2 | & ez — )] (3.2.2.2)

roj

T (a1 = {— ZPy( Zj1 — 2 )P [z —Z-1)(Z—1 +

+22 )+ (41— % )(%% +ZJ+1)J}/ [(Zot1™ 22 )(Za +
+9,,) = 5 —2)] (3.2.2.3)

Teremos entfio de acordo com (2.2.2) e (2.2.2.3):

¥

o
f; = “(orzurup =K 0) +u(z,, 1,
1
Ta 4+ 1)j%a r n
B BN 0).  (Basuy
1 -2z, l—z,

Toj
f(u+1jj = 1;1(:;~,z,,rﬂ‘t 4 -—::-s 1)+ u(z,, |,

T(n41)j Zn
I~z

T(a+1);
' l % zu |l)

(3.2.2.5)

A segunda parcela r”' corresponde & flexdo da
estaca e representa portanto o deslocamento produ-
zido no né i por uma carga triangular unitiria e
pelas correspondentes «reacgdes» distribuidas de
apoio. As condigdes de fronteira correspondem a viga
simplesmente apoiada em z=o0 e z=1 ou seja

d’u’ d!u) 1=

@y = (=0 e (35) =(F:) =0

O elemento f,., da matriz de deformabilidade da es-
taca serd entdo:

AV A (3.2.2.6)
A matriz é designada por:
d=] . LI=LER...n 1 Naaam

3.2.3 — Compatibilidade

A compatibilidade dos deslocamentos do solo e
da estaca no né j exprime-se por:

S(hh)a-w

j=1

i= l|2!3!‘ .+,0

(3.2.2.8)
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em que a componente Qj do vector das incégnitas,
Q={Q j}, representa o valor da resultante da carga

triangular distribuida entre os nés (j—1) e (j+1).
A equacgfo (3.2.2.8) pode tomar a forma matri-
cial:

(Ft +Fe) Q =U, (3.2.2.9)

3.2.4 — Calculo dos deslocamentos e esforgos na
estaca

Atendendo & compatibilidade, os deslocamentos
finais na estaca podem ser facilmente obtidos uma
vez conhecido o vector Q, pela equacdo (3.2.2.9).

ue = ut (3-2.41)

= FtQ

em que ue e ut sdo os vectores dos deslocamentos

nodais na estaca e no solo, respectivamente. O cal-
culo dos esforcos na estaca pode ser feito directa-
mente a partir do vector @, ou a partir dos desloca-

mentos u®, sendo em qualquer caso um simples pro-

blema de Resisténcia de Materiais, pelo que aqui nfo
serd abordado.

4 — PROGRAMA DE CALCULO AUTOMATICO — APME
— Aplicagdo do Problema de Mindlin a Estacas

Compde-se fundamentalmente dum programa
principal e quatro subrotinas. Duas delas, «SUBROU-
TINE UTE» e «SUBROUTINE DELTA3», calculam
as matrizes de deformabilidade do terreno, F', da es-

taca, F*, e o vector dos deslocamentos no sistema base,
U, tendo em conta as equagdes expostas em (2.2),

(3.1) e (3.2). As duas restantes, ¢«SUBROUTINE
ARRAY>» e «SUBROUTINE SIMQ» do CCUTL(*),
destinam-se simplesmente & resolucéo do sistema de
equacdes lineares (3.2.2.9).

O programa APME foi desenvolvido em lingua-
gem FORTRAN IV para o Computador IBM 360/DOS
do CCUTL, O ntimero total de memoérias ocupadas
é de 51 K bytes, para um nimero méaximo de 30 nés
intermédios.

O tempo de execugdo do programa para os exem-
plos referidos nunca ultrapassou os 3 minutos. Apre-
senta-se em anexo um organograma do programa
APME.

5 — EXEMPLOS

Apresentam-se em anexo os diagramas de des-
locamentos em estacas obtidos com o programa
APME, os quais sdo comparados com os obtidos em
[2] pelo método dos elementos finitos. Refere-se que
estes fltimos foram obtidos para estacas de secgéo
circular pelo que, tendo sido consideradas neste traba-

(*) Centro de Céllculo da Universidade Técnica de Lisboa.
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lho estacas rectangulares, se tomou para efeitos de
comparacio uma estaca rectangular de largura igual
ao didmetro e com o mesmo momento de inércia.

6 — CONCLUSOES

Pretendemos com esta comunicagdo apresentar
um método capaz de permitir a comprovacéo dos re-
sultados obtidos pela técnica dos elementos finitos
na resolugio do problema em causa, nos casos em
que o meio é homogéneo, resistente a4 traccéo e de
comportamento linear, Esta comprovagio pareceu-nos
necesgséria por julgarmos que o nimero de elementos
empregados é muitas vezes insuficiente. E, efectiva-
mente, os resultados obtidos mostram certas discre-
péncias entre os resultados obtidos pelos dois méto-
dos.

O método que apresentdmos pode cervir de afe-
ridor porque o erro de discretizagio com ele asso-
ciado & geralmente muito inferior ao correspondente
ao método dos elementos finitos. Lembramos que o
referido erro provém, no nosso caso, do facto de a
compatibilizacdo dos deslocamentos ser feita exclu-
sivamente na direc¢io da forga aplicada ma cabega
da estaca e somente num namero finito de nés ao
longo do respectivo eixo. Esta altima causa de erro
pode porém ser facilmente controlada fazendo variar
o namero de nds e observando as consequéncias desta
variacéo.

Estd evidentemente fora de questio a grande
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generalidade do método dos elementos finitos, que lhe
d4 possibilidades de simulagdo do comportamento real
da estaca e do terreno com que o nosso nio pode
competir. Ndo queremos no entanto deixar de chamar
a atencgdo para a ndo resisténcia &4 tracgio do solo
poder ser facilmente simulada com a nossa técnica
utilizando o método simplificado proposto por Ka-
nayan (ver [2]).
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