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Fig. 7
La boucle simplifiée du systéme de réglage de tension

consigne de puissance donnée aux deux groupes par
un signal, fonetion de l'écart entre 1'«Equivolumes
et le volume d'eau mesuré qui existe dans le canal
d'amenée.

Le volume d'eau a la cote 574.80, appelé «Equi-
volumes» est le suivant:

— canal de fuite de Curbans+ retenue
de la Saulce + canal de Sisteron 9M

— canal de Sisteron, seul 575M

La consigne de puissance non corrigée, aussi
connue comme térme d'anticipation, peut avoir trois
sources differentes, les trois modes de fonctionnement
sont designés par P,.

En marche normale, cette consigne de puissance
(non corrigée) est le débit turbiné a I'nsine de Cur-
bans., Ce mode de fonctionnement est désigné par
«Puissance Curbanss, P_ .

Eventuellement on peut utiliser un générateur
de signaux de 0 & 10 mA (5 échalons par groupe)
sissocié A un programmateur de 24 h, Ce mode de
fonctionnement est désigné par «Programmes, P _.

On peut aussi télécommander, depuis le P.C.H.
de S.t¢ Tulle. Ce dernier mode est désigné par «Télé-
cemmande globales, P

tele”

Le correcteur d'équivolume associé au terme
d'anticipation donne un signal de consigne puissance
globale, P . Ce signal est obtenu & partir d'un signal
«Mesure niveauxs, resultat de trois mesures de ni-
veau en differents points du canal d'amenée de Sis-
teron:

h, —niveau d'eau de la chambre d'eau

h, —niveau d'ean au point de basculement (de
I'aval vers l'amont)

h, —niveau d'eau de la retenue de la Saulce
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Le terme «Equivolume mesures, E , est donné
par:

E_:2I11+4I12+4h”

En secours, E  sera donné par la mesure de h,
et une fonction elaborée a partir du terme d'antici-
pation, P, avec h =h, mesuré et h = f(P),
référence équivolume théorique.

Le signal résultant de consigne de puissance
globale doit étre réparti sur chacun deg deux groupes.

2.1.1. Consigne de puissance globale

2.1.1.1. Choix du groupe prioritaire et fonc-
tionnement normale

Un des deux groupes est choisi comme prioritaire
et sur celui-ci le répartiteur de consigne aiguillera
le signal de consigne globale entre O et une valeur
P, réglable entre 40 et 509 de la puissance globale
que peut turbiner l'usine. Pour une valeur supérieure
a ce seuil réglable, la consigne globale est répartie
également sur chacun des deux groupes avec une
temporisation qui permet d'éviter des battements au
voisinage de ce seuil réglable.

2.1.1.2. Choix d'une consigne de puissance
fixe pour un groupe

Pour une demande constante de puissance, P,
ou utilise un potentiomeétre de commande manuelle
aiguillé sur le groupe prioritaire; la correction d'équi-
volume est prise en charge par le groupe «Non prio-

ritaire» a partir de la valeur P
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2.2, Puissance réartive (Q):

Deux modes de fonctionnement sout utilisés:

en marche normale par télécommande indi-
viduelle du P.C.H. de S.t* Tulle, groupe par
groupe (Qc, et Qec,);

— en utilisant un programmanteur MBO associé
4 un générateur de signaux a 9 échalons, en-
tre —5et 4+ 5 mA avec une variation de
1,25 mA entre chaque échalon, et & un répar-
titeur de consigne.

Le demarrage du groupe travaillant comme com-
pensateur synchrone est fait par une commande sé-
parée.

3. Reégulateurs
3.1. Régulateur pour la turbine

Le régulateur pour la turbine comprend:

— le régleur,;

— les organes de mesure fournissant les signaux
d’'asservissement au régleur;

—les organes de réglage exécutant les ordres
elaborés par le régleur (actionmeur, distribu-
teur, servomoteur de réglage de Il'organe
d'admission d'eau dans la turbine).

3.1.1. Régleur (voir fig 9)

Le régleur est destiné a commander, par l'inter-
médiaire d'une chaine hydraulique, l'organe de ré-
glage de la turbine Francis,

Fig. 8
Programmateur MBO de consignes dans le
commande
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REGULATEUR POUR LA TURBINE
Schéma fonctionnel de I'ensemble électronique et
hydraulique

A e r

n

’ ~ 1
8
-0 v
Fs et 6
2 IaYANaW, 9 5\ R,
s | v
e
2 8 e N
=y L’&__.__fﬁ
o 1 e e Ha—
"Iru 1
L g )
v
!—-—4)
Rz
—! 1
2 ] .
2 1
\ 4
¥ . 23
| A

A

pe [__rk
30
3 o k1l

i

-
|
T |
-
|
—D
L
[»s]

=

b3

32

.




Ce régleur électronique realise une régulation
par action P.I.D. (proportionelle, intégrale et deri-
vée) et l'emploi des amplificateurs opérationnels a
circuit integré permet un découplage de tous les cir-
cuits et un filtrage efficace. L'alimentation du régleur
est faite a partir des batteries d’accumulateurs de la
centrale d'ou l'independance par rapport & la fré-
quence du groupe, assurant ainsi une alimentation
normale des circuits électroniques méme pendant les
(disjonction,
fonctionnement en déchargeur, marche hyposynchro-
ne, ete.). Les batteries alimentent le moteur du dis-
positif de réglage «charge-fréquence» et, éventuelle-
ment, du limiteur d’ouverture ou de puissance, et
aussi le convertisseur statique de 150 VA-400 Hz-

fonctionnements spéciaux du groupe

Convertisseur statique

Répartiteur de tension

T. T. Groupe

T. T. Réscau

Quartz étalon de fréquence

Variométre de charge-fréquence
Moto-réducteur

Détection

Circuit fréquencemétrique

10. Réglage du statisme transitoire

11. Réglage du T, du statisme transitoire
12. Réglage du T, de l'accélérométre

13. Ordre extérieur

14. Réglage du statisme permanent

16. Sommateur

16. Programme

17. Téléréglage

18, Ordre extérieur

19. Sommateur général

20. Comparateur limiteur

21. Circuit limiteur

Amplificateur de puissance

Détection

Actionneur

Polarisation de marche A vide
Variométre d'asservissement du distributeur
Diatributeur hydraulique

Filtre & huile

Alimentation en huile

Détection

Transducteur wattmétrique

Poténtiométre de consigue du limiteur d'ouverture
Moto-réducteur

Servo-moteur

Came

Variométre d'asservissement servo-moteur
Turbine

Alternateur

T. I. Alternateur

T. T. Alternateur

Relais de synchronisation

Choix asservissement & la puissance ou & 1'ouvertur
Programme ou charge fréquence

w AU repos avant couplage

R,,. Choix limiteur d’ouverture ou de puissance

e s B

EBENEERBBEESBENRERER

L

W % 0 R

~
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-127V £ 1%, délivrant une tension alternative qui
assure l'alimentation des différents transformateurs
du régleur, des variomeétres d'asservissement, du
transducteur wattmétrique, Ce convertisseur est pro-
tegé contre les surtensions.

L'information sur la fréquence est prise sur un
transformateur de tension de l'alternateur, et les cir-
cuits de synchronisation en fréquence sont inclus
dans le régleur.

Les paramétres de réglage peuvent étre modifiés
pendant la marche du groupe.

Avec ce régleur l'alternateur pilote a été suppri-
mé, ce qui permet la mise sous tension du régleur
avant le démarrage du groupe et ainsi, d'avoir des
signaux de réglage cohérents a4 partir de la fréquence
nulle, dispensant de cette fagon les circuits supplé-
mentaires utilisés uniquement pour le démarrage.

3.1.2. Circuits sensibles a la fréquence du groupe

3.1.2.1. Circuit fréquencemétrique (voir fig. 11)

Le circuit fréquencemétrique comprend deux dis-
positifs paralléles:

— un est commandé par un étalon de fréquence
a quartz, signal de consigne;

— l'autre est commandé par la fréquence du
groupe a régler,

Le signal fréquencemétrique résulte de la com-
paraison des signaux issus de ces deux dispositifs,
qui doivent étre égaux et de signe contraire a 1'équi-
libre.

Sur chaque dispositif, la tension alternative est
transformée en créneaux calibrés qui sont en suite
dérivés.

Le circuit de dérivation est concu de facon a
obtenir des impulsions négatives de fréquence de ré-
currence, double de la fréquence d’entrée. Ces impul-
sions commandent un eircuit monostable, dont le
temps de relaxation est légérement inférieur & 5 ms.
Le signal 4 la sortie de ce circuit commande, par
l'intermédiaire d'un conformateur de découplage, un
transistor haute tension qui bloque et débloque une
diode. On obtient ainsi un créneau de tension rectan-
gulaire d'amplitude constante, de largeur correspon-
dant au temps de relaxation du monostable et de
fréquence double de celle du signal d’entrée. Ce signal
est ensuite intégré et filtré. Finallement on oppose
les deux signaux issus des deux dispositifs parallles.

Le signal fréquencemétrique obtenu agit sur une
entrée du sommateur général d'une part, et I'accéléro-
metre d'autre part. I1 fournit aussi le signal de
téléindication de la fréquence au tableau général et
commande huit bascules électroniques de fréquence.
Six de ces bascules sont utilisées dans les divers
circuits de commande séquentielle du groupe, tandis
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Fig.

10

Servomoteur de réglage de 'organe d'admission d'eau dans
la turbine, et came

qu= les deux autres servent a la mise en service du
coupleur.

Le circuit fréquencemétrique est insensible aux
taux d'harmoniques et au niveau de la tension qui
l'attaque car de 0,2 V a 220 V, le magnétisme réma-
nent du rotor est suffisant pour donner la tension
minimale nécessaire lorsque l'alternateur n'est pas
excité,

3.1.2.2. Synchronisation en fréquence (voir
fig. 9)

La synchronisation du groupe en frégquence avant
le couplage est fait en utilisant le circuit fréquence-
métrique dans lequel un relais R, commute la fré-
quence du réseau a la place du signal du quartz
étalon de fréquence.

Le signal continu élaboré permet de réaliser une
synchronisation, en fréquence rapide quelle que soit
la fréquence du réseau.

3.1.2.3. Accélérométre

Le circuit accélérométrique élabore un signal pro-
portionnel a la derivée par rapport au temps du
signal fréquencemétrique, donc a l'accélération angu-
laire du groupe.

3.1.2.4. Réglage charge-fréquence (voir fig. 9)

Un variométre est entrainé par un groupe moto-
-réducteur a4 came, Quand la synchronisation des
gEroupes m'est pas automatique, le variomeétre fourni
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une tension qui permet de faire varier la fréquence
du groupe en marche & vide de 45 Hz a 55 Hz.
Aprés le couplage, le méme systéme permet de pren-
dre la charge sur le groupe de 0 a 111 9% de la
puissance nominale, si la fréquence du réseau est
identigue a la fréquence de consigne, quel que soit
le statisme permanent affiché.

3.1.3. Asservissements (voir fig. 9)
3.1.3.1. Asservissement permanent

L’asservissement permanent peut étre réalisé in-
différement & la puiszance du groupe ou & l'ouverture.
Lo choix du type d'asservissement est déterminé par
la position du relais R..

— asservissement a la puissance:

dans ce cas un transducteur wattmétrique, four-
nit un signal (0 4 10 mA ou 0 & 10 V) proportionnel
a4 la puissance active de l'alternateur du groupe. Un
filtrage adéquat élimine les fluctuations rapides et
génantes de la puissance de l'alternateur. Ce signal
est utilisé, d'une part, pour réaliser l'asservissement
a la puissance, et d'autre part, comme indication de
la puissance du groupe pour la limitation en puissan-
ce. La consigne de puissance est issue du dispositif
de réglage de charge ou d'un ordre extérieur (pro-
grammeétre, ete...)

— asservissement a l'ouverture:

dans ce cas la tension d'asservissement est issue
d'un variomeétre qui, monté sur le servomoteur de
commande de l'organe d'admission d'eau de la tur-
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bine détecte la position d'ouverture de celui-ci. Cette
tension est aussi utilisée:

— pour réaliser l'asservissement transitoire:

— comme indication de la position d'ouverture
de la turbine pour le circuit limiteur d'ouver-
ture;

— comme signal pilote pour la commande des
systémes copiants.

Un premier sommateur permet d'obtenir une
tension continue proportionelle & la différence entre
la valeur de consigne (issu du dispositif de réglage
de charge ou du circuit extérieur: programmetre,
etc...) et la valeur du signal d’asservissement. Ce
sommateur peut aussi recevoir d’autres ordres exté-
rieurs, comme par exemple les signaux de téléréglage.
Le signal de sortie de ce sommateur est atténué en
fonction du statisme permanent fréquence-puissance
de 0 & 6 9 affiché par un sélecteur a plots.

3.1.3.2, Asservissement transitoire

Le degré d'asservissement transitoire est réglable
de 10 a 60 9% par lintermédiaire d'un sélecteur a
plots, soutirant sur le variométre d'asservissement
permanent, une tension variable de 0 & * 10 V. La
constante de temps T, du circuit de dérivation est
réglable de 0 a4 4 secondes.

3.1.4. Les sommateurs et l'amplificateur de puis-
sance

I1 y a un sommateur général qui regoit sur ces
entrées: (voir fig. 9).

— le signal fréquencemétrique

— le signal accélérométrique

—le signal d'écart entre la consigne de charge
et le signal d'asservissement en puissance ou
a l'ouverture

— le signal d’'asservissement transitoire

—le signal de commande manuelle de la fré-
quence

—le signal d'ordre extérieur éventuel

Le signal d'écart de la sortie du sommateur gé-
néral est amplifié en provocant la formation d'une
force ¢électromagnétique dans la bobine mobile de
l'actionnateur, qui commande le déplacement du tiroir
pilote. Celui-ci provoque alors le déplacement du tiroir
da distribuition. L'asservissement de ce tiroir est rea-
lisé électriquement en utilisant un variomeétre. Le
signal de cet asservissement est introduit & l'entrée
de l'amplificateur de puissance; cette boucle secon-
daire permet le réglage du gain de l'étage hydrau-
lique.

Il ¥y a un deuxiéme sommateur qui regoit sur
ses entrées:
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— le signal de commande du copiage elaboré par
le variométre du charge-fréquence;
—le signal d'asservissement du tiroir distribu-
teur de la chaine de copiage;
— le signal d'asservissement du servomoteur de
la chaine de copiage.
Le signal de sortie est amplifié et agit sur la
bobine de l'actionneur.
En régime permanent les tensions de sortie des
deux sommateurs sont nulles,

3.1.5. Limitation d'ouverture ou de puissance

Le choix limiteur d'ouverture ou de puissance
est fait en utilisant un relais de commutation (R,,
dans le schéma, fig. 9), selon le signal issu du vario-
métre d'asservissement ou du transducteur wattmé-
trique. Avant le couplage une polarisation fixe dé-
termine l'ouverture de marche & vide. Un relais R, ,
de commutation, permet l'utilisation de la tension
issue d'un potentiométre, de positionnement réglable
manuellement, en limitant 'ouverture ou la puissance
maximales tolerées sur le groupe, Cette tension est
regue sur l'entrée d'un circuit comparateur, en oppo-
sition avee le signal antérieur. Un circuit limiteur
empéche une ouverture ou une puissance supérieures
a celles pré-determinées sur le limiteur. Un autre
relais permet le fonctionnement en limiteur de fer-
meture, si le groupe marche comme déchargeur.

3.1.6. Organes de réglage

3.1.6.1. Transducteur electro-hydraulique ou
«actionneur»

L'actionneur réalise un changement electro-hy-
draulique délivrant un débit d’huile proportionnel a
un signal électrique de commande avec un grand gain
et une faible constante de temps, et avec une fonction
de transfert simplifiée:

Q (débit) 1

U(s) = =
I (intensité) 1+sT

3.1.6.2. Distributeur hydraulique

Le distributeur effectue une amplification hy-
draulique dans la chaine de régulation fournissant la
puissance hydraulique pour mancevreur le servomo-
teur.

3.1.6.3. Variométre
Le variomeétre réalise une fonction de transfert
déplacement-tension, suivant la tension a la sortie

fonction lineaire du déplacement détecté par l'appa-
reil.
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1 — zActionneur» ou Transducteur Electro-Hydraullque

2 — Variométre d'asservissement du distributeur

3 — Distributeur hydraulique

Fig. 12

3.1.7. Fonction de transfert du régulateur pour la
turbine (voir fig. 13)

L'expression du statisme permanent est:

b. Y,

a.F,

Ast

et celle du statisme transitoire:

L'expression pour la constante de temps tiroir-
-pilote 4+ servomoteur du distributeur est:

T,

1

17 bl AsG.g
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T, — constante de temps servomoteur du distri-
buteur asservi (en secondes)

T,, — constante de temps d'intégration pure tiroir
pilote + servomoteur du distributeur (en
secondes)

et pour la constante de temps tiroir distributeur +
+ servomoteur principal:

T b'. As
Tyt Ay
- m b. Ast
avec:
b.As. Y, b'. As
Tz =3, = S
a.F, a.F, anDVgg(p.Pz)

r,— constante de temps servomoteur principal
asservi (en secondes)
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T, — constante de temps servomoteur principal
" asservi avec m=1 (en secondes)
T,, — constante de temps d'intégration pure ti-
roir-distributeur + servomoteur principal (en
secondes)

V — cylindrée du servomoteur: V=8Y
S — section du servomoteur (em?)

Pour un ensemble tiroir distributeur+ servomo-

teur:

422

s

T, =

3 — e
e~ w0 \/25-!. (P— Pz}

a — pourcentage de périphérie utile au tiroir de
distribuition

v — coefficient de contraction

D — diamétre du tiroir de distribution (em)

g — accélération de la pesanteur (em/s)

P — P _— perte charge dans un collet de distri-

bution (em)
REGULATEUR POUR LA TURBINE
Déplacement du servomoteur principal
Asservissement
transitoire sT
Ad —k
1“‘5Tr
Asservissement
permanent
Ast
b
o
AD 9 ==
- sTiy sTiz
ﬂE \ — ~
s & L. AA 9° AZ
AB AY
e DETVO MOLeur |ns e L
sT. ﬂC:I aetLanieus :!c commande |PFSErIbULEUr suryn moteur
—Y Ampli din distributeur principal
1+ STV sommateur A
- b
Accelerometre
- - As
Asservissement
distributenr
Figure 18
—a Sensibilité du circuit fréquencemétrigue (V/Hz)
b Sensibilité du capteur de position du piston du 8. M. principal (V/mm)
b Facteur de conversion du déplacement du tiroir distributeur en tension (V/mm)
As Coefficient d'atténuation de 1'asservissement du distributeur hydraulique (s, dim.)
Ast Coefficient d’atténuation de 1'asservissement permanent (sans dimension)
Ad Coefficient d'atténuation de 1'asservissement transitoire (sans dimension)
F, Fréquence nominale (Hz)
AF Ecart de fréquence (Hz)
G Gain en tension de 'amplificateur électronique (sans dimension)
B? Sensibilité de 'actionneur (mm/V)
E Variable de Laplace
I Temps d'intégration tiroir-pilote — Servomoteur de commande du distributeur
T, Temps d'intégration tiroir distributeur — Servomoteur principal (s)
T Temps de relaxation de 'asservisgement transitoire (=)
4 Constante de temps du circuit dérivateur de l'accélérométre (=)
T, Temps accélérométrique (8): T, =2T"
€ Ecart de régulation a 'entrée de l'actionneur (V)
¥, Course totale du piston du servomoteur prinecipal (mm)
AY Déplacement du piston du servomoteur principal (mm)
NE Diéplacement du tiroir distributeur (mm)
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Le signal a la sortie du sommateur général
I'écart de régulation ¢ résultant du:

— signal fréquencemétrique

AA = —a AF

— signal accélérométrique

ST, ST,
AB= =— OF
1+5T', 1+8T,
1+4sT,
AA+AB = —a———— AF
1+sT./,

— signal d'asservissement du distributeur
AC =D'. As. AZ

— signal d'asservissement permanent
AD = b. Ast. AY

— signal d'asservissement transitoire

sT,
AE = b. Ad. ————. AY
1+sT,
€=G (AA + AB— AC— AD— AE)
AZ = : e
3’1‘11
AY = AZ

en éliminant € et A
équations, on obtient:

c'est

Z entre ces trois derniéres

3.2. Regulateur pour I'alternateur (voir fig. 14)

Le systeme de réglage de tension de chaque alter-
nateur a l'usine de Sisteron comprend deux dispo-
sitifs de commande, un automatique et un autre ma-

nuelle.

En principe les deux dispositifs sont tout a fait
pareils, avec la différence que comme grandeur réglée
on utilise la tension de l'alternateur pour le comman-
de automatique, et la tension d'alimentation de l'in-

ducteur de l'excitatrice pour le manuelle.

Un amplificateur de réglage livre a la sortie une
tension proportionelle a I'écart entre la tension four-
nie et la tension de consigne. Il comprend un conver-
tisseur de la valeur de consigne, un circuit donnant
cette valeur et un amplificateur P.I.D. (proportio-
nelle, intégrale et derivée). La tension issue de l'am-
plificateur commande les circuits de formation des
impulsions de commande dirigées 4 un systéme de

puissance a thyristors.

Les tensions par phase de l'alternateur sont ame-
nées par des transformateurs de tension aux entrées
=110V).

cnom

da régulateur (U

Entre chaque phase on branche en série une reé-
sistance variable de faible valeur ohmique, et 'enrou-
lement primaire d'un transformateur de courant, de
telle facon qu'on peut additionner vectoriellement aux
tensions composeés une tension dépendante du dépha-
sage et de I'amplitude de ce courant qui passe dans
I'enroulement. Ce circuit de compensation permet la
commande de la fourniture ou de l'absorbtion d'éner-
gie réactive selon les variations de la tension du
réseau. En décalant cycliqguement les courants d'en-
trée on peut réaliser une compensation en fonction

d= la charge active livrée ou absorbée,

[I 1 ( b.As T, I'e 4 Ad Te ) 85— ( TI| ']-f-_» b'.As ik 1 ..) ey M § A T
. b Ast : Ast . G.g°b.Ast h.Ast ' ; G. g b.Ast
o il . {4T% (l—s'[',)ab
b. Ast 1 +5Tey
U — &Y6) _ 1 (14T )(145T0)
AF(s) m (I L g ‘|\‘-r-_-‘)|_r|——Tr (l—— % | % %~ g,(zl | Tr)-‘t "zfqlrr \_xhi
% R . o 4 / ]
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REGULATEUR DE TENSION
Schéma de principe du régulateur avec limiteurs

TTE Y RPN

\

I. Régulateur de tension avec organe de réglage & thyristors T Excitatrice pilote

11. Limiteur d'angle de décalage interne 4 Source d'alimentation pour le régulateur
I1I. Limiteur de courant statorigque Ll. Entrée de la tension mesuré

IV. Limiteur de courant rotorique E,. Entrée du courant mesuré

v Intégrateur avec temps mort S:. Sg. Sorties

1. Transformateur de mesure pour la tension h Courant statorique

2 Transformateur de mesure pour le courant statorigque J‘E. Courant rotorique

3 Transformateur de mesure pour le courant rotorigque tl. Temps mort de l'intégrateur

4, Transformateur pour 1'alimentation de 1'organe de réglage o Gradient d'acroissement de l'intégrateur
b Redresseurs tournants B Angle de décalage interne

fi Excitatrice principale

Figure 1}

3.2.1. Limiteurs de courant d'excitation pour I'alter-
nateur

Associés au régulateur de tension on utilise les

limiteurs de courant d'excitation qui agissant sur ce-
lui-ci, déterminant ainsi le courant d’excitation.
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3.21.1. Limiteur de courant rotorique (voir
fig. 14)

Le limiteur de courant rotorique intervient pour

diminuer le courant d’excitation en régime surexcité.
Dans ce limiteur le courant d'excitation est transfor-
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mé en une tension continue proportionelle, comparé
a4 une valeur de consigne, amplifié et dirigé a l'entrée
du régulateur de tension, en utilisant un intégrateur.

3.2.1.2. Limiteur de courant statorique (voir
fig. 14)

Le limiteur de courant statorique limite le cou-
rant statorique inductif par une diminution du cou-
rant d'excitation en régime surexcité, et le courant
statorique capacitif par une augmentation du courant
d'excitation en régime sousexcité. Dans ce limiteur
le courant de l'alternateur est transformé en une ten-
sion continue équivalente polarisée positivement ou
négativement selon le domaine d'excitation, surexci-
tation ou sousexcitation. Cette tension est comparée
a une valeur de consigne; le signal a la sortie du
comparateur est amplifié par deux amplificateurs sé-
parés. Un des amplificateurs, qui traite le courant
statorique inductif, agit, par l'intermédiaire d'un inté-
grateur a temporisation, l'entrée de réglage du régu-
lateur pour diminuer le courant d'excitation; l'autre
amplificateur, qui traite le courant statorique capa-
citif, agit, par l'intermédiaire d'une diode de décou-
plage, sur le régulateur pour augmenter le courant
d’excitation.

3.2.1.3. Limitateur d'angle de déclage interne
(voir fig. 14)

Le limiteur d'angle de décalage interne limite

l'angle de décalage en charge de la machine & une
valeur admissible. La tension de roue polaire et la
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tension de réseau sont transformées en impulsions
rectangulaires et soustraites les unes des autres dans
un amplificateur. A la sortie de cet amplificateur
il y a une suite d'impulsions, dont la valeur moyenne
est proportionelle a 1'angle de décalage interne; 'am-
plificateur de réglage recoit sur son entrée cette va-
leur moyenne. L'amplificateur agit, par l'intermé-
diaire d'une diode de découplage, sur le régulateur
de tension.
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INFORMATIONS TECHNIQUES

1. Régulateur NEYRPIC RAPID (pour la turbine).
2, Reégulateur BBC (pour l'alternateur).
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The influence of self-weight in the stability
of cantilever columns (1 (*")

SUMARIO

Neste artigo o problema do varejamento de colu-
nas em «consolar, considerando a ac¢ao do peso pré-
prio, € revisto e apresentado de forma actualizada
e conveniente para tratamenio numérico. Neste tra-

balho houwve a intengdao de chamar a atengdo de estu- .

dantes que iniciam o estudo de problemas de estabi-
lidade de estruturas reticuladas, para a utilidade da
equacao dos Trabalhos Virtuais numa forma nao li-
near, servindo a coluna como exemplo da sua aplica-
¢do a este tipo de estruturas.

As equagdes gerais sdo deduzidas e aplicadas a
resolugdo do problema do varejamento de dois tipos
de coluna: a de sec¢do uniforme e a de secgdo cir-
cular de parede fina e raio uniformemente varidvel.

NOTATION

A — cross-sectional area (A, a particular value)

' — tapering parameter (g = g'L)

E — Young's modulus

I — moment of inertia of a cross section (I, a
particular value)

L — column length

A —load factor

M — bending moment

P — axial force at any level, positive in tension

P, — Euler buckling load

P, — concentrated load applied at the free end of
the column

p. — non-dimensional parameter characterising P,
(p: = P,.L7/EL,)

p — axially distributed load (p,, a particular value)

p¥ — non-dimensional parameter characterizing the
distributed loading (p* = p, L/EI,)

p — material density

t — thickness of a thin-walled column

X,y — coordinates of the plane of buckling with origin
at the free end of the column

ANTONIO RESSANO GARCIA LAMAS
Eng.® Civil, MSe., DIC.
Assistente do IST

ABSTRACT

The problem of buckling of cantilever columns
considering self-weight loading is revised and presen-
ted in an up-dated approach switable for numerical
solutions. Emphasis is given to the advantageous use
of a non-linear Virtual Work Equation for frame
stability problems; the column treated as an example
of its application serving as an opportunity to ecall
the attention of students to such usefulness,

Basic equations are derived and applied to the
solution of particular types of columns: the constant
cross-section and the uniformly tapered thin-walled
circular cross-section.

z — non-dimensional coordinate (z = x/L)
u,v — displacements in the x and y directions

w, ——normalised ith buckling mode shape (¢, =w,').

Other notation is defined as it arises in the text,

1 INTRODUCTION

In this article are presented some of the theore-
tical and numerical results obtained in a study of
the influence of self-weight in the stability of can-
tilever columns under an applied axial load at the
end.

The study also included the experimental deter-
mination of the buckling load of constant section
cantilever column using centrifugal loading which
appears to have heen the first accurate experimental
analysis of this classic problem. The description of
these experiments is intended to be published at a
later date,

(*) This study was subsidised by Fundacfio Calouste Gulbenkian through the project «Matemdticas Aplicadas 4 Enge-

nharia Civils.
(**) Recebido para publicagio em 3-6-76.
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The influence of self-weight in column design
against buckling is rarely considered, mainly because
normally, in columns with compressive axial loads
applied at the ends, its influence on the buckling load
is relatively small. However, in the case of tall masts
or chimneys and guyed towers, stability requirements
cannot neglect this kind of loading.

Self-weight is not the only practical load that
can be classified as distributed axially. As an exam-
ple and for approximate analytical treatment, Ti-
moshenko [11] also includes in this kind of loading
the variation of compressive stress in the top chord
of a bridge truss.

The buckling of colummns under their self-weight
was first discussed by Euler who, according to Ti-
moshenko, did not succeed in obtaining a satisfactory
result, It was later solved by Greenhill (') in 1881,
as an example of the application of the use of Bessel
functions in a variety of buckling problems, and it
was independently discussed by Jasinsky (*) in 1884.

Also, according to Timoshenko, this problem was
again discussed by Dondorf(?) in 1907 and Griscoff (‘)
in 1930. Timoshenko(*) gives Dinnik [4] in 1914 as
having solved, using Bessel functions, some varying
cross-section cases for which the moment of inertia
and the load p can be represented by

cwf X\ L X
le}—I,(T i ¥

o X )‘l | y
P [x) - p:' (T/ | I'

where I, and p., are the values at the lower fixed end.
The principal results for several values of n and q
are also given by Timoshenko.

The particular case of uniform cross-section and
distributed axial load has been treated more recently,
not only solving the differential equations by the use
of infinite series for several boundary conditions,
but also as an example of application of numerical
iterative methods [2], [3], [8].

This paper will revise this case in detail and
present it in a systematic form.

The buckling of a uniformly tapered constant
thickness thin-walled circular cross-section column
will also be studied. The stability of this type of
column, which is relevant mainly in the field of con-
crete structures with applications to tall chimneys

and off-shore structures, has already been treated by
Gere [5] but only under compressive concentrated
loads applied at the ends. The influence of self-
-weight loading in the buckling of these columns has
not so far been found treated in the literature.

One of the main concerns in the writing of this
paper was to present the governing equations, even
the classic ones, in the most elegant and suitable
way for the consideration of numerical solutions. It
was found that by using a mon-linear Virtual Work
Theorem, as suggested by Brown [1] for frame stabi-
lity problems, this requirement was sufficiently fullfi-
led. For that reason it was decided to include the
derivation of this V.W. equation applied to the can-
tilever column, trying to use the same notation as
in [1] for easier reference.

Basic equations are then derived which will be
necessary for the later study of some particular
cases; also expressions are found that were used in
designing the equipment for the experiments [9] to
be described in another article.

This paper only deals with two-dimensional or
plane buckling problems and throughout a linear elas-
tic behaviour of the material is assumed. In the
displacements involved, considered to be very small,
the deformation due to shear is neglected and the
centre-line of the column is considered to be inex-
tensible.

2. NONLINEAR VIRTUAL WORK EQUATION

+

Figure 1

('} Greenhill, A, G. — Proc. Cambridge Phil, Soc., Vol. 4, 1881.
(*) Jasinsky, F. 8. — «Scientific Papers of F. 8. Jasinsky». Vol. 1, St Petersburg, 1902,
(*) Dondorf, J. — «Die Knickfestigkeit des geraden Stabes mit verlinderlichem Querschnitt und Veriinderlichem Druck,

chne und mit Querstiitzens, Dissertation, Dusseldorf, 1907.
(*)  Grishcoff, N. — Bulletin acad. sci., Kiev, 1930.

(*) The translated works of Dinnik referred to by Timoshenko, [2], do not consider distributed axial loads. Possibly

this kind of load was only treated in the original 1914 paper.
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Consider an element A B of the column repre-
sented in figure 1, in a displaced configuration A'B'’

from an initially straight position (u=0, v=0)
along which a Lagrangean coordinate x is measured
(fig. 2), The components of the internal forces
(P,axlal force positive in tension; M, bending moment;
F, shear) are also taken in the directions of the
undeformed centre-line. The self-weight p dx is fixed
in value and direction.

M -
|
; P
il A M ‘ ﬁ
F JA
dx
pdx
T— B A
B' F+dF ’LH‘C]LI
M+dM
P+dP
=1 "
vedv
Figure 2
For equilibrium PP=—p
F=0

M=Pv’'+F(1+u’)

neglecting second order terms and denoting by a
prime the differentiation with respect to x.

Assuming inextensibility as it is normal proce-
dure in many stability problems in frames

(dx-+du)® + dvi=dx*
Dividing by dx, (1+u')*+v*=1

which solved in order to 1+u’ gives,

1+ u' =V14v"

For small deflexions V' € 1 and the second member
1—=
can be approximated by 1 — —v' hence the usual

expression for inextensibility

-2

W4+— =0 )

SR
|
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Accepting this expression it is possible to neglect

U’ in comparison with unity. In this particular case
as F' = 0, F is constant and zero at the top so that
the equilibrium equations reduce to

P'=—p
(2)
M =PV’

these being the only required relations between the

internal forces and associated displacements (u, v).
The system (P, M, p,P,, 4, V,w,V,...) will be designa-
ted according to [1] by the «equilibrium systemsy.

For any compatible and continuous displacements
u and v, if v' is continuous between ends 1 and 2,
as P and M are also continuous it is possible to
write

a2 2
J ( Pu 4 .\-1\-") = |:Pu + Mv':| o
1 \ 1
1. f {(pu — Pv' V') dx (3)
1

integrating by parts and using the equilibrium rela-
tions.

Designating by A, the vertical displacement of
end 1 associated with the displacement system (u, v)
it follows that

[Pu‘ + M\-'-J = P,

as there is no external applied moment at end 1 and
u=v'=0 at end 2.

Substituting, rearranging and approximating the

2
1

bending moment M by EIV"” equation (3) can be
written as

L L

fpu dx 4+ P&, = [‘EI vy " dx 4

4]
L

-+ fPt:Ll'—!-T'\"} dx (4)

(&)

which has the form of a Virtual Work equation. This
form would be maintained if a moment M, was
applied at end 1 because assuming v'<€1 the rotation
can Substitute the value of v' at that end.

Equation (4) can be seen as a non-linear form of
the usual V.W, Theorem applied to the cantilever
column: the first member represents the work of
external loads on the displacement system (u,v);
the second member is mon-linear in the equilibrium
system.

It will be useful to introduce at this stage the
forms that this equation takes for infinitesimal incre-

ments (u,v) of the displacement system (u,v)
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1. L

-

J puds 4 P, A&, = | EIV" " dx

Ly L
1

: ‘IJIL.J. 4w T " hodx
O

and for increments of both equilibrium and displa-
cement systems

[

I
- - 3
‘ poudy + Pay ‘ Elv v dx 4+
3
w (N

'!.'IL‘J-—+ \.\'I|Ll.\+’|‘\--\l.d\ (i

I.J V]
3. GOVERNING GENERAL EQUATIONS

Brown [1] showed that for frame problems it is
very convenient to use Drucker's definition of stabi-
lity which states: «if the loaded structure is in a
stable condition, any external agency acting upon it
would perforce do positive work on the change of
displacements it produceds.

In order to apply this ecriterium consider the
column in equilibrium under loads p and P in a
displaced configuration (u,v). The main assumptions
refered to in the introduction and the use of a nonli-
near virtual work equation in incremental form like
(6) provide an expression for the work D of load

increments (p, P,), with corresponding variations of

internal forces (P,M=EIv"), in any disturbance (u,v)
from the equilibrium configuration (u,v). Omitting
the bars over the displacements of the equilibrium
system, as they coincide with those of the displace-
ment system, it follows that

1.
D ‘.I-Zii"-'dx—:r‘lﬂiu' Vi de 4
0

- ’ Py dy 71

where EIL is the stiffness at level x,

This expression can be simplified because from
cquation (1) inextensible small increments from a
displaced configuration (u,v) require

4 vy =0

which substituted in (7) gives
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1f v happens te be zero everywhere, as in the per-
fectly straight axial loading case (u=0,v=0), inex-
tensibility is expressed by u =0, and the integrals
represent twice the strain and potential energies
involved in the deformation.

For stability, the quantity D referred to as the
‘stability discriminant’ must be greater than zero:

D > 0 for stability (9)

When there exists a disturbance v for which D = 0
and none for which D < 0, a neutral stability condi-
tion arises. Such displacement shapes in the present
problem are the critical modes. Equation (8) can
also be obtained from minimum total potential energy
[1]. The bueckling condition can then be expressed as

min D = 0 (10)
v
Assuming a proportional loading, consisting of dis-

tributed loads X p (X) and terminal force M\ wI?"].

where p and -1;| are constant with respect to A, the
axial internal force P can be expressed by

1 3} IJ

x
."

where P I ’ pls)dE (11
.l)

and {, x are measured downward from the top of

the column.

For convenience a function ¢ = v' can be introduced
in the expression for D, and if a normalising condi-

tion is imposed on v, a non incremental and therefore
finite function ¢ can replace ¢.

The normalising condition is equivalent to substi-
tuting v by « (¢ = '), obtained by dividing v by
an infinitesimal quantity, and it is useful to consider
it in such a way that

whehe y is an appropriate continuous function chosen
according to convenience and usually positive over
the whole interval 0 < x < Li (a suitable choice for v

can he: y = —P).
Substituting, condition (10) sets up an eigenvalue
problem

li I

1 ..-fl‘ﬁli-)'fdx - P.l P oo? dx 1l (13

»
o] LV
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with an infinite number of positive eigenvalues deno-
ted in ascending order by

Ras: Ry Ko

to which the slopes ¢ of the critical modes », are
related, [1], [6], by

L
A, ==JEI¢:*dx (13)
L8]

if —P is used as the weighting function in the nor-
malising condition,

The minimisation problem referred to in equa-
tion (10) defines an Euler condition expressed by

(EIg ) —Ai, P ¢, =0 (14)
which together with the boundary conditions
¢ (0) = ¢ (L) =0 (15)

provides a way of determining the eigenvalues A,
and eigenfunctions ¢ .

Two practical formulations of this problem for
a given column are of interest in this study:

— find the maximum load P, that it is possible
to apply taking the constant distributed load p
(self-weight) into consideration.

— verify the stability for a given loading system.

The first problem is reduced to the determination of
the load P, for which the smallest eigenvalue A, is
equal to unity; the second amounts to verifying that
the first eigenvalue is greater than or equal to unity.

4. THE IMPERFECT COLUMN

It can be proved, [1], [6], that the eigenfunc-
tions ¢, (or the corresponding buckling modes) gene-

rated by an axial loading system-_ﬁ normalised using
B = —P, are orthogonal in the sense that

L
—{P g, ;ij dx = au (16)
o
(where §,, is the symbol of Kronecker).
The eigenfunctions ¢, (or »,) provide a basis [6]

for approximate expansion of transverse displace-
ments v as a series:

v =1§1 a o (17)
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where the a, can be calculated, using orthogonality,
by the expression

L
uiz_fliv'g.*dx (18)
0

The approximation involved was shown in [1] being
the assumption that everywhere u’ ~ 0, which corres-
ponds to neglect shortening due to bowing, This is
possible for very small displacements.

This property of the set of eigenfunctions (g,
or ;) applies to the possibility of expanding in the
same way any piecewise, twice differentiable func-
tion, satisfying the boundary conditions, In parti-
cular, very small initial imperfect shapes v, can be
expressed in series form:

Yo by (19)

L

with b = — | Pv'd dx
i o'i

w

0

The satisfaction of the boundary condition v! (L) =0
can be expected to be violated by the general small
continuous imperfection, but such singularities will
not be considered.

A column, loaded by a system )\T}, with an
imperfect shape v, satisfying the boundary conditions
and “very small” so that it can be assumed that
u’ ~ 0 everywhere, can be treated expanding v  as
(19), using the eigenvalues and normalised eigen-
functions (\,, «,) generated by A P for the corres-
ponding perfect column. The displaced shape v of
such column under these loads can also be expanded
as (17).

Using, however, a Virtual Work equation in in-
cremental form like equation (5) it is possible, as
will be shown, to deduce a more useful expression
for the expansion of v for the treatment of the
buckling problem of imperfect columns.

For this purpose consider in the construction of
equation (5), the equilibrium system as the loading

system i.e. (Ap, ?\I_’l. AP, M = EI (v”~—v:}, U, ¥,i)
and for displacement system the buckling mode shape
(u, v,) where u; = 0 for inextensibility:

L L

lf? u;dx 4P, 3y =f|—:1(v"_\-o"){-j"dx+

0 0
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Since ft, is constant and zero at the base of the
column, u, = A, = 0. Dividing by the normalising

quantity of {'] it is possible to write

L. L
U=J E1(" — va")w " dx 4 ;.J Pvio’dx  (20)
0 ¢]

Substituting in equation (20) the expansions of v
and v, in terms of o, and using orthogonality the
equation reduces to

Ay (2, —Dby)—Aa =0

Hence the components a, of the displacement shape
are

ll bl
a, -
Ny—
, b, By
so that v = @, — @yt s (21)
A — & Ny — A

When A approaches A, the first term becomes inde-
finitely large. Denoting by §=v(c) the lateral dis-
placement at the top with an initial value §,, its
variation with the load would take the general form
shown in figure 3

"W A S S

Figure 3§

The reference to the imperfect column and these
results were introduced at this stage, not only as
useful for the understanding of the buckling problem
in its practical aspects but also because they were
necessary in designing the details of the equipment
for the experiments already mentioned in the intro-
duction.

5. CONSTANT CROSS-SECTION COLUMNS UNDER
UNIFORM DISTRIBUTED LOADING

In this particular case T= 1, and p = p, where
both I, and p, are constants and equation (14) redu-
ces to

432

EI " —3 P $ =0

.4

where F:l’,—fpud[:.:Pl——pox
0

(omitting the bar over P,).

P, El;- constant

=

Figure 4

The first stability problem formulated in the end
of section 3. Implies now the determination of the
systems (P,, p ) for which A = 1. This problem
involves the solution of the differential equation

I, ¢',— (P,—p, X) ¢, =0 (22)

It is useful to introduce non-dimensional quantities

b
0<z=—<1 P, = (23)
EI
d d
— e
dz dx
which, substituted in (22), give
EI EI p L’
o a ]
i — (p, — z) $,=0
L? EI
d 3 — d
denoting also == P = P,
Simplifying,
¢",—(p,—pP*2) ¢, =0 (24)
p, L’

where p* = —Ei is a non-dimensional parameter

characterising the distributed loading,

The solution of equation (24) is possible using
the method of Frobenius [7] assuming it can be
representeed by an infinite power series of the form:
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T = n+r
¢,=z{aa+ulz—§—a,z"'-|-..}---Zaz (25)

with the a's constants and a_ == 0. Differentiating
and substituting in (24) gives

oC
2 | (rd+n)(r+n—1)a, —(p o,z —
IL:JL'

— p¥a,q) 1z =0

1
o
|

P
I
=

where a_, e

If the series is to vanish for 0 <z <1 the coefficients
of all terms must vanish. Equating coefficients to
zero, the coefficient of the lowest power term pro-
vides the indicial equation

rir—1) =0
with roots r = 0,1, and the higher power terms pro-

vide recurrence relations for determining the coeffi-
cients a, :

a, (r+1) r=0

(r+1) (r+2) a,—p, a,=0

and for n > 3

P, p*
a4 =, .
(r4+n) (r4+n—1) . (r+n) (r4+n—1)

Using the first root of the indicial equation r = 0,
pl au
a, is left indeterminate, a, = 5 and

p}_ p“
B = a_, — a
* n(n-1) "? np-1) "2

for n > 3.

Substituting these expressions into the series (25)
the solution takes the form:

¢, =a, 8 +a z8 (26)

in which

8
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p*
—~————b forn>3
n{n-—71) 8 =

and

Py Py
c=1,¢=0 ¢, =—; ¢c =— m ¢ —
6 ? (n+1)n 2

—_—— for n > 3.
(n+1)n *°* -

Proceeding in a similar way for the root r = 1, a, =0,
and the solution becomes

6, =a, z Bl

This solution is already contained in the solution (26)
and therefore (26) can be used as the solution of
the differential equation (24) and then

¢!, =8, & +a (28, +8)

1

Introducing the boundary conditions,

6, (1) =0: a S (1) +a S (1)=0

and ¢', (0)=0: a &, (0)+a, 8 (0)=0

1e€a, ;lnz b,+ alz ¢,=0 anda,04a;1 =0

ise,, ap =0

This equation relates p, to p* and can be solved using
a linear interpolation method.

From results presented by Dalal [2], a plot of P,
against p* is possible, but it is perhaps more useful
to present it scaling those parameters by a factor
T P, P, p,L p*
— such that —— = ;

4 P e P, T
4 1

4

(see figu-

re §5).
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Figure §

Constant cross-section cantilever column: Relation at buckling between end load and uniform axial load

For the particular case p, = 0, p* = 7.837, in agree-
ment with previous results [10], [12]. An empirical
P, p,L
relation between o and N was attempted by

@ e

Dalal:

P, Pyl Pyl.
— = 10000 —0.2973 | —— | — 0.0052 | ——
P P P
“ o e
Pyl.
— 0.0001 & (27)

[}

with percentage errors smaller than 0.5 9% in the
range of p* used in the plot.

The expression for the slope of the buckling
mode shape in the case p, =0 (p* = 7.837), can be
obtained from

. p*r 4 74
Py=18, 1— %-!Z“'f'ap*? Z“'—EP“ z9+4...) (28)

hence
) p* 4 T4
4= —_—— g2 ] —p* —— T ¥
91 a ( 2!2 Fmp?ﬂ 8 p*3zs 4 ...) (29)
and
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p* 4 T4
= s SN pe—— R ]
w,=a (ct+z 4!:r.4~|-_“p Z 10!p z104...) (30)

where ¢ = — 0.7186 using o, (1) =0.

These expressions can be used to estimate the ma-
ximum post-buckling bending strains (proportional
to ¢) in the testing bars of the experiments men-
tioned in section 1. It is also convenient to point
out the relations between these quantities expressed
in the real coordinate x and the “reduced” coordi-
nate z:

: dg, dé, o, (zL)
§, (z)=0 (2L); —=L——; o, (2)=
dz dx

(31)

6. BUCKLING OF UNIFORMLY TAPERED CONSTANT
THICKNESS THIN-WALLED CIRCULAR CROSS-SEC-
TION COLUMNS UNDER SELF-WEIGHT LOADING

The buckling problem of a uniformly tapered
column can be regarded as an optimising problem,
the simpler case with just one parameter, if formu-
lated as the determination of the taper for minimum
volume subject to a buckling condition. For this
reason this section was primarily intended to be
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included in a study of the problem of optimisation
for minimum veolume of the shapes of thin-walled
columns under self-weight loading but it was thought
to be of interest to relate the obtained results to the
ones for the column with constant cross-zection,

The problem reduces to the solution of the diffe-
rential equation (14), for A, =1 in the interval
0 < x < L,, depending upon the tapering parameter g'.
Although it would be more complicated than in the
case of constant cross-section, the method of Fro-
benius using infinite series could also be applied in
this instance, However, a double-iterative numerical
process was devised, writing the differential equation
in a finite-difference form and using a Rayleigh
method to express the parameter g’, in order to find
simultaneously the slope ¢ and the value of g'.
The main intention of using this method was to
attempt and experiment with a method that could be
used in the solution of the system of simultaneous
differential equations resulting from the optimisation
of a general shape. This method provided accurate
results presented in figure 7 in suitable form for
design purposes.

For a thin-walled circular cross-section of thick-
ness t and mean radius R, varying along the length,
we can write

I~4 t R (32)

and

Figure 6

The values given by expression (32) are smaller
than the correct ones but the proportional error

involved is

For an error smaller than 0.25 9%, for example, it is
sufficient that R > 10 t and the introduction of such
a constraint makes possible the inclusion of this type
of column in the class for which

I~k A2

It will be assumed that the thickness t is constant.
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The variation of the radius with x, can be described
in a uniformly tapered column by R=R_ (1+ g’ x),
where g' will be called the tapering parameter, and
R, is the mean radius at end 1 (see figure 6).

A=A (1+p x)
I=I (1+pg x)8

Hence,

The minimum volume column corresponds to the va-
lue of g' for which

min D* =0 when A =1
o
P, the axial internal force, is due to P, and the
self-weight p, (p = Ap):
X
¥

8
p :;p,—fixpdz=1-’,_..-\Opx(1+?x)

(8]
with p being the material density.

(D* is defined in (13)).

D* = 0, together with

(BI ¢'))—P ¢=0 ¢’ (0)= ¢ (L) =0

provides the necessary equations for the numerical
solution.
Substituting and introducing the same non-dimensio-
nal quantities defined in (23) these equations can be
written

1
([u+mww+[n—wzu+ﬁ%JWIM=o

(33)

[(1 +Bz)3¢ -I —[m—r’*l(l + ‘Z—z)]'r‘=0 G4

A I4d L3
where p = B'L and again p* = ;71 .

Equation (33) can be rearranged to take the form

(8]

Api+pr+Cpg+D=0 (35)
1

where A= fzﬂ ¢'?dz

1
p*
C=3 [ (292 —S-22¢)d2
“U

1
D=j[w+@ﬁmhwﬂdz
V]

For each pair of values of p* and p,, if the shape of
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¢ was known, the value of the reduced tapering
parameter g could be determined solving this equa-
tion. The numerical method used to solve the problem
was based on the introduction of an estimate of the
shape of ¢ in (35) to obtain an approximate value

for . This value was then used with the help of
equation (34) to «improve» the shape ¢. For this
purpose (34) was writen in a central finite-difference
form at N-2 interior points of a mesh of uniform
size over the interval 0 < z < 1. Together with the

15T

N

T-+0O
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Figure 7
Thin-walled cantilever column: Relations between tapering parameter and critical loads
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boundary conditions (d, =g, ; ¢, = 0) this provi-
des N equations on the N values of ¢, allowing the
«improvement» of the shape ¢ using a Gauss-Seidel
relaxation method and a normalising condition for ¢
making at each step ¢, = 1.

This iterative scheme was programmed using a
trapezoidal rule to calculate the coefficients of equa-
tion (35) and Newton's method for its solution.
Uniform meshes of 26,31 and 51 points were used and
the several iterations repeated until the relative diffe
rence in the value of g at consecutive iterations was
smaller than 0.1 %.

The results for p* pg >0 and several values

P
of — —1

between 0. and 3.0 (compressive load)
am

are pres%nted in figure 7 in a convenient coordinate
system.

The values for B obtained with the numerical
method described should be expected to be slightly
higher than the exact ones and convergence was
more difficult when g was very small. A study of
convergence with various mesh sizes for different
values of p* and p, showed, however, that the values
used for the graph can be considered with proportio-
nal errors smaller than 0.5 %.

It was also verified that they closely agree with
those obtained by Gere [5] for p* = 0.

Examples of application of the curves of figures 5 and 7 :

1 — A cantilever column with circular thin-walled
constant cross-section has the following characte-
ristics: L = 60m; R, = 15m; t = 015m;

E—2x10 Nm . From figure 5 or expression

of — between 0. and 3.0 (compressive load)

1T= I
for such a column, the load carrying capacity is
reduced by the self-weight load only in approxi-
mately 3 %.
2 — A similar tapered column from the same mate-
rial and same height and with minimum cross-

TECNICA 439

-section with identic characteristics, is required
to carry a weight on top equal to twice the

buckling load P, =P, = i

. From figure 7,

for Vp*/, = 0.5 and ¢=2.0, g > 0.4 hence, any
radius at the base greater than 2.1 m would be
sufficient.
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Nimero e comprimento de ciclos no espago de estados

de um registo

RESUMO

E estabelecida a equivaléncia entre um registo
geral de deslocamento e um registo de deslocamento,
directo ou invertido. Para estes sdo deduzidos os
possiveis ciclos e férmulas iterativas que permitem
calcular o numero de ciclos com determinado com-
primento.

INTRODUGAO

Considera-se um registo geral de deslocamento
uma estrutura como a da Fig. 1 em que cada andar
representa um atraso de uma unidade temporal ou
uma negacfo além do mesmo atraso.

Tal estrutura corresponde a um conjunto de fun-
coes Booleanas de uma entrada e com atraso uni-
tario ligadas entre si de tal modo que a entrada de
cada andar esteja ligada & saida de outro e cada
saida ligue a uma sé6 entrada de outro andar.

geral de deslocamento [

JOSE ALBERTO BAPTISTA TOME

Instituto Superior Técnico

Centro de Andlise & Processamento de Sinais

ABSTRACT

Equivalences between generalized shift-register
and direct feedback or twisted shift-registers are
established. For a given shift-register length, the
possible cycle lengths and number of cycles are
established by means of an iterative formula.

deslocamento ou a um registo invertido de deslo-
camento com o mesmo numero de andares. Duas
estruturas dizem-se equivalentes se os seus espacos
de estados sio os mesmos depois de uma nova de-
signacao dos estados.

O registo directo de deslocamento (Fig. 2-a)
tem uma composicio semelhante ao geral mas cada
andar é apenas um atraso temporal. Quanto ao re-
gisto invertido de deslocamento (Fig. 2-b) é também

El. i EN

X (t+1)=x(t) ou X (t+1)=x,(t) para qq. i

Fig. 1

E possivel demonstrar que um registo geral de
deslocamento é equivalente a um registo directo de

(*) Recebido para publicagio em 23-11-76,

TECNICA 439

constituido por atrasos em cada andar mas a saida
do ultimo andar é complementada (sem qualquer
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atraso temporal) antes de ser utilizada como entrada
para o primeiro andar.

D, - [ TRL. S—,

(a)

X, (t+1) = x;{t)

D, S E— ]

o}—

(b}

X:lt+l! = xllt!

Fig. 2

REGISTOS DE DESLOCAMENTO, DIRECTO E INVERTI-
DO, COMO ESTRUTURAS INDEPENDENTES

Prova-se agora que qualquer registo geral de des-
locamento & equivalente a um registo directo de des-
locamento se o nimero de negacdes for par e a um
invertido se esse namero for impar.

Considerem-se duas estruturas distintas e res-
pectivos espacgos de estado, em que A e B sdo dois
estados quaisquer sucessivos (A ¢ o antecedente de
B) do primeiro espaco de estados.

Utilize-se uma correspondéncia qualquer entre
estados de um e outro espacgo, em que ao estado A
se faz corresponder A' no segundo espaco de estados
e a B se faz corresponder B'.

Como cada um dos espacos de estado pode ser
descrito pela enumeracio dos seus estados e por um
operador ) que para cada estado acha o seu sucessor
as estruturas sio equivalentes se o sucessor de A’
for B’, ou seja:

ASADYAN—D AN
Assergdo 1
Um registo geral de deslocamento com duas ne-

gacbes € equivalente a um registo directo de deslo-
camento com o mesmo nimero de andares.

Prova:
Considere-se que mo registo geral de deslocamen-

to as negagdes existem nos andares i e j, e veja-se
a representacdo de dois estados sucessivos A ¢ B

440

do espacgo de estados do registo directo de desloca-
mento em que se encontram sublinhados os conteu-
dos dos andares i e j:

Estado A ..a a a

i—1 34 Bipa Bypp By 2 By g By By

Estado B ..a,_,a; ,a;a ., .2, ;a ,a; ,a..

Como regra de equivaléncia entre estados do
espaco do registo directo de deslocamento e do geral
utiliza-se a seguinte:

Ao estado A genérico corresponde um estado A’
em que todos os conteidos de andares entre i e J
sdo complementados incluindo o do andar 1 e
excluindo o de j.

Obtém-se os estados A' e B' correspondentes a
A e B seguindo esta regra:

. (i) F =l S - F e &
Estado A il g _d.i Ay Qg djg djy ‘_tj‘ CINR

T ot 1 R . L A .
Estado B' ..a, 4 .di_} 4 Ay ey Lljj A

Ora o estado B' é exactamente o sucessor de A’
uma vez gue para o registo geral de deslocamento
se tém as relagdes seguintes (se t for o instante
em que & tomado o estado A’).

X, , W= X_ (=8,

(£ =T,

X (t+1) =X
i— i—1

i 1

b (41 =X ) =1
1+1 i 1

Xj__l (t+1) :X_i_g (ty = :;1J._E
X.i {E+1) =X]_1 (t) = aj_1
X. (t+1) =X, (t) = a

j+1 ] ]

0 que prova a assercéo.

Como caso particular tem-se que a assercédo con-
tinua vélida se as negacdes existirem em andares
sucessivos.

Assergao 2
Um registo geral de deslocamento com um nu-
mero par de negaces é equivalente a um registo

directo de deslocamento com o mesmo nimero de
andares.

Prova:

Se o nimero de negacbes é par podem-se consi-
derar em grupos de duas a duas. Entdo para o grupo
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de andares em que o primeiro contém uma das nega-
cdes de um grupo e o ultimo a outra pode-se aplicar
a regra de equivaléncia da assercdo 1, uma vez que
segundo essa regra os Unicos valores modificados
sdo os contidos nos andares entre as negacoes, permi-
tindo assim um tratamento independente para cada
grupo de andares.

Assergdo 3

Um registo geral de deslocamento com um ni-
mero impar de negacdes ¢ equivalente a um registo
invertido de deslocamento com o mesmo namero de
andares,

Prova:

Considere-se um estado genérico A e o seu su-
cessor B no espaco de estados do registo invertido de
deslocamento.

Estado A a, ...a, a o -3

1 i }a &

N—2 In—1 Bn

Estado B ay 8 .8 8.8, .ay ,ay

Considerando agora um registo geral com um
numero impar de negacdes toma-se a primeira ne-
gacdo no primeiro andar por comodidade, o que néo
faz perder qualquer generalidade.

Supondo ainda que das outras negacbes a 1.
estd no andar i e a ultima no j é possivel estabe-
lecer uma equivaléncia entre estados do espacgo de
estados do registo invertido de deslocamento e do
geral, deixando iguais os conteudos de todos os an-
dares o modificando aqueles que estdo entre i e j
conforme as assercgdes 1 e 2.

Em seguida se mostram dois estados sucessivos
A e B do espaco do registo invertido e A’, B’ os equi-
valentes do geral (os andares i e j estdo sublinha-
dos).

A Ay ay g iy
B A a ..a ey A i,
oy iy
1 -
A ay Ay W8 way Ay Ay
[— —
! F a o1 . - :
B! da,a, .4, ellig Ay

B’ é o sucessor de A’, pelo que empregando a regra
descrita se obtém os espacos de estados equivalentes.

Esta assim provado que qualquer registo geral
de deslocamento € equivalente a um directo ou a

um invertido, pelo que sé os espacos de estados destes
dois interessam.
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CICLOS DAS DUAS ESTRUTURAS INDEPENDENTES
Registo directo de deslocamento

Como a realimentacéo é directa e supondo que N
& o nimero de andares, tem-se para qualquer andar:

X, (t+N) = X, (t)

i
0 que obriga a que o maximoscomprimento possivel
de um ciclo seja N.

Além dos ciclos com comprimento N também
aqueles com comprimento igual a um factor de N
(incluindo 1) existem.

De facto se N = K X L. é possivel dividir o
registo de deslocamento em K bhlocos de compri-
mento L.

L L L L
A\ il
e
Kx

Se as configuracgoes dos diversos blocos forem
iguais o comprimento do ciclo serd L (ou os seus
factores) uma vez que o comportamento do sistema
€ o mesmo que o de um registo directo de desloca-
mento de comprimento L.

Numero de ciclos para cada comprimento

Sendo Q, o numero de estados em ciclos de
comprimento L. ¢ C, o nimero de ciclos com o mes-
mo comprimento tem-se:

Q
L

Mas Q ¢ 2L menos o nimero de estados que
pertencem a ciclos com comprimento L' que sejam
factores de L (0o que corresponde & divisdo de cada
grupo de L andares em grupos iguais de compri-
mento L').

Entdo pode escrever-se uma férmula iterativa
para C, :

= onde :

1 se e s6 se i for um factor de L

0 se e s6 se i ndo for um factor de L

—_—
g
I

Esta férmula é sequéncia directa do namero de
estados em ciclos de comprimento L:

L
Q=2 — 3 Q3

)

i

441



Quando a, =o, i nao pode ser comprimento de um

ciclo, logo ndo ha estados a subtrair a 2L. Sea =1
é necessario ter em conta os estados que existam em
ciclos de comprimento i, ou seja Q,.

Veja-se para registos de deslocamento de com-
primentos 1, 2, 3 e 4 os comprimentos e ciclos possi-
veis:

L=1

Comprimentos de ciclos: 1.

Q=2 —0=3 c,=2

L=2

Comprimentos de ciclos: 1 e 2.

Q=8=6=3 c =2
Q2:22_.2:2 =l
L=3
Comprimentos de ciclos: 1 e 3.
Q]=2 G =2
3
Q=2—2=6 c.=2
L=14

Comprimentos de ciclos: 1, 2 e 4.

Q,=2 c,=2
Q2:2 C,__:]
Q,=2—2—32=13 c,=3

Na Fig. 3 pode ver-se o espaco de estados de
um registo de deslocamento de comprimento quatro.

Registo invertido de deslocamento

O comportamento de um registo invertido de
deslocamento com N andares pode ser simulado por
um registo directo de deslocamento com 2X N andares
em que a configuracdo da segunda metade é exacta-
mente o complemento da primeira, para cada possi-
vel configuracdo desta tultima.

a4y dy ...ilx iy dg ...EIN
—

N N
(H)=X, (t) para 1<igN

ou seja X, o

Pelo estudo anterior tem-se entdo que os possi-
veis ciclos siio 2XN e os seus factores excepto os que
sejam simultaneamente factores de N devido & con-

dicdo X, th):Xi (t).
Por outras palavras os comprimentos de ciclos
possiveis L' sdo os que ddo origem a configuracdes

em que o niimero de blocos L' é impar, como se pode
ver abaixo.

L AL L

N ' N

Formalmente como X, (t):5c"i (t) tem-se:

X b =X () e N=KXL +—.
i+ — 2
i+ —

O niumero de ciclos de comprimento L. é entdo:

QL L/E
— . —_— - r
CI‘_T onde : Q =2 =2 Q,.a

Coro)—Cio10)

—

ORI
G~ @ @D

~au

Fig. 8
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em que:

[ L

\ a'=1 sees6bse —=2K+1
i
L

l a',=0 seesdbse —;£2K'+1
i

com K' inteiro

A razido desta formula iterativa baseia-se no
seguinte:

a) S6 existem 2L/¢ estados possiveis para cada
grupo de L andares uma vez que s6 o conteudo da
primeira metade é independente.

b) HA que subtrair os estados ja incluidos em
ciclos de comprimento L'< L, sendo L' um factor
de L.

Mas L' tem que obedecer a:

L
L= —
2K +1

de modo a satisfazer a condicao

X (=X, (t)
= ’
2

num grupo de L andares e:
X L‘(t) — ?(j (t) num grupo de L' andares.

g I
173

Note-se que s6 ciclos de comprimento par exis-
tem neste tipo de estrutura.

Veja-se como exemplo o caso de um registo de
deslocamento invertido de comprimento 3.

Factores de 6: 3, 2 e 1.

Factores de 6 ndo simultaneamente factores de
3:2.

QJ
Q=2—Q,=2—2=6 — C=——=1

6

Q:
Q=2— 0=2 N e P |

2

O espaco de estados é o que segue na Fig. 4.

Conclusdo

Dado um registo geral de deslocamento é possi-
vel, a partir do seu comprimento e nimero de nega-
coes, achar os seus equivalentes gue, ou sdo um re-
gisto de deslocamento directo ou um invertido com
o mesmo numero de andares.

Para estes dois casos sdo entdo achadas formu-

las iterativas que ddo o nimero de ciclos com deter-
minado comprimento.

Vé-se que os registos invertidos de deslocamento
tém ciclos apenas de comprimentos pares e tém es-
pacos de estados com ciclos de comprimento maiores.

ORI T CaaC)

Fig. 4
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CONICAS — Estudo das principais caracteristicas
a partir da sua equagao focalll)

SUMARIO

Analisa-se neste estudo a partir da equag¢ao focal
das cénicas, deduzida com base num foco e numa
directriz genéricos, as suas principais caracteristicas:

Género, direcgies assimpitéticas e assimptotas,
centro, directrizes, focos e distdncia focal, direcgdes
e didmetros conjugados, eivos e semi-eixos, vértices,
invariantes e degenerescéncias, pondo em destagque
a influéncia da excentricidade.

Por ultimo, analisam-se estas caracteristicas
para algumas posi¢ies particulares do foco e da
directriz.

1 — GERACAO DE UMA CONICA., EQUACAO FOCAL

O presente escrito tem por finalidade contribuir
para a divulgacdo do conhecimento das coénicas
pondo em evidéncia, sempre que possivel, a excen-
tricidade, os focos e as directrizes em todas as
Embora de elaboracio
menos simples é uma via de estudo abordada por

caracteristicas analisadas.

alguns autores, e que se saiba, pouco divulgada
entre nés. No que se segue pretendeu ser-se breve
sem deixar de focar algumas propriedades que pare-
ceram de realgar e que o tratamento utilizado faci-
litou pér em evidéncia.

Considere-se uma recta r e um ponto F, gené-
ricos, existentes num plano e referidos a um sistema
ortogonal de coordenadas cartesianas OXY, Fig 1.

[1] — Recebido para publicacio em 10/12/76.

F. PERES RODRIGUES *

SUMMARY

From the focal aquation of the conics, which
is obtained from a generical focus and a generical
directriz, their main characteristics are analysed:

Type, asymptotic directions and asymptotes,
centre, directrizes, focuses and focal distance, con-
jugate directions and diametres, aves and semi-axes,
vertexes, invariants and degeneration, the influence
of the eccentricity being emphasized.

Finally, these characteristics are studied for
some particular positions of the focus and the
directrix.

fig.1

* Especialista do Laboratério Naclonal de Engenharia Civil (LNEC).
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Seja:

nx4+1ly-+p=0
ou (1)
x sen g —y cos g +p, =0

a equacdo genérica da recta r, em que os coeficientes
das duas equacdes estdo ligados pelas relacdes:

n 1 p
o Po-

Y T Lo
(2)

sendo p, a distincia orientada da recta r a origem.
No que vai seguir-se utilizar-se-4 sempre a pri-
meira equacio (1), tendo em atencdo que se se
pretender explicitar o dngulo ¢ e a distincia p 6 bas-
taria ter em consideracdo as relacoes (2).
Considere-se, ainda, um ponto P de coordena-
das (x, y) e faca-se a relacdo g entre a distan-
cia d do ponto P ao ponto F e a distancia d, do
ponto P a recta r, distincias estas consideradas
sempre positivas. De acordo com a fig., 1 seri:

PF d; V{x—x)+(y —y, 2
| — S, _ e =0 (3)
PN dy nx +ly+4p

4 n?

quadrando (3) e ordenando convenientemente, tem-se:

;lnx—ilyfp!- (4)

(X—X Y+ (y—¥, )=
f 1 B+n

ou, desenvolvendo e ordenando em relacdo as incog-
nitas:

(%) = [{1* 4 n*) —n? £2] x*— 2in*xy
(12 4-n?).—12e?] ¥y —2 [(2+n?) X np?] x —
2Ly L Ips? (12
2[(l n%)y, Ip ?’ 1
i 2 e Ty | AN pt] i) <
n*) u!_ ) ¥, —P 13)

A expressido (5), pode tomar a forma matricial:

L x -\ l - l-‘_ 1 ll _\r i -\
o | -Vy v
“Xe. <¥p (T Yr) b
£ l_: n* In np = % 0
3 | x v
1 n?|{
In

o p A ()
Ip  p*. L I J
onde a forma quadratica (5) se apresenta como a

diferenca de duas formas quadraticas, a primeira
com os elementos da matriz funcido das coordenadas

_np

do ponto F e a segunda com os elementos da ma-
triz funcdo dos parimetros da recta r e da rela-
cdo : definida em (3).

Como se sabe, a forma gquadritica (5) ou (6)
define uma cénica em relacdo a qual se irdo deter-
minar algumas propriedades, e denomina-se equacao

focal da cdnica, como adiante se mostrara.

2 — GENERO E DIRECGOES ASSIMPTOTICAS

A eguacao focal (5) pode ser apresentada em
coordenadas cartesianas homogéneas mediante a in-
troducido das varidveis X, Y e T ligadas com as
primitivas pelas relagoes:

X

¥
X=— p=— (7)
T P

e cuja substituicdo em (5) conduz a:

FX, Y, Ty =[(1*+ 0¥ —n? #] X2 — 2 In:? XY |
) — 1222 Y2 —2 (12 + np 2] XT —
— (e

3

y 12 | ;- + 2 | a3
[l oY (50 + ¥,

n*) X
n?) : ey Ip E'-'J. YT (8)
—pretTE=0
Dispensa-se, por evidente, a apresentacio da forma
matricial (6) em coordenadas cartesianas homogé-
neas.

Como se sabe, o género de uma cénica depende
do numero de pontos impréprios que a mesma con-
tenha, nimero esse que poderi ser obtido fazendo
em (8) T=0, dividindo em seguida por X2 e consi-
derando o coeficiente angular m como:

¥
ME
X
resulta:

(Btn?t) —PF2m*—2Ine#m4[(B4n?) —n?s2] =0

(9)

cujas raizes correspondem aos valores dos coeficien-
tes angulares das tangentes 4 cénica nos seus pontos
improéprios, isto €, das suas assimptotas, pelo que a
equacio (9) recebe o nome de equacdo as direcgoes
assimptoticas. A sua resolucido conduz a:

In 24 (12 + n*) y 2—1

m = T (10)

Esta expressio correspondera a 0, 1 ou 2 direccoes
assimptéticas reais e distintas, isto é, a coénica (5)
seri do género elipse, pardbola ou hipérbole, con-
soante for, atendendo a (3):

0 < g <1 (género elipse)
¢ =1 (género parabola) (11)
g > 1 (género hipérbole)
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As condigdes (11) mostram que a relagdo ¢ coin-
cide com a definicdo de excentricidade de uma
conica, pelo que passari a ser designada como tal.

No caso da paribola, em que a excentricidade :
é igual a 1, as expressdes (5) e (10) assumem as
formas particulares:

|

[(x, y) =P x*—2lnxy +n*y*—2 [I? +n?) x,+ np|x—
—2[(B+ Yy, +1p]ly + [P+ %) (x*+y) —p*| =0

e (12)

1
m=——
n

verificando-se que a direcgdo assimptética m, tnica,
é normal & direccdo da recta r (1) considerada na
geracido da coénica.

No caso do género hipérbole, em que a excen-
tricidade : é superior & unidade, as duas direccdes
assimptéticas reais e distintas m, e m, dadas por
(10) tém como direcgdes bissectoras m, e mp, nor-
mais entre si, as duas direccoes obtidas pela expres-

sd0:
- 2
B m:.\/] +.m‘_|_m|\/1_|_m_Z

m ;= 13
¥ T 4
1 = R
\/ —i—m’ 4 \/ m‘1

A substituicdo em (13) dos valores de m, e m, dados
por (10) conduz aos valores:

(14)

verificando-se que estas direccdes bissectoras séo
independentes da excentricidade :, sendo uma a
direcgdo da recta r (1) e a outra a sua direccéio
normal.

No caso das cdnicas do género elipse, <1, as
duas direccbes assimptéticas sfo imaginirias con-
jugadas, mas continuam a ter como direccdes bissec-
toras as direcgtes reais dadas por (14).

Como se sabe a circunferéncia pode ser conside-
rada um caso particular da elipse quando a sua
excentricidade : for nula. Atendendo & definicéo
de ¢ dada por (3) verifica-se que ¢ pode ser nula

em duas hipé6teses, quando d, = PF for nula ou
quando d, = PN for infinita, isto é r seja a recta
1mpr6prla.h do plano. A primeira hip6tese conduz, por
substituicio de = =0 em (4) a:

(x—x,)2+ (y—y)2=0

verificando tratar-se de um caso de degenerescéncia
de uma coénica, mais concretamente de uma circun-
feréncia, num tunico ponto real, hip6tese que sera
abordada mais adiante.

Na segunda hip6tese de d, = PN ser infinita,
o segundo membro da expressido (4) torna-se inde-
terminado por ser simultaneamente : =0 e p = .
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Para levantar a indeterminacéo repare-se que a
expressio (4), atendendo a (3), pode ser escrita:

PN vIFm |
—_— o PR =[R2

(15)

(x—x)+(y—y,)= ITF’[
nx+ly+p

por ser, por definicio de PN (ver fig. 1), igual a
unidade a expressdo entre paréntesis recto qualquer
que seja o valor do parimetro p, e fazendo igual
a R, raio da circunferéncia, o valor constante PF.
Comparando (4) e (15) resulta:

£ (nx +ly + p) £p

= lim
‘/}ﬁ L n? =0, D=10

R =lim
E=0,p=o0 y"rl'-' 4 n?
(16)
De notar que na expressfio (16) os parimetros
directores 1 e n sdo indeterminados, por serem os
da recta imprépria do plano, e que atendendo a (2)

se podia ter escrito:

Rr= lim £ a
E=0,p =00

A consideragdo de (16) em (5) conduz, como
seria de esperar, a expressdo (15).

No caso da circunferéncia, as direccdes assimp-
téticas sdo as direcgdes isotrépicas do plano, isto é,
as direcgdes de coeficiente angular =+ i.

3 — CENTRO

As coordenadas (x, y ) do centro C de uma
conica podem ser obtidas mediante a resolugfo do
sistema de equagdes:

/ 0'1'

(o i ="

éx /(%gs¥0)

() oo =
3y /(Xp»Yo)

em que a funcdo f é dada por (5). Assim, o sistema
de equacoes (17) toma a forma explicita:

(17)

[(1*+n?)—n*e]xy —Ine*y=(1+n? x_4 np &®
(18)

n?) —PBet] yy= (' +n?) y +lpe

—In s, + [(* |

Este sistema de equacdes mostra que o centro

de uma coénica é definido pela interseccio de duas
rectas, cuja resoluciio conduz a:
n & (nxr +1ly,+p)

$ x -+
{l B (RO N (O
(19)
e (nx + 1y _+p)
l.vnry,+ A

(1— %) (124 n?)
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Das coordenadas do centro de uma cénica de-
duz-se que o coeficiente angular da recta definida
pelo centro C e pelo ponto F é dado por

Yo—¥;¢ t

X, —X, n

(20)

sendo independente da excentricidade <, isto é, do
género da conica, e normal a recta r.

No caso dos géneros elipse e hipérbole, isto €,
da excentricidade = diferente da unidade, o centro C,
de coordenadas x, e y, dadas por (19), ¢ um ponto
préprio, pelo que se designam estas cénicas por
centradas.

De notar que em relacio a circunferéncia, aten-
dendo a (16), o centro coincide com o ponto F. No
caso do gémero pardbola, ¢ =1, o centro torna-se,
atendendo a (19) e (20) o ponto impréprio da direc-
cdo normal & recta r, pelo que as pardbolas se
designam por cénicas ndo centradas ou desprovidas
de centro.

4 —FOCOS E DISTANCIA FOCAL

Foco de uma coénica pode ser definido como um
ponto real ou imaginério, de coordenadas (X, Y),
donde as tangentes tiradas a cénica sdo rectas
isotrépicas do plano, portanto, de coeficientes angu-
lares =i, de equagdes:

y—Y = =1 (x—X) (21)
Sendo assim, a substituicio de (21) na equacédo focal
da coénica (5) conduzird a uma equacgfio de 2.° grau,
em X ou em y consoante se elimina entre (5) e
(21) y ou x, cujo binémio discriminante deveri ser
nulo, por condicdo de tangéncia, para os valores
de X e Y que correspondem as coordenadas dos
focos da cénica.

Eliminando y entre (5) e (21) obtém-se a equa-
¢do de 2. grau em X, depois de convenientemente
ordenada em relagdo a4 forma candnica:

¢ [(‘.]"‘ —n?)+ ZIni] xt—2 {[.1 12—12— 11'3;}N f&*lnY

+ (1 + %) x, + enp] 4 [— 2 InX + (2B — P —n?) Y

= "“"') Yet ,11‘] }\ {( 2 —n") {;,\i_\’ﬁ:}_

—2[(B+ 0yt Ip] Y+ (14 n?) (x7 +yf)— 2 p} £

iz{(zﬂl B I_JN\ - ”'-‘ { "').\r i :‘"'Ip] X}i:l]
(22)

De notar que a consideragdo dos sinais mais ou
menos incide apenas nos coeficientes das partes ima-
ginarias dos parametros em causa.

A anulacdo do binémio discriminante da equa-
cdo (22), por ser uma expressio imagindria, conduz
a um sistema de 2 equacdes de 2.° grau em X e Y,
desaparencendo a ambiguidade de sinal atrfs refe-
rida
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(1—e) (B+4n?) (X2—YY) 4 2[(22—12—n?) X,—

—eflny — 2np] X+ 2[2Inx — (*n?— 12 —n¥)y +
e S * f o
Fe2lp]lY - [(FLn?) (_xr'-' _\'I_‘-'_n —
~e2(P—n) (xP+ v 22 pnx —1y)]=0
f = f o2
1 (23)
(1 —e&) (1P + n*) XY + [— s“lli}‘r- (s* 11‘-‘——1‘311‘-')_\}—
—2np | X[ —P—1P—n?)x —2lny —2np] Y+
np] X +[(¢1* — 1 —P—n%)x_ ¥; pl
[BIn(x2+yv)-+H (P4 nY)xy
S £

—p (Ixf oy )] =0
em que a 1.* equacio se refere 4 anulagdo da parte
real e a 2. equacAo a anulacdo do coeficiente da
parte imaginaria do binémio discriminante de (22).
A resolucdo do sistema (23) podera ser obtida
tendo em consideracdo que cada uma das equacgdes
se pode transformar numa soma algébrica de duas
parcelas, sendo cada uma destas um produto de
dois binémios e havendo nesta transformacio apenas
quatro binémios diferentes. Assim, o sistema (23)
serd equivalente ao sistema (24):

(X X) (A=) Bt X— (P +n?—e ]+
Fent) — (Y —y) [(1— ) (-0t Y -
— (et y ] =0

(24)
(X—x ) [(1 —¢) (' +nf) Y —(B+n?r? P —
— @)y ] —~(F—y L —¥) P07 X—
— (B4 n?— P - 2n?) xfi 0

tornando-se agora facil a obtencdo das suas rafzes
reais, pela anulagio simultinea de dois pares de
binémios criteriosamente escolhidos e que conduzird
as coordenadas dos dois focos reais da cénica (5):
‘) :2 A S L N
[ | Zne(nx +1ly +p)
= | X, =x,+- =X,
= (1 — %) (1* 4+ n?)
& . ) (25)
2]¢ mxr + l}'r - p)

=y, + =Y.
£ (1 —9 (12t nY it

b5

l -

Verifica-se assim que um dos focos obtidos coin-

cide com o ponto F que serviu para a geracio da

conica em 1.1, e que o centro da cénica, dado

por (19) é o ponto médio do segmento definido

pelos dois focos (25), que se passario a designar
por F e F’, pelo que se poderd escrever:

X tx,=2x,

(26)
Ye+Yo=2Y,

sendo este segmento normal & recta r (1).

A anélise das expressdes (25) mostra que nas
conicas dos géneros elipse e hipérbole, : =1, os dois
focos sdo pontos proéprios, coincidindo ambos com
o centro no caso da circunferéncia, : = 0, e que no
género pardbola, : =1, um dos focos é o ponto
impréprio da direccio normal & recta r (1), tal como
se tinha verificado jA em relagdo ao centro, pelo
que a pardbola tem um tnico foco a distdncia finita.
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Denomina-se distdncia focal de uma cénica cen-
trada, a distincia entre os seus focos, e semi-distin-
cia focal a distincia do centro a um dos focos. As
expressoes (19) ou (25) permitem calcular o valor
da semi-distincia focal f, que serd dada por:

B ezlnxf+1y!+p| an

ILHwIVFZE?

visto ser, por defini¢fio, um valor ndo negativo.

A andlise desta expressio mostra que a semi-
-distdncia focal f é diferente de zero para as cénicas
do género elipse e hipérbole, : £ 1, anulando-se para
a circunferéncia atendendo a (16), e se torna infi-
nita para as cénicas de género pardbola, ¢ = 1.

5 — DIRECTRIZES

As directrizes de uma cénica podem ser defi-
nidas como as polares dos focos em relagio a
conica.

Duma forma geral, a polar de um ponto em
relacio a uma cénica é a recta lugar geométrico
dos conjugados harménicos do ponto dado em rela-
c¢do aos pontos em que a cénica é cortada por uma
secante genérica passando por esse ponto.

Demonstra-se que em coordenadas cartesianas
homogéneas, a equacgdo da polar dum ponto
P (X, Yp, T,) em relacdo & cénica (8) é dada por:

AR aF aF
X T =0 (28)
PaxX PayY PaT
2 aF OF
sendo , —— & as derivadas parciais de (8),
aY AT
dadas por:
13F e+ —n'e)X—leY—
OX ety 4npe] T
1 hmoXm—BeY—
29Y o [(l'! i n-]) }.f_‘_ ]!.‘ E""j T
1R [(*4+ x4 np et X —
29T '

— [+ )y, +1p €] Y +

FIE 0 2y —pre] T (29)

As substituicies em (28), dos valores dados
por (29) e das coordenadas cartesianas homogéneas
do foco F (X,, Y, T,), conduzem, depois das conve-
nientes ordenacdes e simplificagies e consequente
passagem a coordenadas cartesianas (7), & equacéio
da directriz:

nx+ly+p=20 (30)

que se verifica coincidir com a recta r (1) conside-
rada na geracio da cénica (5) ou (8).

As substituicdes em (28), dos valores (29) e das
coordenadas cartesianas homogéneas do 2.° foco F,
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tendo em atengfio (26), conduzem, depois das con-
venientes ordenacdes e simplificagbes e consequente
passagem a coordenadas cartesianas (7), & equacdo
da 2.* directriz r’:

2 (nxl+lyf+p) -
1—:2 (31)

nx+ly+p —

verificando-se serem as duas directrizes (32) e (31)
paralelas entre si e afastadas de:

_ 2|nx +ly,+p| (32)

|1—2 | ViTo

distincia § esta ligada com a semi-distincia focal f
(27) pela expressio:

8= 28 (33)
g2

A andlise da expressio (31) mostra que em
relagdo a parabola, ¢ = 1, a 2.* directriz r’ é a recta
imprépria do plano, podendo-se agora afirmar que
as coénicas do género pardbola tém um foco F e
uma directriz r a distdncia finita ou prépria, e um
foco F' e uma directriz r’ a distdncia infinita ou
imprépria.

Para que a expressio (5) represente todos os
pontos da cénica serd necessdrio, que a cénica de
excentricidade : gerada a partir do foco F' (25) e
da directriz r’ (31) temnha a referida expressio (5)
como equacfo definidora.

Assim, designando por p’, o termo independente
de (31), ou seja:

2(nx, +1y +p)
p":p.__ ! y‘ P {34)

1—¢?

tem-se, de acordo com a fig. 2 e atendendo ao
exposto em 1.1;
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d'1 VTx_xfu)2+(y_YIl)2
i >0  (35)
d nx+1y+p’

a

V IEFn®

Substituindo em (35) os valores de x,, e y,, dados
por (25) e o valor de p’ dado por (34), quadrando
e ordenando convenientemente resulta a expressdo
(5), o que prova representar esta expressdo, com
toda a generalidade, qualquer coénica e todos os
seus pontos.

Do exposto se infere que uma cénica fica bem
definida se forem dados a sua excentricidade, um
foco e uma directriz.

A analise conjunta das expressées (1), (25),
(31) e (33) mostra que, para uma mesma conica:

— sfo iguais as distdncias entre os focos e as
directrizes que lhe estdo associados;

—mnas conicas género elipse, ¢ <1, os focos
ficam compreendidos entre as directrizes,
coincidindo aqueles e estas para =0, em
que a elipse toma a forma particular de uma
circunferéncia com centro no foco comum e
tendo por directriz comum a recta imprépria
do seu plano, por serem infinitos os termos
independentes de (30) e (31):

lim 2 (nx,+ly +p)
=0,p=w T i
L} 1—:z2

1+:® nx, +1y
=— lim p —2 lim—1t " =
E=0,p=0c 1—¢? i=o 1—¢

"

—nas conicas género hipérbole, ¢ > 1, as direc-
trizes ficam compreendidas entre os focos,
sendo no caso particular de :=+/ 2, hipérbole
equildtera, a distincia entre os focos dupla
da distincia entre as directrizes;

—em todas as conicas a recta contendo os
focos e o centro € nmormal A direcgdo comum
da directrizes.

6 — DIRECCOES E DIAMETROS CONIUGADOS

Dada uma direcgdo definida pelo seu coeficiente
angular m, diz-se didmetro duma cdnica conjugado
com essa direccdo, o lugar geométrico dos meios
das cordas da conica que sdo colineares com a
direccdo dada.

Demonstra-se, a partir desta definicdo, que o
didmetro conjugado de uma cénica com a direccdo m
€ dada pela equacdo diferencial:

of of
—+tm—=0 (36)
ax ay

a qual tendo em consideracdo (5) conduz a recta:
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a1y

In e m—[(2+ n?) —n? &)
[(12+n*) —]m—In s

[(12+n?)y,+1p e]m - [(F-Ln?)x, +np 2|

[(124n?) —12em—In e

(37)

Designado por m’ o coeficiente angular do dia-
metro conjugado (37) com a direccdo m, tem-se:

In 22 m — [(I? + n?) — 0% &}

’

(38)

[(E+n)—raim—In:
ou:
(12 +n%) — 12 mm' — In & (m 4 m')
(B4 n?) —n*2] =0 (39)

o que prova, dada a simetria desta expressio em
relacdo as direccdes m e m’, que estas sdo conju-
gadas uma da outra, pelo que a equacido (39) se
denomina equacdo as direccdes conjugadas.

De notar que o valor do coeficiente angular m’
(38) ¢é independente das coordenadas dos focos,
dependendo apenas da excentricidade e da direccgéo
comum das directrizes da conica.

As condigdes (17) sdo solucdes particulares da
equagdo diferencial (36), o que mostra que todos
0s diametros conjugados com uma dada direccdo m,
passam pelo centro da cénica. O mesmo se conclui-
ria, verificando que as coordenadas do centro (19)
da coOnica satisfazem a equacdo (37).

No caso da circunferéncia,: — (), a expressio
(39) reduz-se a mm’'+1=0, o que mostra que as
direccoes conjugadas s@o sempre normais entre si.

No caso das conicas do género parabola,: — |
as expressoes (37) e (38) assumem, respectivamente,
os valores particulares:

1 (12+n2j(xt+myf)+ p (Im+n)
Y="X- (40)
n n(nm—1)

m=— (41)

o que prova que a direcgdo conjugada m’ de uma
dada direccdo m, ¢ constante e independentemente
desta, sendo normal a direccio da directriz r e con-
tendo como ponto impréprio o centro da pardbola.

7—EIXOS E ASSIMPTOTAS

Duas direccoes conjugadas dizem-se principais,
quando forem normais entre si, e os didmetros que
lhes estdo associados recebem o nome de diametros
principais ou eixos da conica. A perpendicularidade
das direccbes conjugadas obtém-se fazendo em (39):

Y = e e (42)

donde resulta:
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1n m*—(lF—n’)m—In = 0 (43)

esta expressio mostra que as direcgbes principais
de uma coénica apenas dependem da direccdo das
suas directrizes, sendo independentes da excentrici-
dade e das coordenadas dos focos.

A resolucdo de (43) da:

1
Sl W= (44)

o que mostra serem a direccdo das directrizes e a
direccAo normal, as duas direccdes principais de
uma coénica.

No caso particular da circunferéncia, : =0, todas
as direccoes conjugadas sdo direcgdes principais,
pois, como se viu em 6, todas as direccdes conju-
gadas sido normais entre si.

Sendo os eixos de uma cénica os seus didmetros
principais, que passam necessariamente pelo centro,
as suas equacdes de definicdo serdo dadas por:

¥—¥, =m (x—ix.)
(45)
y—y,=m,(x—x))

substituindo nestas equacdes os valores de (x,Y¥,),
m, e m, dados, respectivamente, por (19) e (44)
resulta, finalmente:

nx, +ly, +
nx+ly+p—+y?:—p =0 (46)
Ix —ny —Ix +ny, =0 (47)

A equacdo (46) refere-se ao eixo paralelo as direc-
trizes e simétrico em relacdo a estas, denominado
eixo conjugado, devendo como verificacdo, o seu ter-
mo independente ser igual & média arimétrica dos
valores de p e p’ dados por (34), donde se tem:

p+p B nx, + Iy, +p o
2 =P 1—:

A equacfio (47) refere-se ao eixo mormal as direc-
trizes e verifica-se facilmente que passa pelo foco F,
e como passa obrigatoriamente pelo centro, passara
pelo outro foco F’, denominando-se assim eixo dos
focos ou eixo transverso.

Em relagio & circunferéncia, : =0, a equa-
¢do (46) reduz-se 4 equacio (47) e como o foco F
coincide com o centro, pode afirmar-se que qualquer
recta passando pelo centro da circuferéncia é simul-
taneamente eixo conjugado e eixo transverso, o que
conduz, portanto, & sua indeterminacéo.

No caso das coOnicas de género parabola, : = 1,
as expressbes (46) e (47) mostram que o eixo con-
jugado se torna a recta improépria do plano e o
eixo transverso passa pelo tnico foco a distancia
finita e é normal a directriz prépria.
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As assimptotas de uma cénica sdo, como se sabe,
as rectas tangentes Aas cdnicas nos seus pontos
impréprios, e passam obrigatoriamente pelo centro
da cénica. A andlise conjunta das equacgdes as direc-
coes assimptoéticas (9) e as direcgdes conjugadas (39)
mostra que estas equagdes se tornam iguais quando
for m = m’, pelo que se pode definir as assimptotas,
também, como os didmetros conjugados com a sua
propria direcgdo. Assim, poder-se-i escrever, aten-
dendo a (10):

_ et @+4n)yeE—1

(I* 4 n?) —12¢?

Y=Y (x—x) (49
ou, ainda, tendo em consideracéo (19):

et @4y -1

(1‘2 - 112] — l‘J e‘l

Y—¥, (x—x4)—
(50)
e2l(l—)FnyeE—1]
= (nx+ 1y, +p)
(22 —1) [(1 4+ n?) —12 e

A andlise conjunta das equactes (49) e (50)
das assimptotas mostra que as cénicas do género
hipérbole, : > 1, tém duas assimptotas reais e distin-
tas, as conicas do género elipse, : < 1, sdo despro-
vidas de assimptotas reais sendo estas para a circun-
feréncia as rectas isotrépicas passando pelo centro,
e as coénicas do género pardbola, ¢ =1, tém duas
assimptotas coincidentes na recta imprépria do plano.

8 — VERTICES E SEMI-EIXOS

Os vértices de uma cénica sio definidos como
os pontos de encontro dos didmetros principais ou
eixos com a cénica. As coordenadas dos dois vértices
existentes no eixo conjugado obé&m-se resolvendo o
sistema de equagdes (5) e (46), o que permite
escrever:

e(n5—1—1\/1—5“)(“:4-1}'14‘[’)
1 — &9 (12 9
. A=)t m) -
e(net 1y T—¢)(nxg+ly+p)
(1—¢&) (1®+4n?

St o

e(ne—1yT—¢g)(nx;+ly,+p)

(1—e) (1*4n?
v, e (52)

e(le—ny 1T —¢)(nxg 1y, +p)
(1 — &) (12 4 n?)

X, =%+

Yo =¥+

A anilise destas coordenadas mostra que nas
nas conicas do género hipérbole, > 1, estes vértices
sfo dois pontos imaginérios, do género elipse, ¢ < 1,
sdo dois pontos reais e préprios, e do género paré-
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bola, : = 1, sdo dois pontos impréprios coincidentes
e correspondentes & direccdo normal & directriz r.

As coordenadas dos dois vértices existentes no
eixo transverso obtém-se a partir da resolugdo do
sistema de equagdes (5) e (47), a qual permite
escrever:

ne(nxg 4ly; +p)
X=Xy + 1 ;
(1 —¢) (I 4 n%)
v, (53)
Le (nx + lyg +p)
T e e— e
(1 —¢) (I*+n?)
ne(nxg + lyg 4+ p)
X=X ——————
(1+¢€)*+n)
v, | (54)
le(nx,+ly, +p)
R S —
LA 1+ &) (1*+4n?)

A anilise destas coordenadas mostra que os
dois vértices correspondentes ao eixo transverso, sdo
dois pontos reais e préprios para as conicas dos
géneros hipérbole e elipse, ¢ 71, e que nas coénicas
do género parabola, : =1, o vértice V, se torna o
ponto impréprio do eixo transverso sendo real e
proprio o vértice V, e de coordenadas:

n(nx, +1y,+p)
b S —

ot 2 (124 n?) T

1 (nx,+1y,+p)
2 (124 n?)
(55)

No que se refere a circunferéncia, t=0ep = o,
as coordenadas dos quatro vértices, tendo em consi-
deracdo (16) e (2), tendem para os valores:

1

—=X,=— ¥, =Y, =— R=R cosa
V IF+ n?
(56)
n
—¥,=¥,=—X,=X,=— R=R seng
a =y

o que permite afirmar, dada a indeterminacdo de
1 e n no caso particular da circunferéncia (ver 2),
que quaisquer quatro pontos perrencentes a dois
didmetros normais entre si podem ser vértices da
circunferéncia, diimetros esses yue poderdo ser in-
distintamente considerados como eixos conjugadn e
transverso.

Define-se semi-eixo de uma cénica o médulo da
distinecia entre o centro e um dos seus vértices.
Assim haverd um semi-eixo conjugado referente aos
vértices existentes no eixo conjugado e um semi-eixo
transverso referente aos vértices existentes no eixo
transverso.

Atendendo a definigdo dada e aos valores das
coordenadas do centro da cénica (19) e dos vér-
tices da mesma (51), (52), (53) e (54), tem-se para
semi-eixo conjugado:
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ejnxg +lye +p|
(57)

9=
VIT—2(E+nd)

e para semi-eixo transverso:

g|nxy +ly, 4+ p|
t= (58)

[t—e |y F+m

considera-se, ainda ,a relagio dos semi-eixos:

t 1
—_— — (59)
q

VIT—&]

A andlise conjunta das expressdes (57), (568) e
(59) permite afirmar que em relagdo as conicas do
género elipse, : < 1, os dois semi-eixos existem e o
semi-eixo transverso é sempre maior que o semi-eixo
conjugado; no caso particular da circunferéncia, os
dois semi-eixos se tornam iguais ao raio R. Para as
conicas do género hipérbole, : > 1, embora os vér-
tices referentes ao eixo conjugado sejam pontos
imaginarios, existem os dois semi-eixos, sendo o
semi-eixo transverso maior que o semi-eixo conju-
gado para \V 2 > : >1 (hipérboles achatadas), igual
para ¢= V 2 (hipérboles equiliteras) e menor para

¢ > V z (hipérboles alongadas). Para as conicas do
género parabola, : = 1, os dois semi-eixos tornam-se
infinitos, embora a férmula (59) indique que o semi-
-eixo transverso é um infinitamente grande de ordem
superior em relacio ao semi-eixo conjugado.

A formula (59) permite expressar a excentrici-
dade em funcgio dos semi-eixos; para as cénicas do
género elipse, tem-se:

t 1 yi—g*
—_——— e  ——— (60)
q Va—¢) t

e para as cOnicas do género hipérbole, tem-se:

¢ 1 VETE
—_— = > S — (61)

q 1/_57-'___1- t

A consideracfo simultanea das férmulas (27) e
(58) permite relacionar a semi-distAncia focal f, o
semi-eixo transverso t e a excentricidade g, por:

f=¢gt (62)

donde poder afirmar-se que a semi-distincia focal é
inferior ao eixo transverso para as elipses, ¢ <1,
nula para a circunferéncia, ¢ = 0, infinitamente
grande equivalente ao semi-eixo transverso no caso
das parébolas, ¢ =1, e superior ao semi-eixo trans-
verso para as hipérboles, ¢ > 1.

De (60), (61) e (62) resulta, para as cénicas
do género elipse:

2=t —q (63)
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e para as conlcas do género hipérbole:

£ = 2 4 g (84)

9 — INVARIANTES E DEGENERESCENCIA

Certas relagdes dos coeficientes das equacdes de
uma cénica conservam o seu valor, independente-
mente da posicdo do sistema de eixos comsiderado,
essas relacies denominam-se invariantes das conicas.
Esta afirmacdo implica que nas equacdes definidoras
da coOnica se igualem os coeficientes dos termos
em X! ou em Y-

Designando a equacio genérica de uma coénica
pela forma quadratica completa:

Ax?*+ 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey - F =

=[xy1ll] A B C T =0
B C E v
D E F 1
(65)

verifica-se que sfo invariantes da coénica relativa-
mente a um sistema de eixos fazendo entre si um
angulo 0, as trés seguintes relagdes:

N A+C—2B cos o

invariante linear I 3 (66)
sen? O
B:—AC
invariante quadréitico I, =———— (67)
= sen?p
1 | ABD \
invariante cibico 13=—2 ‘ BECE
s DEF |
(68)

Se o sistema de eixos considerado for ortogo-
nal, os trés invariantes tomam a forma particular:

I,=A+C (69)
I,=B*—AC (70)
I,=|A B D| (71)
B CE|
DEF|

A comparacdo da equacdo (5) com a equagho
(65) permite escrever a relacio entre os coeficientes
homoénimos:

[ A= (B +n¥)—n?c

l B——In¢
C=(1+n?)—1¢
D = —[(I*+ n?) x; 4 np &*] (72)
E=—[B+nY)y, +1p ¢

| F=0+0) (x2+y) —pe
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Substituindo nos invariantes (69), (70) e (71)
os valores dados por (72) obtém-se:

L =(24n?) (2—e (73)
= — (1! +n?)2 (1—¢Y) (74)
Iy =i—* (12 + n®p? (nx,+ ly, -} p)* (75)

O invariante linear I, dado por (73) mostra que
o seu valor € positivo para cénicas com a excentri-
cidade ¢ < V 2, isto é, para todas as elipses incluindo
a circunferéncia, para todas as pardbolas e para as
hipérboles achatadas, nulo para as hipérboles equila-
teras, traduzido pela simetria dos coeficientes de
X! e ¥ ou anulagio simultinea, e negativo para as
hipérboles alongadas.

O invariante quadratico I, dado por (74) anula-
-se para as conicas do género parabola, estando o
seu sinal ligado ao género da coOnica, positivo para
as conicas do género hipérbole e negativo para as
conicas do género elipse; de notar que este inva-
riante assume valores simétricos para a circunfe-
réncia, : = 0, e para o hipébole equilitera, ¢ = VvV 2.

O invariante cibico I, € sempre negativo para
qualquer género de cénica, anulando-se para os casos
de degenerescéncia. Uma coOnica diz-se degeneres-
cente quando a equagho que a define pode ser
decomposta num produto nulo de duas formas linea-
res, o que acarreta a anulacio do seu invariante
cibico I,, ou seja, do determinante (71) ou (75)
associado a coénica.

A anulagdo do invariante I, pode dar-se quando
for nulo ¢ ou nx; + ly, + p, pois I + n? por definigéo,
nio se pode anular. Analisa-se em separado, as duas
hip6teses possiveis.

1.* Hipdtese =10

Esta hipétese, consoante o valor do terceiro
factor de (75), desdobra-se em:

a) nx +ly +pz£ow

a equaclo (5) da cénica assume o valor particular,
depois de simplificada:

(x—x )+ (y—y,)?=0 (76)

mostrando que a coénica degenera num ponto real
coincidente com o foco F, e também, de acordo
com (19) e (25) com o centro e o outro foco. Este
caso de degenerescéncia ¢ independente das posi-
cbes das duas directrizes, que sdo rectas préprias,
podendo até serem coincidentes e como tal conterem
o préprio foco, isto é o ponto real correspondente
a4 degenerescéncia.
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b) nx, +ly +p=w=

Neste caso o valor do invariante Ia torna-se inde-
terminado, e atendendo a (16), o levantamento de
indeterminacio conduz a:

e(nxptly,+p)
g=—(B4n?) | lim ——— -
V12 L n?

I

— (12 4 n?* R* (77)

o que prova tratar-se de uma circunferéncia de
raio R, como se tinha ja visto em 2, nio sendo
portanto, um caso de degenerescéncia, a nao ser
quando o raio R se anule, caindo-se assim na
alinea a).
2. Hipdtese nx, +1ly, +p=0

Esta hipotese, que se traduz na existéncia do
foco sobre a directriz, considerada na equacgio (5)
da conica, permite depois das convenientes opera-
coes, escrever:

(B —n*e] (x—xP—2In e {x —%;) (y —yy)
R4 n?) — 12 (y—y,)t=0  (78)

mostrando que o foco pertence a propria degeneres-
céncia da conica.

A expressio (78) pode ser transformada num
produto nulo de duas formas lineares, pelo que se
pode substituir pelas duas expressbes equivalentes:

(P +n%) —1 & (y —yy) —

n?) & —1](x—x,) =0

— [ln & 4-(12
(79)

(12 + 0% — 1 ¥(y — o) —
—[neg—@E4+n) ya—1](x— %) =10

o que permite afirmar que a conica degenera em
duas rectas concorrentes no foco F, rectas estas que
coincidem com as assimptotas indicadas em (50)
quando nela se introduz a hipétese formulada. Por
outro lado, esta mesma hip6tese considerada nas
coordenadas (25) do foco F’, nas coordenadas (19)
de centro, e nas coordenadas (51), (52), (53) e (54)
dos wvértices, conduz a coincidéncia de todos estes
pontos, desde que £ 1.

A anilise das expressdes (79), tendo em aten-
¢Ao o valor da excentricidade, permite considerar
05 casos particulares seguintes:

a) 0#g <1

As duas rectas tornam-se imaginarias, embora
cruzando-se no foco real F, que seri a degeneres-
céncia das conicas do género elipse; no caso de : — ()
as duas rectas sfo as rectas isotrépicas passando
pelo foco considerado.

454

B #=1:

Neste caso, as duas rectas (79) reduzem-se a
duas rectas coincidentes, de equacio:

n(y—y )—x—x,)=0 (80)

que passam pelo foco F e sdo normais a direc-
triz r (1), degenerescéncia, portanto, das cbnicas do
género parabola.

¢) §3>11

As duas rectas (79), degenerescéncia das conicas
do género hipérbole, sdo reais, cruzam-se no foco F
no qual coincidem também o centro, o foco F’ e os
quatro vértices, e sAo bissectadas pela directriz
(ver 2).

10 — POSIGOES PARTICULARES DO FOCO
E DA DIRECTRIZ

A equacdo foeal (5) da conica e as expressdes
definidoras das caracteristicas estudadas assumem
aspectos particulares para determinadas posigdes do
foco e da directriz considerados em 1; serdo anali-
sadas a seguir seis posicbes particulares.

10.1 — Directriz qualquer e foco na origem
Este caso particular implica que seja:
X, =y, =0
pelo que a equacdo focal (5) se reduz a:

(B+4n?)—n?e?]x?—21Ine xy + [(IBF+ n%) — 12 s?y?—
—2np e x—2p ey —pred=0 (81)

No caso particular da parabola, (12) ou (81)
reduzem-se a:

IFxi-2 Inxy + n*y:—-2 npx—2 lpy—p'=0 (82)

e para a circunferéncia, em que é ¢ =0 e p=oo,
serd, atendendo a (16):

Xt + y? =R (83)

visto que, como se sabe, os focos e o centro coin-
cidem.

A equacdo as direcgdes assimptéticas (9) man-
tém-se, por ser independente das coordenadas do
foco.

As coordenadas do centro (19) passam a ser,
para as conicas centradas:
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[ np g*

(84)
Ip &*
y "TY—
4 (11— (I*--nYy
¢ o segundo foco, atendendo a (26):
xr,=2 X,
(85)
_\.l" == Z}IH
A semi-distancia focal (27) serd dada por:
&(p
it t= — (86)
|1 —e| ¢ 12t n?

A segunda directriz (31) sera definida pela equacdo:

1} g*

nx +ly—p ——=0 (87)

1—¢?

e a distincia entre as directrizes dada por:

2ip|
= = (88)
|1 —s?| V12 +n?

A equacado as direcgdes conjugadas (39) man-
tém-se, por ser independente das coordenadas do
foco, sendo a equacdo do didmetro conjugado (37)
com a direcciio m, em relacdo as conicas centradas
dada por:

In & m — [(I* 4 n?) —n? e
y= X+
[(P+n2) —12e?] m —1In¢?

pe(lm -+ n)

(89)
(124 n?) —122) m—1Ine
e em relacdo a parabola (40), dada por:
1 p(lm+n)
y=—xt— (90)

n n(nm-—1)

A equacdo as direccbes principais (43) man-
tém-se, reduzindo-se as equacdes dos eixos conju-
gado (46) e transverso (47), respectivamente, as
expressoes:

g2
nx+ly—p —=0 91
=P (91)
Ix—ny =0 (92)

tornando-se o eixo conjugado (91) a recta impropria
do plano para as cénicas do género paribola.
As equacgdes das assimptotas (50) reduzem-se a:

TECNICA 439

Inet= (B4 ny) Y &£ —1
(12 —n% —12

petll(l—el) Fn 1]

= (93)

(2 —1) [(*+~n¥) —1*

As coordenadas dos quatro vértices (51) a (54)
das conicas centradas assumem os valores:

pe(ne 1y 1 —¢& pi(le—ny1—¢)
v, X, = .
(I — ) (I*+n?) (1 —¢&) (F+n?) |
(94)
pe(ne 1y l—sf) pe(le +-ny 1 —e¢)
V,_. X, = Y. =
L =) (B+n? P d— (1 nd) |
(95)
np £ Ip &
Vs X, = (Y=
(1 —¢) (124 n?) (1—e¢) (2+n?)
(96)
7 np Ip s
Y, X, = : y,= _
W (1 4¢) (121 n?) (1-+¢)(P+n?Y)

(97)

sendo para a pardbola, o Gnico vértice préprio o V,
(55) de coordenadas:

np Ip
Vi X Ee————— Y= ———— (98)
) 2 (12 4 n?) 2(12 4 n?)

Os semi-eixos conjugado (57) e tranverso (58)
serdo dados pelas expressdes:

elpl
e (99)
V1T =+ nd

¢lpl
t= (100)
[L—e| Y (FFnd

Os invariantes I (73) e I, (74) mantém-se e o inva-
riante I3 (75) reduz-se a:

l,=—p?e (P4 n¥? (101)

Os casos de degenerescéncia tratados em 9 assumem
as posicdes particulares:

1.* Hipbtese :=0:

a) p# o«
x2+yz=i0
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origem das coordenadas.

2." Hipotese p=0:

A conica degenera nas duas rectas (79) que
assumem os valores particulares:

By ye—1x=20
(102)

(124 n?) —12 22 y — |In

BBy —P ¢ v — [l & = (1" + 07) Ve —1|x=0
a) OGZ£egl:
as duas rectas (102) tornam-se imaginéarias cruzan-
do-se na origem, ponto de degenerescéncia das coni-
cas género elipse.
b) «=1:
as duas rectas coincidem com a recta Unica:
ny —Ix=0 (103)

que passa pela origem, e se torna a degenerescéncia
da parabola;

¢) &>l

as duas rectas (102), degenerescéncia das coOnicas
do género hipérbole, sfo reais e concorrentes na
origem.

10.2 — Directriz paralela ao eixo OY e foco qualquer

Este caso particular implica que seja n=1 e 1=0
ou seja, para equacéo da directriz:

x+p=0

pelo que a equacdo focal (5) se reduz a:

(1—e?)x*+ y2—2(x +pe?) x — 2y, v+ l‘i +yi—pie)=l)
(104)
podendo tomar a forma:
B Xg+pe] e
X—— .
§ 1—g (¥ —¥e I
e -=1 (105)
Elx+p # g% Hpl ®
|1 — g2 VI1—é|

na qual estdo postas em evidéncia as coordenadas
do centro (19) das coénicas centradas:

T Y,=VY, (106)
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¢ os semi-eixos transverso (58) e conjugado (BH7):

(107)

correspondendo o sinal positivo as cénicas do género
elipse e o sinal negativo Aas coOnicas do género
hipérbole.

Para as conicas do género parabola a equacgéo
focal (5) ou (104) reduz-se a:

Y2 — 2 (%, V(XY —p) =0
ou (108)

(G —p) ="

pIx—2y

(¥ =¥ )F— 28— P) %+
funcio univoca em relacdo a variavel x.

No caso particular da circunferéncia, a equacéo
focal (105) reduz-se, atendendo a (16), a:

(X — % P (v — v =R (109)
A equacdo as direccoes assimptoticas (9) re-
duz-se a:
m* =41 — %) =10 (110)
cuja resolugao conduz a:
(111)

Mgy ==} \/ e2—1

valores reais e distintos para as conicas do género
hipérbole e nulo para as cénicas do género paréhbola.

As coordenadas do segundo foco (25) serdo
dadas por:

_tl 4+ x4 2 pog?

X ¥ = Vg {1121
0 : =52 :
1 —¢?
¢ a equacdo da segunda directriz (31), por:
2%+ (L4 p
X——=0 (113)

1—¢&t

relativamente as conicas centradas, tornando-se ele-
mentos improéprios para a pardabola.
A semi-distancia focal (27) toma a forma:

&% +pl
f= (114)
|1 —¢g?
e a distancia entre as directrizes (32), a forma:
2% +pl
fj==—

[1—¢g?|

(115)

A equacdo as direcgdes conjugadas (39) reduz-se a:

mm' 4 (1 —%) — 0 (116)
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e a equacido do diametro conjugado (37) com a
direccdo m, assume o aspecto:

g22—1 / X+ p &t
s e L B
m 1 —z2

para as coénicas centradas, no qual foi posto em
evidéncia a sua passagem obrigatéria pelo centro
(106). Este diametro torna-se numa recta paralela
ao eixo OX:

(117)

X, +p
y=——+y,
m

(118)

para as parébolas.
Os eixos conjugado (46) e transverso (47) serédo
dados, respectivamente, por:

=2
X=—7—"—- ; y=Y

(114)
1—¢?

sendo paralelos aos eixos coordenados.
As equacdes das assimptotas (50), reduzem-se a:

a4

y—y=+VE—T1(Ex—x)+——(x+p)
V=1

(120)

As coordenadas dos quatro vértices (51) a (54)
das coOnicas centradas assumem os valores:

xxtpe e(x¢+p)
xl=x2=-— ylzyl_—
1—¢? V1—¢
E(Xetp) Xxetpe
Y,=¥, X, =
y1—¢ 1—z:
X,—pE
X = ——— Y=Y, =V, (121)
14«

0 Unico vértice préprio da parabola é o V  (55) de
coordenadas:

X,—p
K St Ny Yy (122)
2
Os invariantes (73) a (75) reduzem-se a:
h=2—¢ lL=&—1 L=—¢(+p)\ (128)

Dos casos de degenerescéncia merecem referéncia
especial o da hip6tese de x,+p=0 que conduz as
duas rectas seguintes:

Y—y,==* ¢ &1 (x—x,) (124)

reais e concorrentes no foco para as hipérboles,
reais e coincidentes, y=y,, para as parabolas, e ima-
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ginarias concorrentes no foco (degenerescéncia) para
as elipses,

10.3 — Directriz paralela ao eixo OY e foco na origem

Este caso particular obtém-se do tratado em 10,2
fazendo-se x,=y,=0, e pode considerar-se como um
dos que conduz a expressdes mais simples.

Assim, ter-se-4, para equacio focal (104) da
conica:

A—)x?fyt—2petx—plet=0 (125)
que pode tomar a forma:
N p L
b, e
L 1 —z2 ¥e
. = | (126)

| 2 ]*" T

na qual se evidencia a abcissa do centro (106) das
conicas centradas, existente no eixo OX:

p &
(127)

] —e2

e 08 valores (107) dos semi-eixos transverso e con-
jugado, respectivamente:

” ilp|
VI1—e|

elpl
t=— 1 g
11—

(128)

Para as parébolas a equacio focal (108) re-
duz-se a:

ViE—2px—pi=0 (129)
e para a circunferéncia, atendendo a (109), a
i = RE (130)

A equacio as direcgoes assimptéticas (110)
mantém-se; as coordenadas do segundo foco, serfio:

2 ple?
X, = : y;a:O (131)
1—s2
e a equacdo da segunda directriz (113), sera:
14 ¢
X — p=0 (132)

— ¢t
para as conicas centradas, e elementos impréprios
para a pardbola.

A semi-distincia focal (114) e a distdncia entre
as directrizes (115) tomam a forma:

e|p 2|p|

= B
1—¢?

(133)
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A equacdo as direccdes conjugadas (116) man-
tém-se e a equacdo do diametro conjugado (117)
com a direccdo m, reduz-se a:

21 P2
iy ik

(134)
m

para as coOnicas centradas, e a recta (118) paralela
ao eixo OX:

y=—_+y, (135)
m

para as pardbolas.
O eixo conjugado (46) das conicas centradas,
paralelo ao eixo OY, é dado por:

(136)

sendo o eixo transverso, para todas as coénicas, o
eixo OX.
As equacdes das assimptotas (120) reduzeme-se a:

VE=T x+ (137)

+

yeE—1

As coordenadas dos quatro vértices (121) das
conicas centradas, assumem os valores:

¥,=y,=0 (138)

1—:¢ 14-¢
0 unico vértice proprio da parabola é o V, (122) de
coordenadas:

_— p —
WS A

(139)

Os invariantes (123) serdo dados por:

Ij=2 2 [y=#¢*—1 [;==—e¥p? (140)

O caso de degenerescéncia tratado em 10.2,
unico que merece referéncia especial, p=0, conduz
as duas rectas:

(141)

que sao reais e concorrentes na origem (foco) para
as hipérboles, reais e coincidentes com o eixo OX
para as pardbolas e imagindrias concorrentes na
origem (degenerescéncia) para as elipses.
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10.4 — Directriz paralela ao eixo OY e centro na
origem

Este caso particular, um dos mais vulgares no
estudo das cénicas obriga a que as coordenadas do
foco F gerador sejam:

X —p e ¥y ]

g (142)

para que se anulem as coordenadas (106) do centro.

A consideracido de (142) em (104) e (105), caso
particular tratado em 10.2 e do qual este se pode
considerar um ecaso particular, permite escrever a
equacao focal da seguinte forma:

a

(1 — @) xtfy?—prai(l — %) =0 (143)

ou, ainda:

X yE

=1 (144)

EIpIE [elplVTI==TF

sendo, portanto, os semi-eixos (107) transverso e
conjugado, dados por:

t=—3|pls gq=:|plyYT1I—¢ (145)

As conicas do género pardbola, por serem des-
providas de centro, ndo tém definicdo propria neste
caso particular, dada a impossibilidade daquele ponto
ser a origem das coordenadas.

A equacdo da circunferéncia (109) toma a for-
ma (130).

A equacdo as direcgdes assimptoéticas (110) man-
tém-se. O segundo foco (112) passa a ter as coorde-
nadas:

(146)

X,y =—X =p &

f yp=0

e a segunda directriz, a equacéo:
x—p=0 (147)

A semi-distancia focal (114) serd dada por:
f=¢|p| (148)
e a distancia entre as directrizes, por:
§=2|p| (149)
A equacdo as direcgdes conjugadas (116) man-

tém-se, e a equagdo do diametro conjugado (117)
com a direccdo m, passa a ser:

£f—1

y=——x
m

(150)

Os eixos (119) conjugado e transverso coinci-
dem, respectivamente, com o0s eixos coordenados
0OY e OX.
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As equacgdes das assimptotas (120) reduzem-se a:

y =+ VeE—1 x (151)
ou sejam, duas rectas concorrentes na origem e
simétricas em relacdo aos eixos coordenados.

As coordenadas dos quatro vértices (121) das
conicas centradas, assumem os valores:

x,=0 V,;=—Y¥,=pty 1—:=

xl
X,=—X =p: y3=y4=0 (152)

Dos invariantes indicados em (123) apenas é
diferente o terceiro, dado por:

ly=—prer (1 —:%)2 (153)

O caso de degenerescéncia tratado em 10.2 re-

duz-se aqui as duas assimptotas indicadas em (151),

reais e distintas para as hipérboles e imaginarias e
concorrentes na origem para as elipses.

10.5 — Directriz no eixo OY e foco qualquer
Este caso particular poderid ser analisado consi-

derando em 10.2, p=0. Assim as equacdes focais
(104) e (105) reduzem-se a:

(1—) v —2x, x—2 v, v (x2 v, ) =0 (154)

Xr 2

X—
—el My — v 12
1 - LY Yel

e 23 =1

[ €| x| :lz [ £ xq | —|:-.
1—e ==

estando, nesta, postas em evidéncia as coordenadas
do centro (106) das cénicas centradas:

e, a:

(155)

%3
S —- Yo=Yy (156)
e os semi-eixos (107) transverso e conjugado:
£ x¢| Ef xg |
t= =5 4= (157)

[T—7]

Para as conicas do género pardbola, a equacgdo
focal (154) reduz-se a:

V2% x—2y Y+ (52 v ) =0 (188)

ou:

(v —ye)—2x X Hxf2 =0

No caso particular da circunferéncia, a equacéo
focal (154) degenera na expressdo (76) reduzindo-se
ao foco.
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A equaclio as direcgdes assimptéticas mantém
a forma (110).

As coordenadas do segundo foco (112) tomam
os valores:

(160)

para as conicas centradas, tornando-se elementos
improprios para as parébolas.

A semi-distancia focal (114) e a distancia entre
as directrizes (115) serdo dadas por:

2| x| 2| x4

—_— _ (161)
[1—¢? |1 — 2
A equacdo as direcgdes conjugadas (116) man-
tém-se e a equagdo do diaAmetro conjugado (117)
com a direccdo m, serd dada por:

g2—1 Xg
e — (162)
YT ( = i‘-’)
para as conicas centradas, e por:
X¢
y=——-+y, (163)
m
para as conicas do género parabola.
O eixo conjugado (119) assume o valor:
x{
K= (164)
1—¢?

mantendo-se o eixo transverso (119).
As equacdes das assimptotas (120) reduzem-se a:

X1

Ve—1

y—y, =y &1 x= (165)

As coordenadas dos quatro vértices (121)
assumem os valores:

Xg L Xy
X =X, = V. =y, —
1 2 12 1 1 \/l——.*
EXy Xg
Y=y t— X, = (166)
V‘ 1 == 1—£
53
N 14 Y, =¥, =Y,
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0 unico vértice proprio da pardbola é o V (122) de
coordenadas:

xf
(187)

Os invariantes (123) I , @ I:z mantém-se e o inva-
riante I, toma a forma:

(168)

Iy £ X"

O caso de degenerescéncia (124) mantém-se.

10.6 — Directriz no eixo OY e foco no eixo OX

Este caso particular pode obter-se do anterior
fazendo y‘=0. Assim, as equacdes focais (154) e
(155) reduzem-se a:

(169)

Fr i P P | 8
(1 — x4y 2%+ x* =0

=1 (170)
1 2

sendo as coordenadas do centro (156) das conicas
centradas dadas por:

y,=0 (171)

e os semi-eixos transverso e conjugado dados por
(157).
Para as coénicas do género pardbola, a equacgéio
focal (158) reduz-se a:
Y—axx+x=0 (172)

Para o caso de : =0, circunferéncia, a equacéo
focal (169) degenera em:
(X=X )4y =0 (173)

reduzindo-se ao foco.
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A equacdo as direcgdes assimptéticas mantém
a forma (110).

A ordenada do segundo foco (159) anula-se,
mantendo-se a sua abeissa e também a equacio da
segunda directriz (160); estes elementos, foco e
directriz, tornam-se improprios para as pardbolas.

Mantém-se a semi-distincia focal, a distancia
entre as directrizes (161) e a equacio as direccdes
conjugadas (116), sendo a equacdo do didmetro con-
jugado (162) com a direcgdo m, dada por:

#—1 X,
y= Xx— ) (174)
m ;
para as conicas centradas, e por:
xl’
y= (175)
m

para as conicas do género paribola.

O eixo conjugado (164) mantém-se e o trans-
verso passa a coincidir com o eixo OX.
As equacoes das assimptotas (165) reduzem-se a:

/753 s
y=ye—lut —— (176)
V" gd ,_,j
As coordenadas dos quatro vértices (166) e

(167) mantém-se com excepcdo das ordenadas y, e
y, que se anulam.

Os invariantes I e I2 dados por (123) e I, dado
por (168) mantém-se.

Além do caso de degenerescéncia dado por (173),
merece referéncia o que corresponde a x,=0, e que
conduz as duas rectas:

ek ST 4 (177)

reais e concorrentes na origem para as hipérboles,
reais e coincidentes com o eixo OX para as para-
bolas e imagindrias e concorrentes na origem (dege-
nerescéncia) para as elipses.
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Resumo dos Artigos publicados na «Técnica» n ° 439
Ano LIl - Margo 1977

C. D. U. 530.12:513.75/.77
M. ABREU FARO
CARTAS DE TRANSFORMACAQO EM RELATIVIDADE RESTRITA
Técnica N.” 430 — LIl — 3-1977, p. 369 a 381

Este ¢ o ultimo de uma série de trés artigos sobre a
Transformagio de Lerentz publicados na «Técnicas.

No primeiro apresentou-se um método geométrico de
obter a referida Transformagdo. Mo segundo procedeu-se ao
estabelecimento e interpretagéo fisica da Transformagdo de
Lorentz a partir dos conceitos de velocidade relativa e dessin-
cronizagao relativa.

Neste udltimo artigo e na base dos resultados apresen-
tados nos dois primeiros, procede-se ao estsbelecimento de
cartas de transformagéo que permitem uma transcrigio ime-
diata da cinematica observada num dado referencial para
aquela que lhe corresponde e tal como se observa noutro
referencial de inércia.

Ver-se-4 que a partir dai & possivel introduzir um critério
de ordenagdo de acontecimentos no espago-tempo dos dois
referenciais em termos tais que esses ordenamentos se con-
servam na Transformagdo de Lorentz.

C. D. U. 624.07[012.4]2
J. M. MADEIRA COSTA
BETAO NORMAL REFORCADO COM ARMADURA METALICA
Técnica N.° 439 — LIl — 3-1977, p. 383 a 398

Neste estudo apresenta-se uma visdo geral, mas integrada,
do dimensionamento de secgdes a flexfio, sbordando sucessi-
vamente: — o dominio de ac¢io do material; estudo da fissu-
ragdo; formulas gerais de dimensionamento por tensdes de
seguranga; comportamento dindmico; definigio da relagdo con-
veniente entre a armadura passiva e a armadura activa; anélise
da deformagdo, definicdo de secgdo econdmica, analise da
situagdo de rotura: consideragbes finais.

C. D. U, 621.374.33

L. T. MAGALHAES
M. P. O. RICOU

Técnica N.° 439 — LIl — 3-1977, p. 399 a 406

ALGORITMO PARA OBTER UMA MAQUINA SEQUENCIAL
FINITA ESPECIFICADA POR EXPRESSOES REGULARES

Meste artigo sdo apresentados e demonstrados algoritmos
para maquinas de Mealy e de Moore com qualquer nimero
de terminais de saida e qualquer numero de simbolos em
cada terminal. Os algoritmos utilizam a igualdade de expres-
sbes regulares ou a semelhanga de expressdes regulares.

C. D. U. 621.50:621-514:621-519:621-52:621.311.2:621.316.72
JOSE LUIS DE OLIVEIRA PAULO

CONTROLO DE ENERGIA NUMA CENTRAL
HIDRO-ELECTRICA

Teécnica N.” 439 — LIl — 3-1977, p. 407 a 425

Este artigo, baseado num relatério de estagio feito na
central hidroeléctrica de Sisteron, no sul de Franga, descreve
sucintamente os sistemas de controlo de energia neste apro-
veitamento. Primeiramente é feita uma descrigdo geral do
aproveitamento hidroeléctrico de Curbans Sisteron. Apds uma
serie de consideragbes tedricas sobre controlo de energia,
referem-se as cadeias e os drgfos de controlo da central de
Sisteron.

C. D. U. 624.131,531.6
ANTONIO RESSANO GARCIA LAMAS

A INFLUENCIA DO PESO PROPRIO NA ESTABILIDADE
DE COLUNAS EM «CONSOLA-

Técnica N.” 439 — LIl — 31977, p. 427 a 437

Meste artigo o problema do varejamento de colunas em
«consola=, considerando a accdo do peso proprio, € revisto
e apresentado de forma actualizada e conveniente para trata-
mento numérico. Neste trabalho houve a intengdo de chamar
a atenglo de estudantes que iniciam o estudo de problemas
de estabilidade de estruturas reticuladas, para a utilidade da
equacéo dos Trabalhos Virtuais numa forma nfo linear, ser-
vindo a coluna como exemplo da sua aplicagéo a este tipo
de estruturas.

As equagdes gerais slo deduzidas e aplicadas & resolu-
cdo do problema do varejamento de dois tipos de coluna:
a de secgdo uniforme e a de secglo circular de parede fina
e raio uniformemente variavel.
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Synopsis of articles published in «Técnica» n.° 439
LIl — March 1977

C. D. U. 621.50:621-514:621-519:621-52:621 .311.2:621.316.72

IOSE LUIS DE OLIVEIRA PAULO

CONTROLE DES SYSTEMES D'ENERGIE DANS UN ENSEMBLE
HYDRO -ELECTRIQUE

Técnica N.” 439 — LIl — 3-1977, p. 407 a 425

This paper, reprinted from a trainee report done in the
hydro powerstation of Sisteron, in the south of France,
shortly describes the power control systems in that powers-
tation. First a general description of Curbans/Sisteron plant
is presented. They are introduced several theorical considera-
tions about powercontrol and at last the main regulating circuit
elements are described.

C. D. U. 624131 511 6
ANTONIO RESSANO GARCIA LAMAS

THE INFLUENCE OF SELF-WEIGHT IN THE STABILITY
OF CANTILEVER COLUMNS

Técnica N.” 438 — LIl — 3-1977, p. 427 a 437

The problem of buckling of cantilever columns considering
self-weight loading is revised and presented in an up-dated
approach suitable for numerical solutions. Emphasis is given
to the advantageous use of a non-linear Virtual Work Equation
for frame stability problems; the column treated as an example
of its application serving as an opportunity to call the atten-
tion of students to such usefulness.

Basic equations are derived and applied to the sclution
of particular types of columns: the constant cross-section and
the uniformly tapered thin-walled circular cross-section

C. D. U. 530.12:513.75/.77

M. ABREU FARO
TRANSFORMATION CHARTS IN SPECIAL RELATIVITY
Técnica MN.” 439 — LIl — 3-1977, p. 369 a 381

This is the last of a series of three articles on the
Lorentz Transformation, published in «Técnicas.

In the first article, a geometric method to determine this
Transformation was presented. In the second, and on the basis
of the concepts of relative velocity and relative desynchroni-
zation, the Lorentz Transformation was physically established
and interpreted.

In the last article, and upon the results presented in the
first two, transformation charts are established which allow an
immediate transcription from the kinematics observed in a
given inertial frame of reference to the one which corresponds
to it and exactly as it can be observed in another frame.

It will be seen that, henceforth, it will be possible to
introduce a criterium for ordering the events occuring in the
space-time of the two frames such that this order is main-
tained in the Lorentz Transformation

C. D. U. 624.07[012.4]2
I. M. MADEIRA COSTA
NORMAL CONCRETE REINFORCED WITH STEEL
Técnica N.” 433 — LIl — 3-1977, p. 383 a 398
I This paper is dealing with a general study of reinforced
concrete (Classe |V), prestressed concrete (Classe 1), and
reinforced concrete with prestressing tendons (Classe |11),

regarding members sustaining both bending and direct axial |
load.

C. D. U. 621.374.33

L. T. MAGALHAES
M. P. O, RICOU

ALGORITHM FOR THE DETERMINATION OF A FINITE
SEQUENTIAL MACHINE SPECIFIED BY REGULAR
EXPRESSIONS

Técnica N.° 439 — LIl — 31977, p. 399 a 406

In this paper we state and prove algorithms for Mealy
and Moore machines with any number of output terminals
and any number of output symbols at each of the output
terminals. The algorithms use equality or similarity of regular
expressions
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Ano LIl — Marco 1977

C. D. U. 62137433
IOSE ALBERTO BAPTISTA TOME

NUMERO E COMPRIMENTO DE CICLOS NO ESPAGO
DE ESTADOS DE UM REGISTO GERAL DE DESLOCAMENTO

Técnica N.” 43¢ — LI| — 31977, p. 439 a 443

E estabelecida a eguivaléncia entre um registe geral de
deslocamento e um registo de deslocamento, directo ou inver-
tido. Para estes sd@o deduzidos os possiveis ciclos e férmulas
iterativas que permitem calcular o nimero de ciclos com
determinado comprimento.
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C. D. U, 513.51/55:513.517
F. PERES RODRIGUES

CONICAS. ESTUDO DAS PRINCIPAIS CARACTERISTICAS
A PARTIR DA SUA EQUAGAO FOCAL

Técnica N.” 439 — LIl — 3-1977, p. 445 a 460

Analisa-se neste estudo a partir da equagdo focal das
conicas, deduzida com base num foco e numa directriz gene-
ricos, as suas principais caracteristicas:

Género, direcgdes assimpléticas e assimptotas, centro,
directrizes, focos e distincia focal, direcgbes e diametros
conjugados, eixos e semi-eixos, veértices, invariantes e dege-
nerescéncias, pondo em destague a influéncia da excentrici-
dade.

Por ultimo, analisam-se estas caracteristicas para algumas
posigdes particulares do foco e da directriz.




Synopsis of articles published in «Técnica» n.” 439
LIl — March 1977

C. D. U. 513.51 /55:513.517
F. PERES RODRIGUES

CONICS MAIN CARACTERISTICS FROM THEIR FOCAL
EQUATION

Tecnica N, 439 — LIl — 3-1977, p. 445 a 4680

From the focal equation of the conmics, which is obtained
from a generical focus and a generical directrix, their main
characteristics are analysed

Type. asymptotic directions and asymptotes, centre, direc-
trixes, focuses and focal distance, conjugate directions and
diametres, axes and semi-axes, vertexes, invariants and dege-
neration, the influence of the eccentricity being emphasized

Finally, these characteristics are studied for some parti-
cular positions of the focus and the directrix

C. D U 621.374.33
JOSE ALBERTO BAPTISTA TOME

NUMBER AND LENGTH OF CYCLES OF A GENERAL
SHIFT-REGISTER

Técmica N. 439 — LIl —3-1977, p. 439 a 443

Equivalences between generalized shift-register and direct
feedback or twisted shift-registers are established. For a given
shift-register length, the possible cycle lengths and number
of cycles are established by means of an iterative formula.
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University of California Direccdo Provincial dos Servicos de Geologia e
Minas
— BOLETIM DEL CEMENTO PORTLAND
Instituto del Cemento Portland Argentino __ CEMENTO HORMIGON
— BOLETIM GTH — COURRIER CERN
Gabinete Técnico da Habitacdo da Camara Muni-
cipal de Lisboa — COLLECTION
Czechoslovak Academy of Sciences
— BOLETIM
Sociedade Geol6gica de Portugal — DYNA

Asociacion de Engenieros Industriales de Espafia
— BOLETIM INFORMATIVO IRANOR

Instituto Nacional de Racionalizacion y Norma- — EL ESTARO Y SUS APLICACIONES
lizacion Tin Research Institute

— BOLETIM DA ELECTROQUIMICA E CORROSAO — ELECERICITE DE FRANCE
Instituto Nacional de Investigacio Industrial Direction des Etudes et Recherches
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— ELECTRICIDADE — PORTUGAL - ALEMANHA

Empresa Editorial Electrotécnica Edel, Lda. Camara de Comércio e Indystria Luso-Alema

— ENDEAVOUR — REVISTA DE CIENCIAS BIOLOGICAS
Imperial Chemical Industries Limited Universidade de Lourenco Marques

— ESTUDOS — REVUE LANDIS E GYR (EDITION ELECTRI-
Banco Fomento Nacional CITE

— ESTUDOS, NOTAS E TRABALHOS —REVUE D'IENA

Servigo de Fomento Mineiro
— REVUE SIEMENS
— ELECTRICAL COMMUNICATION Siemens Antiengesellschaft
International Telephone and Telegraph Corporation

— REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
— ECONOMIC REVIEW

Camara de Comércio Luso-Britanica — LA REACHERCHE AEROSPATIALE
Office National d'Btudes et de Recherches Aéros-
— FUNDICAO patiales

Associacao Portuguesa de Fundicao

— REVISTA DE METALURGIA
Cenim - Centro Nacional de Investigaciones Meta-
Iirgicas

— FUNDEXPORT
Fundo de Fomento de Exportacao

— GEOTECNICA

. — RAIL INTERNATIONAL
Revista da Sociedade Portuguesa de Geotécnica

Association Internationale du congrés des chemins
de fer et de L'Union Internationale des Chemins

— INFORMES DE LA CONSTRUCCION o

Instituto Eduardo Torroja

— ION — REVISTA TECNICA SULZER

Sindicato Nacional de Induastrias Quimicas — REVISTA DANFOSS

— INDUSTRIA DE MOCAMBIQUE

AssociagAo Industrial de Mogambique — REVISTA. AGRONOMICA.

Sociedade de Ciéncias Agronomicas de Portugal
— LA HOUILLE BLANCHE

Société Hydrotechnique de France — TECHNIQUES FRANCAISES (BATIMENT TRA-
VAUX PUBLICS URBANISME)
— LES NOUVELLES DE LE.I.B. Services Economiques de L’Embassade de France
—METALLURGIA AND METAL FORMING — TECHNIQUES FRANCAISES (INDUSTRIE DE
National Association of drop Forgers and Stampers METAUX)

Services BEconomiques de L'Embassade de France

— MACHINE TOOL REVIEW
— TECHNIQUES FRANCAISES (TRANSPORTS)

— NOTICIARIO DOS ELASTOMEROS Services Economiques de L'Embassade de France
du Pont
— TECHNIQUES FRANCAISES (CHIMIE GAZ
— ONU (CHRONIQUE MENSUELLE) PETROLE BIENS DE CONSOMMATION)
Service de I'Information de 1'Organization des Services Economiques de L'Embassade de France

Nations Unies
— WORLD HEALTH ORGANIZATION PUBLICA-

— O PROPULSOR TIONS
Sindicato Nacional dos Oficiais da Marinha Mer- World Health Organization
cante
— WISSENSCHAFTLICHE ZEITSCHRIFT
— PRELO DER HOCSCHULE
Imprensa Nacional - Casa da Moeda Architektur und Bauwesen Weimar
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Publicidade com critério,

Anuncie na
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[BENIED

REVISTA DE ENGENHARIA DA ASSOCIACAO DOS
ESTUDANTES DO INSTITUTO SUPERIOR TECNICO

PRECOS

ENCADERNADO . . . 625%$00
PLASTIFICADO . . . 587$50

DESC. 10°/, AOS ASSINANTES



