Pederiamos admitir outra situacfo:

Que na superficie em movimento P (r,t) apenas
exiba velocidade tangencial

Vi

Nestas condicdes as relacdes (5b) ainda sfo
validas e como

v,.n=0 (57)

reduzem-se as condi¢des fronteiras para os corpos
em repouso:

nX[H] = J, (58 a)
nxX[E] =0 (58 b)
n.[D] = p, (58 ¢)
n.[B]=0 (58.d)
n.[y]=0 (58 e)
ap
n.fJ]-}-V!.J:‘_‘{‘ ?‘:0 (58 1)
*
&= »

Uma vez que os resultados obtidos e constantes
de (56) se suportaram nas leis de transformacéo
das densidades de carga e de corrente superficiais
para um deslocamento segundo a velocidade v nor-
mal & superficie, a generalizacdo para v=£v exige
alguma reflexdo.

A fim de esclarecer este assunto consideremos
8 (x.y,% t) e nesse referencial um plano paralelo ao
eixo dos zz animado de movimento de translacio
de velocidade

ve, (59 a)

Seja n a normal a esse plano no ponto P (x,
¥,z t).
Seja
a=<(ne) (59 b)

pelo que
n = cosq €, + seng e, (59 ¢)

Trabalharemos com a Transformacgio Especial

de Lorentz pelo que se identificarfo:
eL.=e, e'}, =e, ef.=e, (59d)
Admitamos sobre esse plano uma densidade de
carga superficial p. e uma densidade de corrente

superficial J, resultante de uma integraco de J e o
numa espessura )\ segundo n.

42

De acordo com a atitude tomada na seccio 4,
teremos que no instante t=0 e no referencial
S (x, v, 2,1t) se observa uma normal

n’ = cosg’ €', + seng’ e'y (59e)

no ponto P (x',y'z,t) do plano transformado.

As distribuicées J* e p’ conducentes a J's e ,o‘l
resultardo de uma integracio na espessura )\ se-
gundo n‘, sendo facil concluir que

N sen o’ cos o'
PRI — = v (591)
A Sen o COS o

Assim e atendendo a (8):

Ve =Y [T PV] N/ (60a)

r, =3, N/ (60 b)

Vo = T N/A (60 ¢)

Pls =Y [,,s_‘_zuu N/A (60d)
C

Posto isto partamos das condigées fronteiras
para Ccorpos em repouso:

wX[H] =J, (61a)
. (D] = p’u (61h)

Esta condicdes desdobram-se em:

cosg' {H'y] —seng’ [H' ] =X, (62a)

cosg’ [H',] = -—-J'sy (62Db)

seng’ [H' ] =T (62 c)
acrescidas de

n.J. =J, . cosg + J’m, seng’ = 0 (62d)
o que aliAs estd implicito em (62b) e (62¢)

Teremos ainda, de (61 b)

cosg’ [D’] + seng’ [D',] =g, (62 e)

Atendendo a (6), (7), (60) e (59f) teremos:

’

COSa
—seng/[H,]=J,, y—— {63a)
COSa

y cose’ | [H,1+v [D,]

cosg’

Y cosg’ [ [H. [—v [D,]_] =37 (63 b)
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sen o
sen o

(63 c)

y sen ¢’ [[Hz]-—v [Dy]]= Y [T Pav]

il
|

cose’ [D,] +ysena’ | [D,|——— [H,] =

:y[ﬁ.—-—%-.l“}% (63e)

o que simplificado conduz a
cos o [ [H1+vI[D,1] j-—-senor, [H]1=7J,6 (64a)
cose [— [H,] +v[D,]]| =T (64 b)
seng [ [H,]—v[D] | =J,—pV (64 ¢)

1 I v ]
—-esa [D,] +sena | [D,]——— [H,] J=

1
=p _TVJSX (64@}
Salientando-se que (62d) conduz a
coseg [J, —pV] +sena J =0 (644d)

Convira ainda escrever a equacdo (64e) sob a
forma equivalente:

cosq [D,] + senq [D,] ——:— cos ¢ [D,] —

v o 1
—ma_c? [H,] =P~ - v, (64 1)
Das equacoes (64) e designando
(R (65 a)
por
(v.n) (65 b)

em que, em (65 b), v tem caracter vectorial, resulta:

cosa [H]—seng [H]+ (v.n)[D]=7J_  (66a)
—cosg [H,]+ (v.n) [D,] =T, (66 b)
senu[Hz] + (v.n) [2.] =, (66 ¢)
cos g [D,] + sena [D,] = p, (66 d)

As equagdes (66 2a) a (66 c) equivalem em nota-
cdo vectorial a:

n X [H] + (v.n) [D] =J, (67a)
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A equacdo (66d) a

n.[D] =p, (67 b)

Para as condicoes fronteiras
n X [E]=0
n. [B]=0

obtinham-se por processo idéntico as condigoes fron-
teiras (56 b) e (564d).
Somos assim conduzidos as condigbes frontei-
ras (56) mas agora procedendo com generalidade.
Conclui-se assim que apenas intervém a compo-
nente normal da velocidade v.

(v.n)

Deste modo, para um referencial em que as
descontinuidades electrodinamicas se confinem a uma
superficie constante no tempo:

F(r)=0

as condigoes fronteiras para outro referencial que
se desloque tangencialmente sobre essa superficie
sdo formalmente idénticas aquelas que se observam
para 0s COrpos em repouso.

Deste modo também fica clarificado que apenas
tem interesse pritico a consideracdo da velocidade
normal

oF
v, :_____at n=(v.n)n
v F|

E também fica esclarecido que a superficie
F(rt)=0

nada tem a ver com o deslocamento da matéria,
haveri casos em que coincide, noutros nio.

F(r,t) =0 & uma superficie que descreve, no
tempo do laboratério, o lugar geométrico das descon-
tinuidades electrodindmicas.

B assim uma superficie abstracta.

Este ponto que € importante é salientado por
Costen e Adamson no trabalho referido na Biblio-
grafia.

7. CONCLUSOES

— Demonstrou-se que as condi¢des fronteiras
numa superficie em movimento se podem obter a
partir das condicdes fronteiras dos corpos em repouso
utilizando a Transformacdo de Lorentz que imobi-
liza num determinado referencial 8’ (r’,t’) o ponto
P (r,t), em movimento, da referida superficie.

— As condigoes fronteiras assim estabelecidas
coincidem com as condigdes fronteiras obtidas a



partir da forma integral das equagdes de Maxwell,
utilizando os teoremas de Helmholtz associados a
superficies e contornos deformaveis no tempo e seus
corolarios.

— Nas referidas condicbes fronteiras apenas
intervém a velocidade normal & superficie

aF
at

v, =--—_j—v—E|—n= (v.n)n

— Para o estabelecimento das referidas condi-
coes fronteiras houve que estabelecer as leis de
transformacio das densidades de carga e de corrente
superficiais.

— Com generalidade, estabelecem-se as seguin-
tes leis de transformacéo:

i cosa’
Lo =7 [Js“"s"]v?“;o—s';—‘ =
2 sen g’
=7 [‘Ia_Psv]v sen g (68a)
. T coSa” seng’
Vst = st Y o5 — Jst Sena (48 1)
- Vs cos g’
s =Y pe——3"17 ey
v.J, sen g’
=¥ — — (68 c)
Les c? sen o
o = <X(n,v) a=L(n,v) (68d)
n.J. =0 (68 e)

¥ COS g'/COS o —Sen g’/sen g —> tan o'= ytan 4 (68 1)

As condigdes fronteiras num referencial que se
mova tangencialmente em relacdo a uma superficie
fixa sdo formalmente idénticas as dos corpos em
repouso.

— A superficie F (r,t) sede de descontinuidades
é uma superficie abstracta lugar geométrico, no
«espago», das descontinuidades que se observam no
tempo «t» do laboratério.

— Finalmente convém salientar que se postulou
que os integrais
A A

o v % v
} — X' dx’ — ——x'dx’
T S @

tendem para zero quando A= 0

Fisicamente o facto é aceitdAvel mas convira,
caso a caso, investigar o modelo que permita micros-
copicamente construir as densidades de corrente e
de carga e bem assim as leis de variacdo expectiveis
no espaco e no tempo de J' e p

E matéria cuja analise ndo incluimos no pre-
sente trabalho.

— Nao queremos deixar de salientar que, no
sentido de Sommerfeld, a velocidade

(v.n)n

pode ser varidvel no espaco e no tempo.

— Finalmente, chama-se a atencdo para o facto
de as condic¢bes fronteiras serem um dado importante
para resolver com elegincia determinados problemas.
Procedendo assim hd que juntar as condig¢des fron-
teiras as relagbes constitutivas que se observam no
referencial do laboratério.

BIBLIOGRAFIA
Trabalhos que motivaram a presente comunicagio:

[1] —J. A. Kong — Theory of Electromagnetic
Waves — John Wiley — 1975,

[2] —R. C. Costen ¢ D, Adamson — Three-Dimen-
sional Derivation of the Electrodynamic Jump
conditions and Momentun-Energy Laws at a
Moving Boundary — Proceedings of the I.E.
E. E, Vol. 53 —n.®* 9 — Setembro — 1965.

Obras consultadas:

[3] —A. Sommerfeld — Electrodynamics, Academic

Press — 1964.
[4] — W. Pauli— Theory of Relativity — Pergamon
Press — 1972.

|65] — C. Moller — The Theory of Relativity — Cla-
rendon Press — 1972,

TECNICA 449/450



O consorcio Brown Boveri
na distribuicao de energia

O disjuntor é um O nosso programa de Planificamos e cons-

elemento base na fornecimento compre-  truimos instalacdes

distribuicdo de energia ende: exteriores e interiores

eléctrica —Disjuntores pneu- para todas as tensoes
maticos até 765 kV

- Disjuntores de peque-
no volume de 6leo
—Disjuntores SFg

Os disjuntores BBC Condicionamentos Com prazer resolve-
respondem a todas técnicos, de servico e MOS O VOSSO problema
as exigéncias de economicos estao na

Servigo base da escolha de um

dos trés sistemas de
extincao do arco
eléctrico

153564\

Disjuntores pneuma- Disjuntoresde - :
ticos e pequeno volume de
’ oleo

Sociedade de Electricidade Brown Boveri, Lda. B B c
Rua de Sa da Bandeira, 481 — 2° Dto.- PORTO BROWN BOVERI
TECNICA VI



PARA:

POUPAR TEMPO

\_ METROPOLITANO DE LISBOA

TECNICA Vi

ECONOMIZAR ENERGIA
COMBATER A POLUICAO

DEVOLVER AO PEAO OS ESPACOS DE QUE CARECE

METROPOLITANO

NO DOMINIO DOS TRANSPORTES
COLECTIVOS URBANOS

UMA SOLUCAO EFICAZ

),




NUMERO 449/450 SETEMBRO/OUTUBRO 1978 ANO LI VOLUME XL

C. D. U. 311.15:535.33

A meméria de Mira Fernandes, que foi meu Professor.

Alguns aspectos da correlagdo de 3. ordem
e do bispectro dos processos estacionarios

F. E. REBELO SIMOES *
RESUMO

Introduzem-se, como generalizagdo da 2.° ordem, os conceitos de correlagdo de 3.° ordem e de espectro
de 3.° ordem (bispectro) dos processos estaciondrios, estudando-se as suas simetrias. Faz-se em seguida
idéntica extensdo para correlagoes e espectros cruzados. Estabelecem-se as relagdes entrada-saida de siste-
mas lineares invariantes para correlagoes e espectros. Considera-se o caso particular dos processos gaussianos
estaciondrios de média nula, para os quais se verifica que o bispeciro é nulo, deduzindo-se dai as aplicagdes
priticas desta andlise. Interpreta-se a seguir o bispectro como resultado de filtragens lineares, a semelhanga
do que se faz para o espectro de poténcia. Finalmente indicam-se alguns tépicos sobre a computagdo do
espectro de poténcia e do bispectro, comentando-se os prés e os contras da andlise espectral de 3.° ordem.

SUMMARY

As generalization of 2'* order analysis, the concepts of 3¢ order correlation and 3¢ order spectrum
(bispectrum) of stationary processes are introduced, and their symmetry properties are studied. Identical
extension for cross correlations and cross spectra is made. The input-output relations for correlations and
spectra are established in linear time-invariand systems. The gaussian case is considered in which the bis-
pectrum is shown to be zero. Some practical applications of this fact are presented. Next the bispectrum
is interpreted as a result of linear filtering operations, like power spectrum. Finally some topics on the
computation of power spectrum and bispectrum are indicated, with commenis on the advantages and limita-
tions of 3" order spectral analysis.

0. INTRODUGAO

Os processos estocdsticos aparecem na Engenharia como modelos matematicos adequados de certas
grandezas aleatérias dependentes de um ou mais parimetros. No presente artigo consideraremos apenas um
parametro continuo (t) que admitiremos ser o tempo e restringir-nos-emos a grandezas reais.

Assim, uma amostra ou realizacdo do processo terid o aspecto de uma funcéio aleatéria real x(t), que
é costume designar por sinal, principalmente na linguagem das Comunicacdes,

Notemos desde ji o cardcter duplamente aleatério deste sinal x(t), no tempo e no conjunto. Por um
lado x(t) varia em cada instante t de amostra para amostra de forma aleatéria, constituindo uma popu-
lagdo x (t), x,(t), ... x (t),... com determinadas propriedades estatisticas que deverdo ser conhecidas para
que o processo possa ser analisado. Por outro lado x(t) varia em cada amosira x(t) de instante para
instante de forma —em geral(1) — igualmente aleatéria, obedecendo os valores x(t,), x(tz]... x(t)..., a
certas leis que precisario também de ser conhecidas.

Este duplo comportamento tem de ser visto de forma global, pois os dois aspectos ndo sfo inde-
pendentes.

* Centro de Andélise e Processamento de Sinais das Universidades de Lisboa, e Instituto Superior Técnico.
(') Este caso geral aqui considerado corresponde ao chamado processo puramente aleatério.
Manuscrito recebido para publicacio em 11/4/77.
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Assim, por exemplo, o conceito de estacionaridade, de 2. ou de 3.* ordens, diz respeito ao modo como
evolui no tempo a média de conjunto respectivamente dos produtos de 2.* ordem x(t) x(t + %), com = fixo,
ou de 3. ordem x(t) x(t+7) x(t+<,), com ¢, e t, fixos. A estacionaridade de qualquer das
ordens existirda quando a respectiva média acima referida nio depender de t (').

Por sua vez o conceito de ergodicidade (para o caso estaciondrio) tem a ver com a comparacio
entre os valores médios de conjunto atras definidos e os valores médios tomados ao longo do tempo para
as diferentes realizagdes. A existéncia de ergodicidade implicari que estas médias temporais devem ser
iguais para todas as amostras e coincidir com as médias de conjunto correspondentes. Por exemplo, se um
processo estacionério de 2.* ordem € ergédico tem-se necessariamente

T/2
(%) 1
E x(t) x(t+ <) = lim — | x(t) x(t+ 1) dt (0.1)
T—oo T
—T/2

No que vai seguir-se consideraremos apenas processos estaciondrios até a 3.° ordem, (em sentido lato)
isto €, processos para os quais se tem, para qualquer valor de t;

E x(t) =E x(t +t)) =m, (0.2)
E x(t) x(t+ 1) =B x(t+t,)) x(t+t,+<) =m, (1) (0.3)
Ex(t)x(t+1) x(t+1,) =Ex(t+t) x(t+t, +1) x(t+t,+71,) =my (1,,7,) (0.4)

Estas médias ndo dependem, portanto, da origem do tempo, sendo constantes para a 1. ordem e
dependentes apenas dos intervalos entre os instantes considerados, para as 2.* e 3.* ordens.

Nas expressbes apresentadas m, ¢ o momento de 1.* ordem ou valor médio, m,(1) € a fungdo momento
de 2.* ordem e m, (z,,<,) & funcdo momento de 3.* ordem. Se nas expressdes (0.3) e (0.4) subtrairmos a
cada factor o valor médio m, , obteremos as chamadas funcoes momentos centrais da ordem respectiva.

Em particular suporemos no que segue m, =0, o que torna as funcdes momentos coincidentes com
as fungdes momentos centrais. Estas fungdes coincidem ainda com as chamadas fungdes de correlagdo (ou
simplesmente correlagdes). Acima da 3.* ordem o conceito de correlacéio difere do de momento central, mas
esse caso ndo serd aqui abordado (?).

No presente artigo consideraremos ainda (§ 8.) o caso dos processos ergédicos até @ 3.° ordem. Isto
implicard, no caso m, = 0, as seguintes igualdades védlidas para todas as realizagdes do processo [cf. (0.1)].

T/2
B x(t) = Um 2 J x(t) dt = 0 (0.5)
T—o0 T
/2
T/2
2 o8
E x(t) x(t+<) = lim _j x(t) x(t + 1) dt =g (1) (0.6)
T—o T,
12
T/2
1 [ =
B x(t) x(t47,) x(t 45y = lim_ ¥J x(t) x(t+ ) x(t+7,) dt=y (1,,7,) (0.7)
/2

em que designamos por ¢ (1) e ¢ (1,,<,), para evitar os indices 2 e 3, as correlagdes de 2.* e 3.* ordens.

As igualdades anteriores significam que o valor médio (neste caso, nulo) e as correlagies de 2.* e
3. ordens se podem obter (teoricamente) através de operagdes —médias temporais — efectuadas a partir
duma tunica amostra, suposta de duragio infinita.

(') Este tipo de estacionaridade é por vezes chamado fraco ou em sentido lato.

(?) E f(t) g(t) significa «valor médio de conjunto do produto f(t) g(t)». Hvitaremos usar paréntesis a seguir ao sim-
bolo E para simplificar a notacio.

(*) Ver por exemplo Stn.tnnovieh 1963, Cap. 1.
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A hip6tese de estacionaridade é fundamental para a defini¢io dos conceitos de espectro de frequéncia
de 2.* e 3.* ordens e para o estabelecimento das propriedades aqui tratadas das correlagdes e respectivos

espectros.
Quanto a hipétese de ergodicidade, ela permiti~-nos-i abordar o problema da obtengfio experimental
dos espectros de 2.* e 3.* ordens por meio de operagdes realizadas sobre amostras isoladas.

1. CORRELACAO DE 2. ORDEM(D. SIMETRIAS
Como vimos, tem-se
@ (7) =B x(t) x(t+ 1), com Ex(t) =0
Usando em (0.3) t, = —r, resulta

o (1) =E x(t—1) x(t) =9 (—1) (1.1)

isto &, a correlacio de 2.* ordem é uma funcdo par. (Notemos que estamos apenas a tratar de processos
reais, Caso contririo, o conceito de correlagfio obrigaria a uma ligeira alteracio da definigio de correlaclo,
que passaria a ser, por exemplo, ¢ (1) = Ex*(t) x(t 4+ 1), em que x*(t) representa o conjugado de x(t).
Mas nio consideraremos aqui o caso complexo).

2. ESPECTRO DE 2. ORDEM OU ESPECTRO DE POTENCIA

Na maior parte dos processos puramente estocésticos (sem componentes perioédicas) que servem de
modelo aos sinais encontrados na Fisica e na Engenharia, verifica-se que

Iim ¢(x)=0
T—> 0 (2.1)
de tal modo que se tem
=]
f|¢(1)|d-c<w (22)

- 00
Esta condigdo € suficlente, como se sabe, para a existéncia de transformada de Fourler de ¢ (t)

=]
& (w) = fq;(r}e_h“ dr (2.3)
—

tendo-se

si=2 [wlaie™ dg (2.4)
29

—00

(') Tratamos aqui da 2.* ordem apenas como meio de melhor compreender, por extensfio natural, as propriedades das
grandezas de 3.* ordem que sdo objecto deste trabalho.
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A grandeza ¢ () &, por definicdo, o espectro de 2.* ordem do processo, e tem o significado duma
densidade espectral do valor quadratico médio E x2(t), usualmente chamado poténcia (1), como resulta de
se ter

oo

E x2(t) = ¢ (0) = -21— ’ D (ry) dey (2.5)

£ evidente que da propriedade (1.1) de simetria de ¢ (t) resulta idéntica propriedade para & (w)

b (—w) =D (w) (2.6)

O espectro de poténcia é uma funcdo real e par. Pode provar-se ainda que € ndo-negativa (2), como
seria alids de esperar do seu significado fisico de densidade espectral de poténcia.

3. CORRELACAO DE 3." ORDEM. SIMETRIAS

A definicdo de correlacdo de 3.* ordem e a hipotese de estacionaridade vado permitir-nos obter as
propriedades de simetria desta funcao.

Com efeito, de (0.4) resulta, por conveniente escolha de t , o conjunto de identidades

¢lt,,7.) =¥ (1,,7,)
=P A=T0Ta T
= (g1 ) (3.1)
=l (T — Ty —Tg)
=yl—T 7,7,

como se pode verificar, fazendo por exemplo t, = — <, em (0.4).
Tem-se entéo
lt,,7,) = Ex(t—7 ) x(t) x(t—7, +1,) =¢ (—7,,7,—7,), que é a 2" das identidades (3.1)

Estas relacdes (3.1) exprimem afinal a equivaléncia entre as expressoes que se obtém para a correlagdo
de 3.* ordem ¢ (7, ,7,) escrita sob a forma

¢ (r,7,) =B x(t) x(t) x(t)) =y (t,—t ,t,—t) (3.2)
quando se permutam os instantes t, t:, t, das 3! maneiras possiveis, alterando apenas a ordem dos 3 factores.
vira

Por exemplo, se tomarmos a permutacio t‘1, T ) A R

2 4 2 3 1*

v (7,70 = EX(t,) X(t,) x(t) = Bx(¥,) x(t',) x(t')) =

=g, —t U —t) =yt~ ,t—t)=y(r,-7,,—7,) que é a 3. das identidades (3.1)

Esta forma de proceder é alids a mais aconselhavel para ordens superiores a 3.

As simetrias de ¢ (¢, ,t,) dadas por (3.1) correspondem a particio do plano (7, 7,) em seis sectores
equivalentes, definidos pelos eixos principais e pelo bissector dos quadrantes impares. (Fig. 3.1).

(1) Se x(t) & uma tensiio avs terminais duma resisténcia, x2(t) é proporcional 4 poténeia instantAnea. Nos processos
ergddicos E x(t) serd prop orcional & poténeia (média) do sinal. Por isso é usual chamar a $(,) o espectro de poténcia.
(?) Ver por exemplo Davenport & Root, 1958, Cap. 6.
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Pt 4 . .
= T,
4
ACMED T 6
5 P, (t;-T,,-t)
Ps(tftz-‘tz)
Fig. 3.1

Com efeito, se o ponto P, (1, ,t,) percorrer o sector 1 (7, > 7, > 0), por exemplo, o ponto homélogo
Bzl sn) =B, (= 9—m; ) que resulta da 3." identidade (3.1) percorrerdi o quadrante 4, por se ter a
implicacéo

> 1,20=> 7, 20,7,<0

Da mesma forma se obtém os restantes sectores. A cada ponto dum sector corresponde um ponto
homélogo em cada um dos outros, no qual a correlagdo y (¢ ,t,) toma o mesmo valor. Deste modo, o
conhecimento de ¢ oy ,-:2) num dos sectores é suficiente para determinar esta funcdo em todo o plano.

4. ESPECTRO DE 3." ORDEM OU BISPECTRO

Tal como para a 2.* ordem verifica-se, em grande parte dos processos encontrados na prética, a
condicao

f | ¥ (tyh7,) |de, dT, < @ (41)

— o0

que é suficiente para a existéncia de uma transformada dupla de Fourier de \"’(71"‘2)' Tem-se assim

o
" —J(w, 7, + w, T,)
¥ (w, ,» w,) = ' viz,,7,) € dr, dr, (4.2)

—

Lo ]
~ -

1 Jlw, 7, + w, 7,)
(v, 1) = z
YT, 7, (27)2 J" ¥ (w,,»w,) e dw, dw, (4.3)

— 00
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A grandeza ¥ (w,,w,) ¢é, por definicfio, o espectro de 3.° ordem ou bispeciro do processo e parece
ter o significado duma densidade espectral a 2 dimensdes do valor ciibico médio Ex3(t), como resulta de
se ter

co

1

Exs(t) =y (0,0) = —(?vr}_"ff ¥ (w5 w,) dw,dw, (4.4)
—c0

Na realidade o bispectro ¥ (w, , w ,), a0 contrario do espectro de poténcia & (), € em geral complexo,
e apenas a sua parte real contribui efectivamente para o valor médio. Veremos isto adiante.

Para uma interpretacio da parte imaginéria, ver o § 8.

As simetrias do bispectro ¥ (w,, w,) pdem obter-se como resultado das simetrias da correlagio de

8.0 ordem y (7,,7,).

Assim, por exemplo, da relagio de simetria

v (t,.7) =¥ (x,—7,—7,)
tem-se

) oo
I, 7, +w,7,) =] (w7, +w,7T,)
¥ (0, » w,) :ff\b (t,.7,) € dr, dr, =ffnp (7,— %0 —7) © dr, dt,
—o0

—0

Fazendo t,—1T, = ', ¢ —t, = 1/, 0 Gltimo integral (1) pode escrever-se

®

f —J lw, v,— (0, + w,) 7',]

Joglra,) e dv’, dv’, = ¥ (w,, —w, —w,)
— 0

De forma semelhante se podem obter as restantes relagdes, resultando o conjunto de identidades

¥ (v, , 0,) =¥ (w,,w,)
=¥ (w,, —~w, —Ww,)
=¥ (—w, —w,,w,) (4.5)
=T (W, —w, ~0,)
=¥ (—w, —w, w,)
Pode provar-se (?) uma regra simples para escrever imediatamente estas equivaléncias: consiste em
interpretar ¥ (w, . w,) como possuindo 3 varidveis W, y,, w, ligadas pela relagdo w, + w, +w, = 0, e pro-

ceder &4 permutacio destas 3 varidveis, explicitando como argumento de ¥ apenas as 2 primeiras (apenas
2 sio Independentes), e substituindo sempre w, por —w, — Wy

Por exemplo
‘l’(wl.mz)<>‘?(w1,mz.w3) =‘I"m3)m2sml)<>
<O>¥(wrw,) =¥ (—w, —w, w,)

que & a 5. das identidades (4.5).
0 (ry. 1))
(') Notar que o jacoblano ——— & {gual a 1.

. ")
{2) Ver por exemplo Brillinger & Rosenblatt, 1967,
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Estas relacdes de simetria (4.5) correspondem & definicio de seis sectores numerados de 1 a 6
no plano (w, w,) (Fig. 4.1).

TG 5 o R

6™ 2

Fig. .1

Com efeito suponhamos um ponto P, (w,,w,) que percorre o sector 1 (w, > w, > 0). A 5. igentidade
(4.5) por exemplo, define um ponto homoélogo Pa (W', '-"'s) =P, (- ), =0y ,), onde o bispectro toma o mes-
mo valor que em P, e que percorrerd o sector 3, dada a implicagdo

1
t;)l}wz} 0 -_oOQM'ZQ“E'm'l

Da mesma forma se obtém os sectores 2, 4, 5, 6.. Estes sels sectores nio preenchem, no entanto,
completamente o plano (w, “’x)' restando outros tantos verticalmente opostos aos anteriores, onde o bis-
pectro se pode calcular facilmente (sectores indicacdos com asterisco). Isto deve-se & existéncla da relagfo
de simetria 6bvia

¥(—w, —w,) =¥* (mlqmg) (4.6)
que resulta directamente da definicdo (4.2) de ¥ (w,, w,).

Assim
I
Jw, 7, +w,1,)
¥ (—w,»—w,) = ff y(t.1,) e dr, dv, = ¥*¥(w, , w,)

—®
dado o carécter real da grandeza ¢ (t,,7,).

Nestas condigbes, o conhecimento do bispectro num destes doze sectores determinard completamente
o seu conhecimento em todo o plano (w, w,)-

A Fig. 4.2 mostra como se podem obter os cinco pontos homélogos de cada ponto P, do sector 1.
Os seis pontos restantes (onde o bispectro toma um valor conjugado do anterior) obtém-se por simetria
em relacdo & origem.
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,Fﬁ(m,,wz)

Fig. 4.2

Em face do que fica dito podemos escrever a relacio (4.4) utilizando apenas metade do plano (w, w,),
desde que substituamos ¥ por 2 Re (¥)}. Por outro lado as simetrias estudadas reduzem-nos o dominio de
integragio a um dos seis sectores numerados de 1 a 6, dada a equivaléncia entre os pontos homélogos dos
sectores e o facto de o Jacobiano das varias transformagdes ,, , w, > w, w’, entre os sectores ser igual
a unidade.

Nestas condigdes, escolhendo por exemplo o sector 1, vem

3 <z -
E x3(t) = ' ’ Re (¥ (w,, w,))} dw, du, “D
w, =0 0

que mostra que é a parte real do bispectro que se deve interpretar como a densidade espectral do valor
ciibico médio, ou seja, a contribuicio de cada par de frequéncias para esse valor. (Ver ainda o § 8).

5. CORRELACOES E ESPECTROS CRUZADOS

Em muitas aplicacées, nomeadamente no estudo dos Sistemas, tem interesse a extensdo dos conceitos
anteriores de funcdes de correlagdo e respectivos espe-tros a mais do que um processo.

Assim, se forem { x(t)} e {y(t)} dois processos estacionarios de 2.* ordem, de valores médios nulos,
define-se como correlagdo cruzada de 2.° ordem a grandeza

9 (t  t) =E x(t) y (L) (5.1)
em que x(t) e y(t) sfo realizacdes dos processos referidos.

Se esta funcéo cp"(tl,tz) apenas depender da diferenca t,—t , diz-se que os dois processos sio
estacionariamente correlacionados (de 2.* ordem).
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Podemos entdo escrever aquela funcdo como de uma s6 varidvel, tal como fizemos para o caso do
processo Unico.

ot t+1) =0, (1) =B x()y (t + 1) (5.2)

Nestas cndigdes define-se o espectro cruzado ¢ (w)

m .
1 mT
1’“({0) =fcp“(1) e dv (5.3)
—
tendo-se entio
oo
1 jw=
qlxy('t') = 20 4-15“((‘3) e dw (5.4)
-—--w

para o que basta a condiglo, encontrada na pritica,

o]

f | Pey(T) | dT < 00 (5.5)

— o0

Quanto as simetrias, repetindo os raciocinios usados nos § § 1. e 2., obtém-se, para a correlacdo cruzada
Py (—7) = @y, (7) (5.6)

e para o espectro cruzado
& (—w) = P (w) (5.7)

Da mesma forma, se tivermos trés processos { x(t) }, { y(t) } e { z(t) } estacionarios de 3.* ordem, de valores
médios nulos, define-se como correlagdo cruzada de 3.° ordem a grandeza

Yoty sty 0 t) =B x(t) y(t,) z(t,) (5.8)

Se esta funcdo depender apenas das diferencas entre os instantes considerados, diz-se que os trés processos
sdo estacionariamente correlacionados (de 3.* ordem).

Podemos entdo escrever, tal como no caso de um unico processo, e referindo as diferencas de tempo
ao instante t, que representaremos simplesmente por t,

Yoyt t+,t+1)=Ex(t)y(t+ 1 )zt+1,) =\J»x“{1, » Tp) (5.9)
Nestas condigdes, e verificando-se habitualmente a condicio
oo
f { Yoy (710 7o) |7, AT, < 0 (5.10)
— 00
define-se o bispectro cruzado ¥, (W w,)
o0
—Jj(w, 7, + w,7,)
ool w,) =f{f’xyz(71 » %) @ dr, d<, (5.11)
—c0
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tendo-se entlo

1 » Jlw, T, + w,T,)
';'xy:("":l. » ) = m ff \I!x“(ml yw,) € dwi des, (5.12)
—_0

Quanto as simetrias, se repetirmos o raciocinio do § 3., obteremos para as correlagbes cruzadas o seguinte
conjunto de identidades

\bxzy(TZ’Tl)

YT T =)

= P (B o) (5.13)
= YT —Tar —T,)

= \bxxy(_‘% 1 11_12)

Vs (710 7)

Procedendo agora para o bispectro cruzado como fizemos no § 4. obtém-se as seguintes simetrias

‘l'“,(wi ’ h}:} = q’xzy(wz ’ UJI]
= ‘I’zyx(wl r Ty _w:!)
=¥ A —w =ty —w,) (5.14)
=¥ (0, —w, —w,)
=¥ (0 —w,, w,)

Resta dizer que todos estes conceitos e propriedades ,tanto na 2.* ordem como na 3.* ordem, degene-
ram nos anteriormente tratados do processo tunico, quando se faz x(t) = y(t) —2.* ordem—ou x(t) =
= y(t) = z(t) — 3. ordem.

6. RELACOES ENTRADA-SAIDA DE SISTEMAS LINEARES INVARIANTES, PARA CORRELACOES E ESPECTROS

Se for h(t) a resposta dum sistema linear invariante no tempo a funcdo delta de Dirac §(t), sabe-
mos que se tem

oo oo
-Vm=JxL(f—f‘)h(P‘Jd?-:fX(H!h‘t—.'4) du (6.1)
— 00 — o0

em que x(t) e y(t) sdo respectivamente os sinais de entrada e de saida do sistema.

Dado que, como dissemos atrés, as correlacbes cruzadas e respectivos espectros contém como caso
particular as correlacdes e espectros simples, trataremos aqui do caso mais geral de dois ou trés sistemas,
conforme a ordem a estudar.

Assim, consideremos dois sistemas lineares invariantes, definidos pelas respostas h (t) e h,(t), e cal-

culemos as correlages cruzadas de 2.* ordem & safda, supondo os processos de entrada { x,(t) } e { x,(t) }
estacionariamente correlacionados e de médias nulas (Fig. 6.1).

x,(t) (1)
1 hy(%) Y1
x,(t) t
: h,(t) %2t
Fig. 6.1
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Teremos em primeiro lugar, em virtude de (6.1)

E y,(t) =H,(0) E x,(t) =0

(6.2)
E y,(t) = H,(0) E x,(t) =0
em que H (w) e Hy(w) sfo as funcbes de transferéncia dos sistemas, dadas por
o
—jwt
H,(w) =fhl(t} e dt 1=1,2 (6.3)
-0

As relacbes (6.2) mostram-nos que os valores médios dos sinais de saida dos sistemas sfio nulos como os de
entrada, pelo que as correlagdes cruzadas a saida serio dadas por

o
0, , (1) =By (t) yyt,) = mjfx1 (t,—) X, (t,—v) b, () h, (v)dpdv
w2

—o

o)
(1)
= ff - (t,—p,t, —v) hy(p) hy(v) dp dv (6.4)

—o0

Vemos que ¢

Yi¥2 1
o fizer. Isto & a estacionaridade correlacionada dos processos de entrada assegura a dos processos de
saida (2).

No caso presente suporemos { x,(t) } e { x,(t) } estacionariamente correlacionados. Nestas condigdes,
designando tz—t‘.I por T e y— por £, a integracdo (6.4) fornece a relacio

(t,,t,) dependers de t, e t, através da diferenca t,—t,, se @ x,(t‘_p' ,t,—v) também

©
( )={ (z—8) (¢) di (8.5)
‘pyﬁz * Y q,‘r"z T q,hﬂla
—c0
em que
o
= d (6.6)
thlhﬁ(EJ ; hy (p) h, (p+v) dp
—c0
Concluséo:

A correlagio cruzada de 2.* ordem dos processos de saida obtém-se da correlacio correspondente de
entrada, através da sua convolugio com a fungfio de correlacdo cruzada das respostas h (t) e h,(t) dos
dois sistemas.

(') Prova-se que se se verificar a condigiio ]" E | x(t) | dt oo para um processo { x(t) }; se pode escrever
L]

E]hx(t) dt = J'hE x(t) dt, tendo-se ainda J‘h| x(t) | dt, < o0 . Ver Davenport & Root, 1958, cap. 4, pag. 65
LY a A

(?) Esta condiclo & suficiente, mas nfio necessiria.
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Estes produtos de convolucdo tém uma correspondéncia no dominio da frequéncia em termos de pro-
dutos simples, ou seja

P (w)=P ()P (w) (6.7)
¥, x,Xx, h,h,

em que -‘I-hh (w) €& a transformada de Fourier de L (¢), dada por

o | 1

i = 6.8
‘l’hhziw) H (-w) Hy(w) (6.8)

1

=H *(w) H,(w), por ser h (t) real

Conclui-se assim que o espectro cruzado & saida dos dois sistemas é igual ao produto do espectro
cruzado das entradas pela funcio H (—w) H,(w), que podemos denominar por fun¢do de transferéncia cru-
zada de 2.° ordem.

Notemos que se podem particularizar estes resultados para os casos h, =h, e/ou x, =x, .

A generalizacdo para a 3.* ordem destas relacdes entrada-saida ndo oferece dificuldade.

Assim, considerando trés sistemas lineares invariantes (Fig. 6.2) definidos por h (t), h,(t) e h.(t) e
trés processos de entrada {x (t)}, {x,(t)}, {x(t)}

;i (t)
x,(t) hyit) ¥y
t
x,(t) h,(x) ¥, (t)
x,(t)
3 hy(©) y,(t)
Fig. 6.2

estacionariamente correlacionados de 3.* ordem, e de médias nulas, tem-se

Yy ot ) =B ¥ (6) 7,(6) yi(t) (6.9)

e por um raciocinio semelhante ao anterior, concluiremos primeiro da estacionaridade correlacionada dos
processos de saida, obtendo finalmente a relacio

(e <]
'Pylyiya(.ti’rz) h ! f}”‘!’z‘s(-‘rl_s}’-‘z—g:) '

h,h,hj(el »§,) di dg, (6.10)
—00
em que
(= =]
‘Ph,h,h,“"e’) = f h (w)h, (p+£)h, (n+¢,) dp (6.11)
—o0
ou seja:
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A correlacdo cruzada de 3. ordem dos processos de saida obtém-se da correlacdo correspondente
de entrada através da dupla convolucdo desta com a fungio de correlagdo cruzada das respostas hl{t).
h,(t) e h,(t) dos trés sistemas.

Tal como para a 2." ordem, estas relagdes traduzem-se no dominio da frequéncia por simples produtos

¥ (w,, w,) = (w,,w,) ¥ (w, »w,)
R I S Nt (6.12)
em que ¥ (w,,w,) €a transformada dupla de Fourier de y (£, ,¢,) dada por
hih, ! hhh,
¥ (0, w,) =H (~w, —w,) H, (w,) H,(w,) (6.13)
h‘lhth

=H *(w, +w,) H,(w) H,(w,), por ser h (t) real

Também estes resultados sdo susceptiveis de particularizacio, tanto no que se refere a4 igualdade entre
os sistemas (todos ou apenas dois deles), como no que se refere aos processos de entrada ("15"25"3
ou, por exemplo, x15x2¢x3]

7. O CASO GAUSSIANO. IMPORTANCIA DA 3." ORDEM

Como se sabe, um processo estocistico diz-se gaussiano se, para qualquer conjunto finito de instan-
tes {t,,t,,...... ty ), as varidveis aleatérias {x ,x,,..x,}, com x =x(t ), tém uma distribui¢io con-
junta gaussiana ou multinormal.

Isto significa que se tem para a fungfo densidade de probabilidade conjunta a expresséo (1)

N N
4 1
P (X, X, . Xy) = 5 7 =5 X Y Yadx—m,) (g—m,) (71)
(27) " (detA) u=1 k=l
em que

m =Ex (7.2)

A € a matriz das correlagbes, de elementos )\, dados por
Ay = B (x,—m,) (x,—m,) (1.3)

€ y,, 540 os elementos da matriz inversa de A, ' = A-1.

Embora neste trabalho nos restrinjamos aos processos estaciondrios de média nula, a andlise que se
segue é valida no caso geral.

Vamos mostrar que a correlagio de 3." ordem é nula nestes processos.
Para isso (ver Apéndice), basta fazer uma mudanca de variaveis, através da transformacfo linear
N
Yi= ) ay ¥ fesf ;8N (7.4)
k=1

em que fizemos

Yy =X —m, (1.5)

Esta transformacfo, por ser linear, mantém o caricter multinormal das novas varidveis. (Ver A 19).

Se designarmos por A a matriz, de elementos a
lacoes das varidveis y’, é dada por

o da transformacio (7.4), a nova matriz das corre-

T
A'=AAA (7.8, AT,

(') O det o é sempre positivo (ver (A 28), Apéndice).
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£ possivel diagonalizar esta matriz através duma escolha apropriada de A, obtendo-se para as novas
varidveis y', a distribuigéo

N
PY 2 ¥ar o ¥y)= TI P (7.7, A25)
i=1
em que
1 g
p(y"l) —-—W exp (——}"1/2}\1) (7.8, A26)

sendo \; os elementos da matriz diagonal A’, dados por A\ =Ey’?

As novas varidveis y’, séio portanto independentes, o que nos vai permitir calcular facilmente Ey. y,y,
e verificar que a fungdo de correlacdo de 3.* ordem dum processo gaussiano, mesmo ndo estacionério, é
identicamente nula.

Com efeito, considerando 3 instantes quaisquer t, t, t, e designando, como ja o fizemos, as varidveis
x(t)—Ex(t),x(t,)—Ex(t) e x(t,)—Ex(t,)) por y,,y,,y,, € possivel obter por uma transformagéo
conveniente, de acordo com o que ficou exposto, 3 movas varidveis i Tae¥ga obedecendo a (7.7, 7.8),
com N = 3.

A correlagdo de 3.* ordem procurada serfi dada por

oo

L, t)=By ¥y, ¥, = ] U Y, ¥, ¥, P(¥,,¥,,¥,) dy, dy, dy, (7.9)

—00

Dado que os y, também se exprimem nos y’, através duma transformagio linear (expressa pela ma-

-1
triz inversa de A, A = A’, ver Apéndice) o produte y,y,y, é constituido por parcelas que, & parte coefi-
cientes constantes, sdo de forma y' 3, y'* y, (iz£k) ey, ¥, ¥’ . Todas estas parcelas vdo ter contribuicéo
nula para o célculo de By ¥:¥,-

Com efeito, em virtude de (7.7) tem-se, por exemplo

oo
Eys= ff{ y'.2 p(y) py',) p(y'y) dy’, dy’, dy’,
—o

o S o0
= f ¥ p(y,) dy’, f p(y',) dy’, f p(y,) dy’, =0 (7.10)
— —o0 —00
por ser nulo o 1.0 integral (integranda impar).
Da mesma forma
o oo o
Ey2y, =fY’1=p(y'1) dy’, | p(y’,) dy',fy’a p(y’,) dy’, =0 (7.11)
—0 —00 —oa0
por ser agora o 3.° integral que se anula.
Finalmente
S
3
EY,Y,Y,= I {y*,ptm dy’, =0 (712)
i: 14
—o0

por serem os trés factores nulos.
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Est4 assim provado, como pretendiamos, que a correlacio ou momento central de 3.* ordem dum
processo gaussiano, ndo.necessariamente estaciondrio, € nula.

Este mesmo raciocinio aplicado a ordens superiores a 3. mostra que todos os momentos centrais de
ordem impar sdo igualmente nulos. Acima da 3." ordem as correlacoes diferem dos moments centrais, sendo
definidas doutro modo. Pode provar-se que todas as correlacdes a partir da 3." ordem sfo nulas para o
processo gaussiano. (Este anulamento das correlagdes € aliAs uma forma axiomética de definir o processo
gaussiano, utilizando a funcdo caracteristica) (1).

S6 para a caso estaciondrio se pode fazer a descri¢io dos processos em termos da frequéncia. E neste
contexto que se define o bispectro, como se viu (§4.). Podemos pois concluir que o bispectro dos processos
gaussianos eslaciondrios é nulo.

O interesse da analise de 3.* ordem, nomeadamente da andlise espectral, hoje mais exequivel por via
computacional do que a anilise de correlacio (dada a existéncia de algoritmos muito rapidos de andlise
de Fourier como a FFT — Fast Fourier Transform) reside precisamente na sensibilidade daquelas gran-
dezas de 3." ordem relativamente ao processo gaussiano, para o qual se anulam.

Isto permite avancar em 2 tipos de problemas:

1) Detectar a presenca dum processo nfio gausiiano num fendémeno gualquer em estudo (2).
2) Detectar a natureza nfo linear dum fenémeno, admitindo que as suas causas possam satisfazer
uma lei normal.

Este 2.° tipo de problemas é o que aparece com mais frequéncia, principalmente em Geofisica (3).

8. O ESPECTRO DE POTENCIA E O BISPECTRO COMO RESULTADOS DE FILTRAGENS

Vejamos como se pode interpretar o espectro de poténcia e o bispectro dum processo estaciondrio em
termos de filtragens lineares de banda estreita.

Suponhamos entdo que fazemos passar o sinal x(t) por dois sistemas lineares invariantes constituindo
filtros passa-banda muito estreitos, centrados nas frequéncias w, e w,. Vamos admitir que estes filtros séo
ideais, de largura A, definidos por

H, () = e'% w 6w, —A/2, w, +4/2] (81)
23—3‘93 wel—w,—4/2, —w,+4/2]
=0 fora destes intervalos

com g, constante

H,(w) supde-se analgo a H,(w), substituindo w, porw, e g, por g,
Estes filtros, embora reais (8.1), nfo sfo evidentemente realizdveis fisicamente, apenas se podendo
realizar matematicamente. (Fig. 8.1).

y,(t)

H, (w)

x(t) _ ® v, (1) y,(t)

¥ (t) A

H(w)

Fig. 8.1

(') Ver Stratonovich, 1963, Cap. 3.
(‘) Ver Rebelo Simdes, 1971,
(?) Ver Hasselman et al, 1963; Maec D 1d, 1966; Madden, 1964; Haubrich, 1965.

TECNICA 449/450 59



Calculemos agora o valor médio do produto y (t)y,(t) das saidas destes filtros, admitindo que
os intervalos definidos em (8.1) correspondentes aos dois filtros nio sdo respectivamente disjuntos (Fig. 8.2)

A
S . -
Wy

&1
O+

Fig. 8.2

Podemos exprimir Ey (t) y,(t) em funcdo do espectro de poténcia cruzado ‘Isyy(w}, e este, por
sua vez, no espectro de poténcia de entrada & (w). "

Com efeito, atendendo as relagdes (5.4), (6.7), (6.8), tem-se

oo
) 1
t = (0)= —_ diy =
E y,(t) y,(t) qu‘y! e @ v.¥s () dw
—c0
@4}
.
=— ’ ¢ (w) H (—w) Hy(w) dw (8.2)
2r s -
—

Pelo teorema da média, poderemos escrever, supondo Wy = W,

w, +4/2
»
By (t)y,(t) = ?17_ ¢ (w,) . ZRe { / H (-w) H,(w) dw (8.3)
w,—A/2
em que € um valor do intervalo da integranda.
Calculando este integral, obtém-se
w,—w,+4
Eyty,(t)=———— cos(s—4) ¢ (w,) (8.4)
T

Suponhamos que o espectro em estudo @ (w) varia muito pouco no intervalo A.

Se fizermos agora varia w, e ¢, , admitindo w, e ¢, fixos, a expressdo anterior é mixima para ), = w, ,
6, = 6, , vindo

A
E y,(t) y,(t) = — &_(w,)

1]

(8.5)

Nestas condigbes os filtros sdo iguais e y (t) =y,(t), pelo que a operaciio é na realidade a determinacio
do valor quadritico médio de um sinal filtrado por um ftnico filtro, centrado em ¢y = w,, de largura A e de
fase 4 constante na banda, tendo-se como resultado que (8.5) se pode escrever

A
E y(t) = — ¢ (w,)
o b e

ou seja

T
P (w,) = s E y2(t)
(8.6)

() Ey,(t)=Ey,(1)=0, mesmo que Ex(t)£0, por se ter H (0)=H,(0)=0 (cf. 6.2).
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ilr
revista
internacional
de luminotecnia

Publicacao trimestral, a coéres, com informagao
sobre os mais importantes dominios de
aplicacao em iluminacao interior, exterior,
instalacoes especiais. fotometria, etc.

Grande variedade de temas e artigos por
autores de grande prestigio editada por
“Stichting Prometheus” Amsterdao.
Recomendada pela Philips a arquitectos,
engenheiros, decoradores, estudantes, firmas
instaladoras, empresas comerciais e
industriais, estabelecimentos de ensino,
Museus. Servicos Municipalizados.
Federagoes de Municipios, gabinetes de apoio
técnico, estaleiros. gabinetes de estudos e
projectos, construgoes hospitalares,
organizacoes desportivas, gabinetes do
planeamento de vias publicas, auto-estradas,
pontes e tuneis, empreendimentos turisticos,
bibliotecas, etc,

32 paginas a cores

4 publicacoes por ano
Assinatura anual 240800
acrescido de portes de correio

Pedidos de assinatura a:

PHILIPS PORTUGUESA, SARL

Departamento de lluminacgao
Av. Eng.” Duarte Pacheco, 6
LISBOA 1

=
=
]
wl

HIDRAULICA
bERAL

1.© VOLUME

TECNICA X

— FUNDAMENTDS
TEORIDS

Pelo Engenheiro

Alberto Abecasis Manzanares

1 A SAIR
. BREVEMENTE




Se suposermos que o processo em estudo é ergédico, o valor médio de conjunto referido pode ser
substituido por uma média temporal, tomada ao longo dum tempo infinito, ou seja

@ (w,) :—"; yi(t) (8.7)

Na pratica podemos substituir estes métodos puramente mateméticos por métodos fisicos, para o que
basta substituir os filtros ideais apresentados por aproximagoes realizdveis em que

H(w) ~ eJ #(®) 'nog intervalos referidos (8.8)
=0 fora desses intervalos '

tendo-se, como anteriormente H (—w) = H*(w) para assegurar o carécter real de h(t) e a fase g(w)
variando adequadamente com ¢y para assegurar a realizabilidade fisica.

Nestas condigdes, e pondo uy, = w,, 6,(w) =6,(w), obtém-se igualmente a expressdo (8.7).

B este o principio de funcionamento dos analisadores analbgicos de espectro de poténcia.

Deve notar-se que além do erro introduzido pela inexactiddo do filtro empregado em relagio ao ideal,
temos o erro mais importante resultante da duracdo limitada do intervalo de avaliagio da média.

Esta limitagdo € mais acentuada nos métodos analogicos que operam em cada instante sobre um certo
passado, do que nos métodos digitais, utilizando sistemas fisicamente irrealizive.s como ¢ descrito .nicial-
mente, jA4 que nestes métodos se opera em cada instante sobre todo o registo. Mesmo assim, o erro ¢ ginda
razoavel, podendo ser substancialmente diminuido com o emprego de métodos de estimacdo estatistica,
gue referiremos mais adiante a titulo de informacao.

Vamos agora ver como se pode estender a 3.* ordem a interpretagdo do espectro em termos de fil-
tragens de banda estreita andlogas as anteriores, mas utilizando trés sistemas.

Para isso consideremos trés filtros ideais defin dos como em (8.1) mas centrados respectivamente nas
frequéncias w,, w,,w,,» € de fases ¢_, 4,06, . (Fig. 8.3).

Assim, e nos intervalos correspondentes, de largura A, serd

8
H,(w) = ol
je

H,(w) =e” * (8.9)
a
H,(w) = el

anulando-se H, (w) fora desses intervalos, e tendo-se H (—w) = H *(w)

\(t
H, (W) ht
Y
x(t) y2(t) Y, (0 y,() y, (1)
- H,(w) - ® -
3
H,(w) ¥t

g, 8.3
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Calculemos agora o valor médio do produto y (t)y,(t)y, (t) das saidas destes filtros.

Podemos exprimir este valor em funcdo do bispectro cruzado ¥ (w,, w,), e este por seu turno no
Yi¥a¥
bispectro da entrada ¥ (1, , w,). s

Com efeito, atendendo as relacdes (5.12), (6.12), (6.13), tem-se (1)

(e o]
1 s
r = . = e ) i d d ==
By, %00 =y (00 = = ” yyy, (@1 02) doy deo,

—c0
=
1 Al -

o ’ ’ ¥ (wy s w,) H(—w, —w,) Hy(w) H(w,) dw, duw, (8.10)

e

Devido as condicbes (8.9) o produto H, (w,) H (w,) vai delimitar o dominio de integracdo aos 4 qua-
drados figurados (Fig. 8.4), em que se supos, sem perda de generalidade, w, > w, > 0

-l W,

It

Fig. 8.4

Por outro lado, e admitindo w, € w, fixos e  varidvel, o factor H:(_w: —(y,) SO ndo se anulari se as
faixas

w,~82< w, +w, < w, +4a/2 (8.11)
—w, 82 < w +tw < —w, +4/2

intercectarem os quadrados centrados em ( w, ) e (—w, ,—w) — caso em que ( estd na vizinhanga
de , + w, ou 08 quadrados centrados em (w_, —w,) © (—w , w,) — caso em que w, estd na vizinhanca
de W, = Wy

(') Também aqui se tem Ey (t)=Ey,(t)=Ey,(t)=0, mesmo para Ex{t);{;O, por ge ter H (o) =H (o) =H,(o)=0
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Consideremos cntdo a situagdo representada (Fig. 8.5), que corresponde a w, = w, + w,

w,

A

\<" W+ Wy zw+A/2
w
b \ A

-, u1+w2=wc-ﬂ./2)\ \
\ 0 T, W,

\

_wb
ﬁ w1+w2=-wc+ﬁ/2
\(//
f>\
D wrw,s-w-A/2
Fig. 8.5

Se suposermos que A é suficientemente pequeno para que o bispectro varie muito pouco na regide
de integracAo R (zonas tracejadas), o integral (8.10) pode escrever-se

¥ (e, s wy) ‘ I H (—w, —w,) H,i(w) H,(w,) du, dw, (8.12)

LS

E y () y,(t) y,(t) =

(277)2

Substituindo H (w) pelas suas expressoes obtém-se

E y,(t) y,(t) y,(t) = A.2 Re {q,‘“u“’ ) e“‘ﬁ'h—ﬁ‘.)}

)2 (8.13)
em que A é a Area de qualquer dos hexiagonos de R, dada por
A?
A — 3 T —(w, + v, —,)? (8.14)

Esta area ¢ maxima para w, = w, + w,, atingindo entao o wvalor 3A%/4. Nestas condicdes, teremos

2 2 =Ty
E y,(t) y,(t) y,(t) = Ba Re{ W (w4 ty) e] Uy Tty =t }
T & (8.15)
expressio que nos vai permitir calcular Wo(w, » )
Com efeito, se fizermos
8,8, — #,=0(mod 2+) (8.16)
resulta
SA'
E y () y,(t) y,(t) = 80 Re {'Px(ma,wh)} (8.17)
Se em vez disso fizermos
o
O Bty —-r (0ol ) (8.18)
vem
2
E y,(t)y,(t) y,(t) = Im { ‘I'X(ma.mh]} (8.19)

TECNICA 449/450 63



Conclui-se assim que a parte real e a parte imaginidria do bispectro do sinal x(t), nas frequéncias
W, . y,) siio dadas aproximadamente, & parte o factor 3A2/82, pelos valores médios (que podem ser tempo-
ra's, para os processos ergédicos) dos produtos dos sinais obtidos por filtragem estreita (ideal) de x(t) nas
frequéncias (w,,» w, € w, + w,, € em que as fases (constantes) dos filtros obedegam respectivamente as
condicdes (8.16) e (8.18). (Por exemplo s, =6, =g, =0, para a parte real, e ¢ = ¢, =0, 9, =7/2,
para a parte imaginaria). i

Estas filtragens, anflogas as estudadas para o espectro de poténcia pressupdem portanto filtros
fisicamente irrealizdveis e como tal s6 sfo possiveis por via matemdtica, utilizando o computador.

Notemos que a utilizagio de filtros realizdveis para a obtencfio aproximada do bispectro por meios
analégicos nfo se faz com a mesma facilidade com que se efectua para o espectro de poténcia. Por isso
se preferem métodos aritméticos.

9. COMPUTACAO DO ESPECTRO DE POTENCIA E DO BISPECTRO

Limitar-nos-emos a apresentar alguns tépicos d>s métodos usados (1).

Na pratica, os métodos de filtragem numérica indicados no pardgrafo anterior ndo so os mais indi-
cados. Até 1965 eram os unicos utilizados para o bispectro (2). No gque respeita o espectro de poténcia,
p-rém, ji antes disso se preferiam processos baseadys em métodos estatisticos que partiam da estimacgéo
prévia da correlacdo, e que procuravam minimizar a varidncia das determinacdes (3).

A partir de 1965, com a aparecimento do algoritmo-— FFT — Fast Fourier Transform (4), foi possi-
vel reduzir drast.camente o tempo de célculo e realizar estimativas baseadas no célculo do periodograma,
dado por

1
_ Pplw) = W | X (w) |2 (9.1)
em que
N—1
—ipwa
X(w)=4 Y x(pa) e ¥ (9.2)
p=o0

sendo x(t) uma amostra de duragio T = NA. A utilizacio apenas dos valores de x(t) intervalados de A
implica a suposicio de um espectro de banda limitada a |w|=«/A (teorema da amostragem).

HEste periodograma é depois ponderado por uma funcdo J (w) devidamente escolhida, denominada
¢janela» na linguagem da andlise espectral, resultando finalmente para estimador do espectro de poténcia
a expressio

N—1
~ 1 2'473 2'.73
= A 9.3
B (w) TEDJT(LQ T)%(__T} (9.3)
B =
tendo-se ainda
a/A
2 i
var &‘-tm)zﬁj ) an (9.4)
i
—a/A

para espectros () variando lentamente dentro da largura da janela () ou seja, dentro da banda em que
esta toma valores mais apreciiveis.

Dado que J.(w), além de ser par, apenas tem de obedecer & condiglo
/A

1

2=
—a/A

JT(m) dy=1 (9.5)

(Y Ver por exemplo, para o espectro, Jenkins & Watts, 1968; Brillinger, 1975; e para o bispectro, Brillinger & Rosen-
blatt, 1967.

(71 Ver Hasselman et al, 1963: MacDonald, 1965.

(}i Jenkins & Watts, 1968: Virios Autores, Technometrics, 3, 1961,

() Para um estudo pormenorizado deste método, aconselha-ze a ler Brigham, 1974. Quanto ao uso do periodograma

JA era conhecido antes de 1965, sendo eguivalente ao uso da correlaciio. Era porém mais lento que aquele, até & descoberta
da FFT que lhe permitiu passar a ser o método mais rdpido.
(%) A definicio exacta de largura depende dos autores, mas anda & volta do conceito de concentracgio indlcado.
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a varidncia de ®(w) pode reduzir-se arbitrariamente a4 custa do aumento da duracio T (o que ndo acontece,
prova-se, para o periodograma, que é uma estimativa ndo ponderada de &(r). Para T fixo, apenas se pode
baixar a var &(w) & custa do aumento da duracfo de Jp(w) (1), o que val prejudicar a resolugdo das
estimativas, distanciando as frequéncias para as quais elas sdo indeperndentes.

A reducdo do tempo de célculo da expressio X(w), através da FFT é espectacular, pois € da ordem
de (1/N) log,N (por exemplo para N = 1000, a reducdo € da ordem de 1/100).

Esta circunstincia permitiu estender para o bispectro os métodos acima apresentados, com as adapta-
¢Oes necessirias.

Assim, comega-se por calcular o periodograma de 3.° ordem
¥ (w0, » ) =ﬂ‘5—x{wl}xt 0y) X(— 0, —w,) (9.6)

e dai, através das janelas bispectrais J.(w,,w,), obedecendo & condicéo

n[A

i
(22 [‘f Iy, w,) dw, dw, =1 (9.7)

—=[A

obtém-se para estimador do bispectro a expressio

N—-1 N-1

»~ . 1 2-,:5‘ ‘.’.rs,\ 21:5; 21:5,
¥lww) = 5 E E JT(w* S Ml ]q:T( e (9.8)

§;=0 s.=0

tendo-se ainda

A
A 1
var ¥ (w,, w,) = =———— ® (w,) ® (w,) ¢ (w,+ w,) T (O, p) dr dp (9.9)
= (2 T!)‘T 2
_n-fa

para espectros variando lentamente dentro da largura (em cada dimensio) da janela.

As consideracdes feitas para o espectro de poténcia a propésito do compromisso entre variincia e
resolucdo das estimativas pdem-se também para o bispectro. Pode provar-se que, em igualdade de reso-
lugéo, o que se traduz por igual ordem de grandeza entre a largura (em cada dimensdo) de J (w,,w,) e a
largura de J,(w), e para uma série x(pA) normada, isto € com varidncia unitéria (2), se tem aproxima-
damente, para o ruido branco (®(y) constante)

A
var ¥ .
_ﬁ_(_i"l_‘%)_.:zm (9.10)

A
var ¢(w)

em que M é o nimero de bandas independentes (em cada dimensdo), ou seja, o cociente entre a banda do
processo (7/A) e a largura da janela.

Assirg, por i\e:xemplo, se considerarmos um processo limitado a 1000 Hz tem-se como ordem de gran-
deza. var ¥/var ¢ =~ 16, isto é, as flutuacdes das estimativas do bispectro sdo aproximadamente 4 vezes
mais elevadas que as do espectro de poténcia. Quanto maior for o nimero de bandas, maior seri este agra-
vamento das variacdes das estimativas do bispectro em relagio as do espectro de poténcia.

Esta malor instabilidade resulta da existéncia de 3 factores aleatérios X (w,) em vez dos 2 usados
para o espectro de poténcia, e constitui uma séria limitacdo das aplicacdes do bispectro, pois a reducio da

(') A forma da funcio J,(w) também influl na varidncia, Para as janelas mals usuaig, como as de Tukey, Parzen, Pa-
poulis, a diferenca nido é porém grande.

—
(2) A normacio consegue-se substituindo a sucessio x, = x(pA) por x, /Vx_,_? sendo x_p7 o valor quadritico médio
calculado da amostra. Os valores x, supdem-se além disso préviamente deduzidos do seu valor médio, de modo a ter-se

x, =0
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varidncia exigird um nimero muito elevado de dados. Este facto vai onerar o calculo, pois muito embora a
computacio dos factores X(ry) seja extremamente facilitada pela FFT, a efectivacio das médias ponderadas
a 2 dimensdes vai implicar um ntamero de multiplicacdes que ¢é sensivelmente da ordem de N¥, ao passo
que para o espectro de poténcia aquele nimero é da ordem de N.

Esta limitacdo nfo é, no entanto, o maior obstaculo, dada a crescente velocidade de calculo dos
computadores digitais. A maior limitacio ao uso do bispectro reside na prépria dificuldade em obter nos
casos priaticos um ndamero suficientemente elevado de dados, em virtude da natureza limitada dos registos
usualmente disponiveis.

Néao queremos terminar este artigo com uma nota pessimista. Na realidade ha que ter em conta a
grande sensibilidade do bispectro na detecgiio dum processo ndo gaussiano.

Para o ilustrar vamos apreseniar dois exemplos, através de gréificos obtidos na determinacdo do
bispectro de processos simulados em computador.

O primeiro (1) refere-se a uma situagio em que estido presentes um processo gaussiano (ruido) e um
processo constituido por uma sobreposicido de impulsos de amplitude aleatéria, ocorrendo também aleato-
riamente no tempo segundo uma lei de Poisson (sinal). Apresentam-se duas determinacdes correspondentes aos
casos 86 ruido e ruido + sinal, com a relagido S/N = 20 9. Conclui-se que, apesar de o ruido ser 5 vezes
maior que o sinal (em poténcia), é visivel a presen;a deste através do hispectro (Figs. 9.1 e 9.2).

. Re‘{-’{wluﬂ " Re‘i"h.|uz)
1.04— y 2 e r . . — . ’ | I : . e — o
o o o 6 R |
05 3 f — N ! ; 13 l [ p3 | 1
0 e ® - | I P - + | - | 04— g ? | - | I . I l
| | + * [ | + | { | | [ & | ‘
-05 ==~ _I | (. 1 ——— — -05+— | i | & | _+ ! : .
10 NN N S AN O S (S () B = SOT, | == Sl R L) SO S | ) O | R =l
— Tedrico = — TEOTICO Sihic
e Experimental =0 " e Experimental /N =02
Im o)
Im';’[m.'uz]
1‘0 . - | o T B R (R x 1
TTT 1T |
ST T4 N
01—v—= —3 L .
. . | L
-05 i { ]. 1 ]
= 04— il
i 2 3 4 S5 6 7 8 9 10 1 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 12
Fig. 9.1 Fig. 9.2

O segundo (2) refere-se a uma situaclo em que estd presente um processo ndo gaussiano resultante
da passagem de ruido-branco gaussiano estacionirio por um sistema com uma néo-linearidade de 2.* ordem,
dado por y = x 4 gx2 O sinal de saida y(t) é normado de forma a ter-se y = 0 e y2 = 1. Devido a proble-
mas de amostragem resulta um fenémeno de sobreposicio de bispectros que conduz a um valor teérico
constante (2). Comparem-se (Figs. 9.3, 9.4) os casos ¢ — 0 (caso linear) e g = 0,1. A pesar da pequenez da
nfo-linearidade, esta torna-se também perfeitamente visivel através do bispectro.

(') Ver Rebelo Simdes, 1971,
(?) Ver Rebelo Simdes, 1972 e Rebelo Simdes & Miranda Mourdio, 1972,
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Fig. 9.3 Fig. 9.4

Em qualquer dos casos os pontos calculados correspondem ao sector representado na Fig. 9.5, com

N.o N, o
- 17 w,=———. tendo-se feito M = 8.
YT Tma T Ma
A2
T
T/2A | N

/24 /A

Os pontos foram ordenados arbitrariamente da forma indicada na figura e, para efeitos de represen-
tacdo do bispectro, colocados como abcissas a intervalos iguais.

Em conclusdo, fica patente através destes exemplos a forma notavel como o afastamento da distri-
buigdo dum processo em relacdo 4 gaussiana transparece na determinacdo do bispectro, mau grado as
flutuacdes das estimativas.
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APENDICE

TRANSFORMACAO LINEAR DUMA DISTRIBUICAO MULTINORMAL

Consideremos as variaveis { X ,X,,...X, } obedecendo a uma distribuigio conjunta gaussiana ou
multinormal
N

= N N
| 1
P =t e[ - L 3 S
(27)

(detA)Il < n=1 k=l

?nk(xu_mu) (xk_nlk) J (A1)=(71)

Vamos usar, para facilitar a anilise, a notagio matricial
Assim, seja X a matriz coluna das variaveis x , M a das médias m , e fagamos

’ Y=X—M (A2)

o que equivale a definir as novas varidveis y =x —m_, de média nula.
A expressio (A1) da distribui¢io multinormal tomard a forma abreviada (1)

(2) 1 1
pX)=p(X) = = exp | _ — yT py (A 3)

12 1/2 9
(27) (det A)

Por outro lado a expressido (7.3) Ay = B (x;, —m,) (x,—m,) pode escrever-se

A=BYY (A4)

Consideremos agora uma transformacfio linear das varidveis y  definida por uma matriz quadrada A de
ordem N

Y =AY (A5)
equivalente a
N
R, . + 1 — ] T.t
Yi = E T == 1,2 us N (ef T,4)
k=1
Ter-se-4 entdo (3)
EY'= AEY =0 (A 6)

pelo que as correlacies de 2. ordem das variiveis que definem Y coincidem com os momentos, constituindo
a matriz A’ dada por

P T
A= EY'Y'= EAY (AY) = AAAT (AT)

em virtude de (A4 e A5).
Esta relacio mostra como se obtém as correlacoes das novas varidveis y’n em funcdo das correlacdes
das antigas y,.
Resta determinar a distribuiciio das novas varidveis y’ .
Para, isso basta exprimir o argumento da exponencial em (A 3) nas novas varidveis, e atender a
identidade

(4)
PY ¥, ¥y ady', dy', ... Ay =P (¥, Yo - ¥y) dy, dy, . ... dyy, (A 8)

pelo que se tem, como se sabe do cdleulo,

(Y, ¥pr V)
P(Y',s}";.v-uY'N] =p(Y1-yze---YN) | > = i 1
WA e

(A 9)

) A.*= matriz transposta de A

(?) Seria mais correcto escrever p (x) = p,(¥), com Y = X—M, mas omitimos, para facilitar a notacio, os indices, que
se subentendem.

(*) O zero represzenta agui a matriz coluna constituida por zeros.

(*) A transformacfio linear (A 5) implica uma solucio tnica Y=A.1Y' para o sistema de eguac¢des correspondente,
pelo que (A 8) 86 tem um termo.
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em que 3 (y,,¥,--¥y) /0(¥,, ¥, ¥'y) € o Jacobiano da transformacfo (A 5), dado pelo determinante
da matriz J, de elementos

G}
I = % (A 10)
ay’
Ora de (A 5) tira-se
-1
Y=A Y (A11)
se a matriz A nfo for singular
Da transformacfo linear (A 11) obtém-se
a
i = a’, (A12)
2y,
em que a’, sdo os elementos da matriz ATI
T -1
Dagqui se conclui que JT=A (A 13)
donde det J = (det A)" (A 14)
pelo que (A 9) se pode escrever, abreviadamente
P (Y) =p(Y)/|det A| (A 15)

T
Calculando agora o produto Y 'Y, argumento da exponencial (A 3), vem

T -1 T =1 =1 T T —1 =1 T T =1 T
YIY=(A Y)A A Y=Y (A' A A Y=Y (AAA) Y'=X'DIY (A 16)
em que =" (A1T)
Por outro lado, de (A7) tira-se
det A’ = det a (det A)z (A 18)

donde finalmente, atendendo a (A 3), (A 15), (A 18), vem

1 i
p(Y) = exp| — — YTy (A19)
@) A cdet sty 2

que mostra que as novas varidveis y’ resultantes da transformacdo linear (A 5) possuem igualmente uma
distribuicdo multinormal, sendo a matriz das correlagdes dada por (A T).

Este resultado é muito importante, pois permite-nos, por uma escolha conveniente da transformacéo A,
simplificar notavelmente a expressio de distribuigéo.

Assim, € possivel obter um novo conjunto de varidveis cuja matriz de correlagdes seja diagonal. Na
realidade, sendo A simétrica, basta usar na transformacio Y —= AX uma matriz A ortogonal (1) cujas
linhas sejam constituidas pelos vectores préprios normados de a.

Nestas condicies, a nova matriz A’ serd diagonal, sendo os seus elementos nfdo nulos os valores
proprios de a.

(') Se os vectores linhas sio ortogonais entre si e normados, tem-se T a, a, =38,,.
Ik
T
Fazendo a;, =b, . tem-se E a, b,=8§, ou seja AB=T. Mas B=A .

-1 T
Donde B=A =A que define a matriz ortogonal. Fécil & de ver que também os vectores colunas resultam orto-
normados.
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Com efeito, sendo A e X um valor préprio e um vector proprio de a, tem-se
AX, =NX, (A 20)

Por outro lado prova-se sem dificuldade que, sendo A simétrica, os seus valores proprios séo reais,
e a valores proprios distintos correspondem vectores préprios ortogonais (1).

Assim, sendo

A= - a— (A21)

a matriz A’ calecula-se facilmente.

A=A (AAT) = '_\{T_ N | _1, | TR W (A 22)
T | 1 R 0
X, . """"""""" Ay Xy o I i :
T | f 0 0 .
‘\.\‘ """"" N

dada a ortonormalidade dos Xk.

Ou seja
Nie = N 8y (A 23)

0 que prova que a matriz de correlacdo A’ é de facto diagonal.
Se introduzirmos agora este resultado (A 22, A 23) na expressdo geral (A 19) da distribuicéo p (Y’'), e
atendermos a (A 17), obteremos a forma simplitficada pretendida.

Assim,
1 1 ! :
P =Py o ss W)= : exp [ 1 E uli 'l (A 24)
N/2 1/2 9 A\
(247) (A A, Ay . =1 g |
que se pode escrever sob a forma dum produto de N factores semelhantes
N
P ¥y y)= m py)) (A 25)
i1
em que
1 1 w2
Py))=———"—exp(—— —)
VT T empie TP (A26)

Notemos finalmente que o facto de A’ ser uma matriz de correlacdes nos mostra que se tem
MA=Nyu=Ey2>0 (A 27)

Os valores préprios de A, além de reais sdo, portanto, positivos.
Por outro lado, do cardcter ortogonal de A resulta

det A'=det A=) A, ... >0 (A 28)
Assim, o determinante da matriz das correlacies mantém-se invariante sob uma transformacédo

ortogonal e é positivo.

(') Se se der o caso de n valores priprios serem iguais, ao valor comum corresponderd um espaco vectorial de di-
mensdo n, donde € possivel obter n vectores ortogonais entre si.

70 TECNICA 449/450



BIBLIOGRAFIA

Brigham — The Fast Fourier Transform. Prentice-Hall (1974).

Brillinger — Time Series. Data Analysis and Theory, Holt, Rinehart and Winston (1975).

Brillinger & Rosenblatt — Asymptotic Theory of Estimates of k' Order Spectra —in Spectral Analysis of
Time Series, ed. Harris — J. Wiley (1967).

Brillinger & Rosenblatt — Computation and Interpretation of k'™ Order Spectra —in Spectral Analysis of
Time Series, ed. Harris — J. Wiley (1967).

Davenport & Root — Random Signals and Noise — McGraw-Hill (1958).

Hasselman, Munk & MacDonald — Bispectra of Ocean Waves —in Time Series Analysis, ed. Rosenblatt —
J. Wiley (1963).

Haubrich — Earth Noise, 5 to 500 Millicycles per second — Journ. Geoph. Research, T0, 1415 (1965].

Jenkins & Watts — Spectral Analysis and its Applications — Holden-Day (1968).

MacDonald — The Bispectra of Atmospheric Pressure Records —in Proc. IBM Scientific Computing Sym-
posium on Statistics, ed. IBM (1965).

RBladden — Spectral, Cross-Spectral and Bispectral Analysis of Low Frequency Electromagnetic Data —in
Natural Electromagnetic Phenomena Below 30 kc/s — Plenum Press (1964).

Rebelo Simdes — Determina¢do do Bispectro dum Sinal Aleatério com Aplicagdo a Estimagdo de Sinais
em Ruido Forte — Tese de Doutoramento, I. 8. T. (1971).

Rebelo Simdes — Anilise Espectral de 2.* e 3.* Ordens em Sistemas N&o-Lineares de 2.* Ordem —
Parte I: Expressoes Tedricas — in II Simpd6sio Sobre as Teorias da Informagdo e dos Sistemas, F. E.
U.P. (1972).

Rebelo Simdes & Miranda Mourfio — Analise Espectral de 2 e 3.* Ordens em Sistemas N&ao-Linea-
res de 2. Ordem — Parte II: Aspectos Computacionais —in IT Simpdsio Sobre as Teorias da Infor-
magdo e dos Sistemas, F.E. U.P. (1972).

Stratonovich — Topics in the Theory of Random Noise, Vol, I — Gordon and Breach (1963).

Varios Autores — Papers on Spectral Analysis —in Technometrics, 3 (1961).

2." Congresso Nacional de Mecdnica Tedrica Aplicada
Lisboa, 2 a 7 de Abril de 1979

Temas: Mecinica Geral; Mecanica dos Fluidos; Mecédnica dos Sélidos e dos Materiais; Biomecéanica.

Comunicagdes — Datas limite: Resumos (300 palavras): 1-10-78; Comunicacdo da aceitagdo: 1-11-78;
Texto definitivo: 31-12-T8.

Informacioes e inscrigdes provisérias: Comissio Portuguesa de Mecianica, Instituto Superior Técnico,
Laboratério de Resisténcia de Materiais, Av. Rovisco Pais — Lisboa 1. Tel. 801579.

Teoria da Informacdo

Realizar-se-4 em Grignano, Itdlia, proximo de Trieste, de 25 a 29 de Junho de 1979, o Simpésio
Internacional sobre Teoria da Informacio, promovido pelo I. E. E. E. Os artigos deverdo ser enviados até
1 de Dezembro de 1978. Para mais informacfo consultar o noticidrio dos tultimos nimeros da revista
«IEEE Trans. on Information Theorys.

TECNICA 449/450 71



BASES DEL CONCURSO DE ARTICULOS

Convocado por
CEMENTO - HORMIGON — revista técnica — con motivo de su 50 aniversario — 1929 - 1979
BASES:

1— Se convoca un Concurso de trabajos propios para ser publicados en esta Revista, entre autores de cual-
quier nacionalidad.

2 — Los trabajos presentados deben ser originales e inéditos. La exlension minima de los mismos deberd
ser de 10 paginas de nuestra Revista que equivalen aproximadamente a 30 hojas de tamafo folio meca-
nografiadas a doble espacio, Los trabajos deben ser presentados en idioma espafol.

3 — Los trabajos deberan, remitirse, por correo certificado, a CEMENTO - HORMIGON Revista Técnica,
calle Maignén, 26, Barcelona-24 (Espana) antes del dia 31 de marzo de 1979 en sobre cerrado con un
Lema. En sobre aparte y bajo el mismo Lema debe remitirse el nombre y direccién del autor.

4 — Se concederan los siguintes premios:

A) Premio CEMENTO-HORMIGON, Revista Técnica, dotado con 75.000 Ptas. al mejor trabajo presen-
tado sobre el Tema ¢EL AHORRO DE ENERGIA EN EL PROCESO DE FABRICACION DEL
CEMENTOx».

Si el Jurado lo considera oportuno ademds de este premio podrd otorgarse um accésit de
50.000 Ptas.

Premio ASOCIACION NACIONAL ESPANOLA DE FBARICANTES DE HORMIGON PREPA-

RADO (ANEFHOP), dotado con 75.000 pesetas al mejor trabajo presentado sobre el Tema «ASPEC-

TOS ECONOMICOS DEL EMPLEO DEL HORMIGON PREPARADO:»,

Si el Jurado lo considera oportuno ademas de este premio podrd otorgarse un accésit de
50.000 Ptas.

C) Premio AGRUPACION DE FABRICANTES DE CEMENTO DE ESPANA. OFICEMEN, dotado con

75.000 Ptas. al mejor trabajo presentado sobre un Tema relacionado con alguna <«REALIZACION
DE HORMIGON EN OBRAS URBANAS Y CIVILES:».

Si el Jurado lo considera oportuno ademas de este premio podrd otorgarse un accésit de
50.000 Ptas.

5 — Dos Jurados compuestos por eminentes especialistas de la industria del cemento y de la construccion,
Jjuzgaran los trabajos que se presenten al Concurso, siendo su fallo inapelable.

6 — Los premios pueden declararse desiertos, si a juicio de los respectivos Jurados ninguno de los trabajos
presentados merece ser objeto de distincion.

7 — El resultado del Concurso se publicard, junto con las Actas de los Jurados, en las paginas de esta
Revista.

8 — Los premios seran otorgados dentro de los actos conmemorativos a celebrar con motivo del 50 Ani-
versario de la Revista CEMENTO-HORMIGON.

9 — Los derechos de reproduccién total o parcial de los trabajos premiados, pertenecerin exclusivamente
a CEMENTO-HORMIGON, Revista Técnica, sin cuya autorizacién no se podran publicar en ningtln
idioma.

10 — CEMENTO-HORMIGON publicard integramente los trabajos premiados y se reserva el derecho de
reproducir cuantos trabajos se presenten al Concurso con caradcter preferencial.

Barcelona, Abril de 1978

B

—

JURADO TEMA CEMENTO — Presidente: Paticio Palomar Collado, Dr. Ingeniero Industrial. Voca-
les: José Calleja Carrete, Dr. en Ciencias Quimicas; José Maria Claveria Roe, Dr. Ingeniero de Minas;
César Garcia Montén, Dr. Ingeniero Industrial; Rafael Martinez Ynzenga, Dr. Ingeniero Industrial; Patricio
Palomar Lilovet, Dr. Ingeniero Industrial; Juliin Rezola Izaguirre, Ingeniero Quimico Dipl. I.Q. S.; Jorge
Villavecehia Delas, Dr. Ingeniero Industrial.

JURADD TEMAS HOERMIGON Presidente: José Maria Aguirre Gonzalo, Dr. Ingeniero de Caminos.
Vocales: Francisco Arredondo y Verdd, Dr. Ingeniero de Caminos; Oriol Bohigas Guardiola, Dr. Arquitecto;
Ernesto Garau Llari, Dr. Ingeniero Industrial; Manuel Federico Goudie y Monteverde, Presidente de ANEFHOP;
Antonio Lamela Martinez, Dr. Arquitecto; José Antonio Torroja Cavanillas, D. Ingeniero de Caminos: José
Ignacio Vallejo-Nigera, Ingeniero del I.C.A. T

CEMENTO - HORMIGON — Maignén, 26. Barcelona - 24. Epafa. Tels. 214 41 78-214 43 18 - 214 42 58.

(Continua na pdag. 78)

72 TECNICA 449/450



Para a industria
etiquetas
auto-adesivas tesa.

As etiquetas auto-adesivas
Tesa, permitem a impressao
antecipada, de marcas, pregos,
referéncias e instrugoes de
utilizagao para um sem

numero de artigos. Oferecendo
grande
economia de
mao-de-obra,
. porque
dispensam

a cola e o respectivo tempo de
secagem, as etiquetas Tesa
aderem a maioria dos materiais.
Consoante a utilizagao industrial
a que se destinam, as etiquetas
Tesa sao permanentes ou
destacaveis.

Estas ultimas retiram-se
facilmente sem deixar quaisquer
residuos.

O sistema de etiquetagem Tesa

integra desenroladores

manuais e maquinas automaticas
ou semi-automaticas para
aplicagao das etiquetas
auto-adesivas.

)|

[ DEPARTAMENTO INDUSTRIA |

Tesa, sempre a solucédo do seu caso.

PARA MAIS INFORMACOES CONSULTE O DEPARTAMENTO TESA DA BEIERSDORF PORTUGUESA, LDA.
Est. de Barcarena - Queluz de Baixo Tel. 9561 71 ou Delegagao no Norte - R. Gongalo Sampaio, 164-178 - Porto Tel. 691153/4/5

TECNICA XI



ACESSORIOS |
FORJADOS PARA CABO
DE ARAME E CADEIAS

Os homens que dao valor as suas
vidas e a cargas insistem nos
grampos, algemas, rotulas,
tensores, olhais, fichas, mangas,
parafusos para olhais e retentores
de cargas Lebus da Crosby . . .
todos fabricados de aco reformado
e temperado para maior
resisténcia. Uma gama completa
de talhas McKissick e Western e
protectores para cabos de arame.

Para obter o catdlogo ou mais
informacdes, queira contactar:

the Br@sbygroup

NAL CORPORATION

Groasby LAUGHLIN (UK) LTD  N.V. Brashy EUROPE

Carlton Chambers, Leuvensebaan 51
Station Road, Shortlands, 2870 Putte (Mechelen)
Bromley BR2 OEY,England. Belgium

Telex 896558CLUK Telex 256312

a pensou...

...que 0 seu anuncio

€& muito eficaz se for
publicado na revista que

os seus clientes léem?

Os milhares de exemplares

de cada nimero da nossa revista
sao lidos por engenheiros

e técnicos, por pessoas ligadas
a induastria, a investigacao, ao
ensino, pelos seus clientes,

em suma. Consulte-nos

REVISTA DE
ENGENHARIA Avenida Rovisco Pais — Lisboa-1 — Telef. 88 93 23

TECNICA XlI



NUMERO 449 /450 SETEMBRO/QUTUBRO 1978

ANO LI VOLUME XL

C. D. U. 533.2:530.12

Em homenagem ao Professor Aureliano de Mira Fernandes

Sobre a elasticidade relativista dos corpos rigidos

| — A lei de Hooke relativista

RESUMO

Prepie-se a introdugdo nos cursos de iniciag¢do
a Teoria ds Relatividade das férmulas da elasti-
cidade relativista dos corpos rigidos, estabelecidas
por Mc Crea por processis elementares.

Os paradoxos relacwnedos com o wmovimento
dos corpos rigidos em Relalividade (paradoxo do
disco a rodar e paradoxo dos 3 graus de liberdade
dos corpos rigidos em Relatividade Restritiva) podem
ser esclarecidos desde que se faga a distingdo entre
0s conceitos de rigido e indeformdvel,

E apresentada a equag¢dao do movimento (com
deformac¢ao) de wma barra rigida ndo homogénea.

A celasticidade relativista dos corpos rigidos» é uma matéria

ANTONIO BROTAS
Instituto Superior Técnico
Universidade Técnica de Lisboa

SUMMARY

We propose the introduction in the elementary
courses about The Theory of Relativity of the rela-
tivistic formulas of rigid bodies elasticity esta-
blished by Mc Crea by elementary processes.

The paradoxes relationed with the wmouvement
of the rigid bodics in the Theory of Relativity (the
peradox of the sliding disc and the paradox of the
three degrees of freedom of rigid bodies in the
Special Theory of Relativity) can become clear if
we disting the concepts of rigid and indeformable.

We present the equation of the mouvement
(with deformation) of a non-homogeneous bar.

de todo ignorada mnos tratados de

Relatividade (*) e s6 referida numa meia dizia de quase desconhecidos artigos. A sua inclusdo nos cursos
de iniciagdo €, no entanto, possivel e inteiramente natural. Estou certo que, quando se generalizar, fard
desaparecer pela base um conjunto de «paradoxos» actualmente considerados como ainda ndo esclarecidos
pela maioria dos relativistas.

A nota que se segue é facilmente compreensivel para quem conheg¢a a Teoria da Relatividade, tal como
ha uns anos atrds era ensinada nas cadeiras de Fisica e de Mecdnica Racional do I. S. T. Ao apresentd-la,

fago votos para que, a breve prazo, surja na escola o interesse suficiente para que este tipo de matérias
possa, de novo, nela ser ensinado.

Vamos admitir que corpo rigido é aquele em que
as ondas de choque se propagam com a velocidade
¢ (ver mota 1, pagina [77].

Consideremos uma barra rigida, homogénea, de 1)
secglo S, comprimento |, e densidade g, DO refe-
rencial préprio. o

=B, 1wl Vi—p (ﬁs= ")

Se 1o Pg c?

= H —

V1—pe

v Solu 03
Ve

Vamos supor que esta barra se desloca num
referencial A (ver nota 2, pag. [77] com uma veloeci-
dades v. Neste referencial A a seccéo, o comprimento,
a energia e a quantidade de movimento da barra sio
dados, respectivamente, por:

Vamos admitir que num dado instante t, (t— tem-
po de referencial A) uma extremidade da barra, a
extremidade da frente, por exemplo, para devido ao

(*) C., MOLLER, por exemplo, no seu tratado «The Theory of Relativity» dedica algumas poucas pédginas ao estudo
dos sélidos eldsticos. A pdg. 179 (da ediciio de 1962) escreve: «0O tensor das tensdes estd relacionado com a deformacio
interna da matéria. No referencial préprio esta conexfio é dada pelas equacbes da teoria da elasticidade usual; assim,
para as pequenas deformacles é dada pela lei de Hookes. Falta, pois, o essencial, a determinacio da lei elastica relativista.

Manuscrito recebido para publicacio em 7/7/78.
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choque com uma parede indeformavel, ou com uma
barra igual vinda em sentido contrario com a mesma
velocidade v (ver nota 3 pagina [77]. A segunda
extremidade da barra continua em movimento com a
velocidade v. Uma vez que supomos o material rigido,
o efeito do choque propaga-se com a velocidade c.
Um céaleulo elementar mostra-nos que a extremidade
que continuou em movimento s6 € atingida por este
efeito no instante

LY 1

el

ty= 1, +

C

Vamos admitir que a onda de choque, que se
propaga ao longo da barra, separa uma parte que
fica parada e comprimida da parte ndo comprimida e
ainda em movimento. No instante t,, a barra esta
inteiramente parada (em A) e o seu comprimento é

c

3) =%V 1—p

c-{wv

Se admitirmos que a barra é elastica o chogue
deve ser reversivel. Neste caso a partir do instante t:,.
a gegunda extremidade deve voltar para tras com a

=¥ o
10V1-Bz
L
L8> e ! L7
2
—l
v - c
;
/
L
7
v
t3>t:-t2 2
v c /
.
/
7

74

N

Fig.

velocidade v, e no interior da barra uma onda de cno-
que (de sentido contririo a anterior) deve separar a
parte nao comprimida, e de novo em movimento, da
parte comprimida e em repouso.

No instante t,=2 t,— t,, a onda de choque atinge
a extremidade que inicialmente foi parada e a barra
volta, de novo, a estar toda em movimento com a
velocidade v, mas agora em Sentido contririo.

Durante o intervalo [t,t,] a extremidade da
barra que chocou mantém-se encostada a parede (ou
a outra barra) que sobre ela exerce uma forca que
representamos por F.

Sendo o choque elastico e reversivel a energia
mantém-se constante,

Concluimos, assim, que a energia da barra parada
e comprimida com o comprimento 1, deve ser igual

m, ¢*

V1i—ge
com a velocidade v.

Esta informacio é suficiente para determinar a
lei eldstica do material rigido.

Imaginemos, com efeito, um processo lento de
compressao de uma barra (imoével em A) desde o
comprimento 1 até ao comprimento 1.

a energia E da barra nfo comprimida e

o e e =
Voo 1
e | |

b L i
g
t.—_tz ;
Z
;
lolj"B cfvé
”
t >ty 2
LB P
7
%
7

1
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O trabalho dispendido deve ser igual ao aumento Fazendo
d:» energia
1. c
C 1 5) s, = -V i-#
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e usando as relagdes

i V1—s8 | 9
6) §. =g —— —_—

¢ —_—_—— ? v

V 148 Se

podemos escrever

m, ¢? ‘ 1 4
Se - — 2
2 Se

Por outro lado, sendo p a pressdo na seccdo
transversal da barra, variavel durante a compreensao,
podemos escrever

7) z =

I [

8 e ---suj p dl

lo 1

— S 1, ’ p ds

Tendo em conta que as duas ultimas expressoes
de z devem ser iguais qualquer que seja o valor de
s,, derivando, obtemos

m,, ¢* 1 . X .
) e (l == ) = — S5, p(5.)

- ©

ou (escrevendo s em vez de s,)

el |
10) p = T'(\., =1

E esta a lei elastica dos corpos rigidos, lei nao
linear, que podemos congiderar como a correspondén-
cia relativista no caso limite dos corpos rigidos da
lei de Hooke (ver nota 4, pagina [77].

Como seria de esperar, do lado da compressio, p
tende para infinito quando s tende para zero,

Do lado da tracgdo é curioso verificar que p

0
L 2

tendo assintoticamente para

quando s tende
para infinito (ver nota 5, pagina [Y7].
Nesta concepgao, os corpos rigidos aparecem,

assim, como corpos que se podem esticar indefini-
damente sem nunca atingir uma tensio infinita.

Representamos por E-: a densidade de um corpo
rigido, no referencial préprio, quando nio compri-
mido. Tem interesse conhecer ¢, — ¢, (s), densidade

do mesmo corpo, no referencial proéprio, quando
deformado.
A relaclo
1) E ks 6 e, S
= = | oigts (R
‘/ 1 Ei! 0 ©
76

permite-nos, facilmente, chegar ao resultado

12) Cey— B (14 1
‘ 2 s

Quando s tende para infinito, P?_l tende para
um valor que ¢ metade da densidade inicial.

Indiguemos agora um segundo caminho para
chegar ao resultado 10), que pode ser olhado como
uma confirmacido da hipotese que fizemos sobre a
propagacio das ondas de chogque no interior da
bharra.

Consideremos um intervalo de tempo At contido
no intervalo [tr t,_‘]. Representemos por Am, a quan-
tidade de massa propria (ndo comprimida) que no
intrevalo A t passa do estado de movimento ao repouso
{em A).

Um estudo cinemadtico relativamente simples per-
mite-nos escrever

S(v+c)v g

V1—g

A variacgido da quantidade de movimento da barra
neste intervalo de tempo At é dada por

13) Am,

. Ee—
14) AP _ ARV S{\—I—c.)\'po t
. ‘/TB, 1 — p*
dp

A equacio f:?' em que f é a resultante de

todas as forgas exteriores que se exercem sobre um
dp

corpo e—d—a sua variacdo de quantidade de movi-

mento, é valida em Relatividade tal como em Fisica

Clédzsica.

Durante o intervalo de tempo At a tunica forga
que se exerce sobre a barra € a forga que atras
designamos por F. Temos ainda, manifestamente,
F=p. S, sendo p a pressio nas seccdes da barra ja
comprimidas.

Reunindo estes elementos podemos escrever

15} }\ — 1__ d [’ — _‘L.(_\'_-F_Cl

S dr i — g2

g ct <_] - 1)
2 st

4

P (.

1—8

o que condiz com o resultado anterior.
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NOTA TERMINAL

Os resultados expostos, embora muito simples e
baseados em noc¢des elementares de Relatividade, s6
foram publicados pela primeira vez em 1952, nos
artigos de Mc Crea citados na bibliografia. No pri-
meiro artigo, Mc Crea deduz a equacgio da relativi-
dade dog corpos rigidos a partir da conservagiao da
energia e no segundo, em colaboragao com Hogarth,
faz uma verificacio usando a conservaciao da quanti-
dade de movimento.

Tive conhecimento destes artigos por intermédio
do artigo de Cavalleri, numa altura em que estudava
o disco a rodar. Convencera-me de que o problema do
dizco era um problema de elasticidade, mas a duas
dimensdes. Tinha chegado aos mesmos resultados de
Me Crea (36 que encontrados por ordem inversa, pri-
meiro a partir da quantidade de movimento e depois
da energia) e tinha encontrado uma generalizagio
para o caso a duas dimensdes gque ndo considero intei-
ramente satisfatéria. Na ocasido escrevi a Mc Crea a
perguntar-lhe se tinha avancado para além dos arti-
gos de 52 e se tinha utilizado as suas férmulas no
disco a rodar.

Respondeu-me, com grande gentileza, dizendo
que nio, mas que, como eu bem suspeitara, sempre
tinha continuado a pensar no problema do disco a
rodar.

Este assunto pode, eventualmente, ter interes-
santes possibilidades de desenvolvimento. Um deles
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(que se afigura muito duro) é o estudo das ondas
transversais nos corpos rigidos. O estabelecimento
de convincentes férmulas de elasticidade a 2 e 3 di-
mensoes terd ,eventualmente, de ser feito em conju-
gacao com o estudo destas ondas transversais.

No caso a uma dimensdo, a equacdo que julgo

inédita
a pe a . 1 9 x g
16) —Fxl— > ) +— (— + 1
3 x c 2t
0%¢ - 9 a!; =i ._:.:_.. a'; =0
¥ ax* ' o o9

dx
(em que X e t sdo as coordenadas do referencial de

inércia e X a coordenada associada aos diferentes
pontos duma barra e correspondente as distancias
medidas sobre a barra quando nio deformada) é a
equacao do movimento longitudinal de uma barra

rigida nfio homogénea: §° — g! (x) varidvel.

0

O estabelecimento desta equacdo exige bastante
trabalho e muito cuidado no manipular das compo-
nentes do tensor impulsdo energia expresso nos
referéncias de inércia correspondentes em cada ins-
tante a cada ponto da barra. Mas exige, sobretudo,
a convicgio inicial de que se vai chegar ao mesmo
resultado quer se utilize a conservacdo da energia
guer se utilize a conservacdo da quantidade de mo-
vimento.

[4] A. Brotas —C. R. Acad. Sc. Paris t 267 (1968).
[5] A. Brotas — L. Nuovo Cimento (Fev. 1969).
[6] A. Brotas — These, Paris, A, O. 3081.

1) O corpo rigido relativista & portanto, nesta concepcio um corpo deforméivel. Foi, exactamente, a identificacio

entre rigido e indeformével que, trazida da Fisica Cldssica para a Relatividade, deu origem a uma série de paradoxos
relacionados com a dificuldade em compreender o movimento dos corpos rigidos (e por extensiio dos s6lidos em geral)
em Relatividade. O mais célebre destes paradoxos é o paradoxo do disco a rodar segundo o qual em Relatividade Res-
trita um disco indeforméivel que esteja a rodar nio pode parar e um disco que esteja parado niio pode entrar em rota-
c¢iio. KEstas dificuldades sdo aspectos particulares do paradoxo mais geral, posto em evidéncia por Born, que consiste no
facto de em Relatividade Restrita os corpos rigidos-indeformiveis terem s6 3 graus de liberdade. Em face desta difl-
culdade a quase totalidade dos autores que abordam o assunto abandonam o estudo do problema no &mbito da Relati-
vidade Restrita e procuram encontrar no quadro da Relatividade Generalizada, A custa das deformacdes do espaco-
-tempo, 02 6 graus de liberdade que nfdo encontram em Relatividade Restrita. Os trabalhos deste tipo tornam-se, em geral,
extremamente confusos e parece nio terem conduzido a nenhumas conclusdes claras. A via preconizada neste artigo é a
oposta, A ldentificacio entre indeformével e rigido & guebrada. Indeformével & olhado como uma nocio geométrica.
Rigido como uma noc@o fisica. Corpo rigido significa simplesmente o corpo mais rigido possivel. Em Fisica Classica,
nada se opde a que consideremos ser indeformdvel o corpo mais rigido possivel. Em Relatividade, temos a imposiciio
das ondas nido se propagarem com velocidade superior 4 da luz. Daqui a necessidade do corpo rigido ser deformAvel.

2) Sempre que neste texto falamos em referencial deverd ser entendido referencial de inércia. A nocio de refe-
rencials nio de inéreia da Fisica Clissica estava associada & nocio de corpos rigidos que embora sujeitas a forcas se
ndo deformavam. Como em Relatividade excluimos a ideia de corpos rigidos-indeforméveis temos também de por de
lado a nocdo de referenciais niio de inércia.

3) A barra a vir do outro lado é um artificio para evitar falar em parede indeformével.

Neste texto escrevemos, em geral, compressiio mas todas as férmulas e raciocinios sfo vélidas para as tracgies.
HA, porém, que imaginar um dispositivo mais sofisticado para parar a extremidade de traz da barra.

4) No caso de um material nfo rigido limite as ondas de choque devem-se propagar no material nflo comprimido
e no referencial préprio com uma velocidade a inferior a ¢. A partir deste dado pode ser determinada a lei elfistica.

65) No limite, em valor absoluto, a relacio »_ é igual & relacio entre a pressdo e a densidade de uma onda elec-
]
pl

tromagnética. Neste caso o sinal vem, porém, trocado porgue p é uma traccio.
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CURSOS DE FORMAGAO EM HIDROLOGIA

A —INTRODUCAO

O C.E.S.U.R. (Centro de Sistemas Urbanos e Regionais das Universidades de Lishoa), os departa-
mentos de Hidrdulica e de Urbanizacio e Sistemas do I. S.T. julgaram oportuno realizar em colaboracéio
com a Direcgo Geral dos Recursos e Aproveitamentos Hidrdulicos dois Cursos sobre Hidrologia. Estes cur-
sos ndo tém caracteristicas de curso intensivo e tém como objectivo contribuir para uma preparacao cien-
tifica de base e conhecimentos técnicos actualizados que permitam aos licenciados interessados em Hidro-
logia — no dominio do palneamento, do projecto ou da gestdo — utilizar convenientemente as potencialidades
quer da Hidrologia Fisica, quer da Hidrologia Estatistica.

Durante estes cursos serdo apresentados casos de aplicagdo e os participantes terfo a possibilidade
de utilizar o Centro de Cilculo das Universidade de Lisboa e as bibliotecas do C. E, 8. U. R, e do I. 8. T.

B — DESCRICAO DOS CURSOS

CURSO SOBRE HIDROLOGIA FISICA (HF)

1. PROGRAMA:

— Descricdo fisica dos processos hidrolégicos
— Varidveis hidrolégicas

— Medicdes hidrolégicas e redes de observaciao
— Processamento, critica e publicacio de dados
— Modelos deterministicos

2. DOCENTES

Director: Anténio Quintela (I.S.T.); Pinto Peixoto (Fac. de Ciénecias); Zézimo Rego (I. 8. A.); Emi-
dio Santos (I.S.T.); Jodo Hipdlito (I S.T.).

CURSO SOBRE HIDROLOGIA ESTATISTICA (HE)

1. PROGRAMA:

— A teoria do aleatério e os tipos de variabilidade hidrologica

— Fundamentos da Teoria das Probabilidades e da Informacdo fGteis a Hidrologia
— Descrigéo, filtragem e sintese estatisticas em Hidrologia

— Inferéncia e Amostragem

2. DOCENTES

Director: Luis Valadares Tavares (I. S. T. e C.E. 8. U.R); Técnicos da D.G.R.A.H.: F. Nunes
Correia (1.8.T.); J. E. Silva (I.S.T.); A. Porta Nova (C.E.S.U.R. e 1.8.T.); Delmar Baptista
(C.E.S.U.R. e 1.8.T.)

3. CONDICOES GERAIS:

Estes cursos realizam-se no C.E. S, U.R. (L. 8. T., Av. Rovisco Pais, Lishoa) com o seguinte horirio:
9h30 - 12h30.

O curso HF decorre de 2-11-T8 a 17-11-78 e o de HE de 20-11-78 a 6-12-78.

Quaisquer esclarecimentos adicionais podem ser obtidos através de: L. Valadares Tavares (C. E. S. U. R.,
Instituto Superior Técnico, Av. Rovisco Pais, Lisboa. Tel. 88 29 92).

Os partic'pantes que desejem obter um certificado de aproveitamento podem requerer, para tal efeito,
a realizacio de uma prova que terd lugar a seguir ao final da cada curso,
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Resumo dos Artigos publicados na «Técnica» n.° 449/450

Ano LIIl — Setembro/Outubro 1978

C. D. U. 51.951

MONTEIRO, Anténio Aniceto — Conjuntos gradua-
dos de Zadeh, «Técnican, Lisboa, LIl (449/450)
Set./Out. 1978, p. 11-34.

C. D. U. 5383

FARO, M. Abreu — Sobre o estabelecimento das
condigées fronteiras de natureza electrodindmica
numa superficie em movimento, «Técnica», Lisboa,
LIll (449/450) Set,/Out. 1978, p. 35-44,

£ demonstrado que as condictes fronteiras numa
superficie em movimento se podem obter a partir das
condicBes fronteiras dos corpos em repouso utilizando
a Transformaciio de Lorentz que imobiliza num deter-
minado referencial o ponto em movimento da referida
superficie,

Para tanto, foi necessério o prévio estabelecimento
das leis de transformacio das densidades de carga e de
corrente superficiais, o que foi feito com generalidade.

Ag condicdes fronteiras estabelecidas coincidem com
as condicies fronteiras obtidas a partir da forma inte-
gral das equacdbes de Maxwell e utilizando o= teoremas
de Helmholtz associados a superficies e contornos de-
forméveis no tempo,

Na demonstraciio postula-se que determinados inte-
grais tendem para zero o que & fisicamente aceitdvel
mas obriga a analisar com euidado os modelos em causa
e as leis de variacBes expectiveis das densidades de
carga e de corrente.

C. D. U. 311.15:535.33

SIMOES, F. E. Rebelo — Alguns aspectos da corre-
lacdo de 3.* ordem e do bispectro dos processos
estaciondrios, «Técnica», Lisboa, LIl (449/450)
Set./Out. 1978, p. 45-71.

Introduzem-se, como generalizacio da 2.® ordem, os
conceitos de correlacio de 3. ordem e de espectro de
3. ordem (bispectro) dos processos estacionérios, estu-
dando-se as suas simetrias, Faz-se em seguida idéntica
extensfo para correlagies e espectros cruzados. Esta-
belecem-se as relacles entrada-saida de sistemas linea-
res invariantes para correlacdes e espectros. Considera-
-se o caso particular dos processos gaussianos estacio-
ndrios de média nula, para os quais se verifica que o
bispectro é nulo, deduzindo-se dai as aplicagbes prati-
cas desta andlise, Interpreta-se a seguir o bispectro
como resultado de filtragens lineares, & semelhanca do
que se faz para o espectro de poténcia. Finalmente in-
dicam-se alguns tdpicos sobre a computacio do espectro
de poténcia e do bispectro, comentando-se og pris e os
contras da andlise espectral de 3.» ordem.

C. D. U. 533.2:530.12

BROTAS, Antonio — Sobre a elasticidade relativis-
ta dos corpos rigidos: a lei de Hooke relativista,
«Técnica», Lisboa, LIl (449/450) Set./Out. 1978,
p. 73-77.

Propde-se a introduciio nos curses de iniciaciio a
Teoria da Relatividade das férmulas da elasticidade
relativista dos corpos rigidos, estabelecidas por Mec Crea
por processos elementares.

Os paradoxos relacionados com o movimento dos
corpos rigidos em Relatividade (paradoxo do disco a
rodar e paradoxo dos 3 graus de liberdade dos corpos
rigidos em Relatividade Restritiva) podem ser esclare-
cidos desde que se faca a distincio entre os conceitos
de rigido e indeforméAvel.

1 apresentada a equaciio do movimento (com de-
formacgiio) de uma barra rigida nio homogénea,
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Synopsis of articles published in «Técnica» n.° 449/450
LIl Seprember/October 1978

U. D. C. 311.15:535.33

SIMOES, F. E. Rebelo — Some aspects of the 3™
order correlation and of the bispectrum of stationary
processes, «Técnica», Lisboa, LIl (449/450) Set./
/Out. 1978, p. 45-71.

As generalization of 2™ order analysis, the concepts
of 3* order correlation and 3r¢ order spectrum (bis-
pectrum) of stationary processes are iIntroduced, and
their symmetry properties are studied. Identical exten-
sion for cross correlations and cross spectra is made,
The input-output relations for correlations and spectra
are established in linear time-invarlant systems. The
gaussian case ls consldered in which the bispectrum is
shown to be zero. Some practical applications of this
fact are presented., Next the bispectrum is interpreted
as a result of linear filtering operations, like power
spectrum. Finally some topics on the computation of
power spectrum and bispectrum are indicated, with
comments on the advantages and limitations of 3¢
order spectral analysis.

U. D. C. 533.2:530.12

BROTAS, Anténio — On the relativistic elasticity
of the rigid bodies: relativistic Hooke's law, aTéc-
nica», Lisboa, LI (449/450) Set./Out. 1978,
p. 73-77.

We propose the introduction in the elementary
courses about The Theory of Relativity of the relati-
viatic formulas of rigid bodies elasticity established
by Mc Crea by elementary processes,

The paradoxes relationed with the mouvement of
the rigid bodies in the Theory of Relativity (the para-
dox of the sliding dise and the paradox of the three
degrees of freedom of rigid bodies in the Special Theory
of Relativity) com become clear if we disting the
concepts of rigid and indeformable.

We present the equation of the mouvement (with
deformation) of a mon-homogeneous bar.

U. D. C. 51.951

MONTEIRO, Antonio Aniceto — On fuzzy sets,
«Técnican, Lisboa, LIl (449/450) Set./Out. 1978,
p. 11-34.

U. D. C. 56383

FARO, M. Abreu — On the establshment of elec-
trodynamic boundary conditions at a moving sur-
face, «Técnica», Lisboa, LIl (449/450) Set./Out.
1978, p. 35-44.

It iz shown that the bhoundary conditions at a
moving surface can be obtained from the boundary
conditions of bodies at rest using the Lorentz Trans-
formations which immobilizes on a certain frame the
point moving at the surface referred to.

This required the previous establishment of the
transformation laws of densities of surface charge and
current, which was generally accomplished. The boun-
dary conditions established coincide with the boundary
conditions obtained from the integral form of Max-
well's equations and using the Helmholtz theorems
nissociated with surfaces and contours deforming with
time.

In all of this it was necessary to postulate that
certain integrals vanish, which iz physically acceptable
but requires a careful study of the models in question
and of the which may by expected from the charge
and current densities,
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00 — FUNDAMENTOS GERAIS DO CONHECI-
MENTO E CULTURA

001 — CIENCIA E CONHECIMENTO EM GERAL.
SABER. ERUDICAO

C. D. U. 001.2:669.14:621.785
Necessidade de Investiga-
¢éo e de desenvolvimen-
to tecnolégico em Por-
tugal na Area dogs trata-
mentos térmicos dos
BCOB s v wn 445-446 12-1-977/78 345
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Métodos de simulacio nu-
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E. Maldonado
E. Oliveira Fernandes
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518 — METODOS ESPECIAIS DE CALCULO
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Solucio do transito de po-
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rios by e 1

H., Maia e Costa

C. D. U. 622:371.214

445-446 12-1-977/78 181

C. D. U. 22.2:5193

445-446 12-1-977/78 383

C. D. U. 622.792+622.798

445-446 12-1-977/78 349

624 — ENGENHARIA CIVIL

Principios para a reestru-
turacido do ensino da
Engenharia Civil ... ...

C. D. U. 624:371.214

445-446 12-1-977/78 173

Anténio de Caraviho Quintela

O ensino da Engenharia
Civil no nosso Pais ...
J. 8. Brazdo Farinha

Método directo de distri-
buicio de momentos
para o calculo de estru-
turas sujeitas a esforgos
horizontais ... ...

Alfredo de Pinho Morgado

Industrializacio e quali-
dade da construcao ...
José A. Teixveira Trigo

C. D. U. 624:371.214

445-446 12-1-977/78 169

C. D. U. 624.04

443 10-977 47

C. D. U. 624.057

445-446 12-1-977/78 221

C. D. U. 624.072.334-1
Vigas Vierendeel simples 447 2-978 397
J. 8. Braziao Farinha

625 — CAMINHOS DE FERRO E ESTRADAS

C. D. U. 625.8(661):691.223
Les chaussées en sables
gypseux du Sahara ... 447
José Carlos de O. S. Horta

2-978 417

627 — CURSOS DE AGUA E CANAIS NATURAIS.
RIOS, PORTOS, OBRAS PORTUARIAS E
COSTEIRAS: BARRAGENS, ETC.

C. D. U. 627.8.09(679.4)

A engenharia nacional e

a instalacao de unida-

des de grande poténcia.

O caso de Cabora-Bassa 445-446 12-1-977/78 255
Alberto Abecassis Manzanares
Antonio Carrisso
Antonio de Carvalho Quintela
Antonio José da Costa Santos
Jodo de Salvador Fernandes

C. D. U. 627.82:627.89
Desastres de barragens
em 1976. O caso de
Tebon aoie: se o 443 10-977 7
J. Laginha Serafim
C. D. U. 627.89.007.1:174
Acidentes em obras de
engenharia civil e a res-
ponsabilidade dos enge-
mheiros, O caso da bar-

ragem de Teton ... ... 448 3-978 485
Anténio José Correia Mineiro
66 — INDUSTRIAS QUIMICAS, TECNOLOGIA

QUIMICA
665 — OLEOS. GORDURAS. CERAS

C. D. U. 665.51/58
O complexo petroguimico
de Sines; concepgio e
estado actual dos tra-
balhos 445-446  12-1-977/78 305
Jodo Pedro Antunes Gomes

TECNICA 449/450
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C. D. U. 665.51/58
Petroquimica ... ... ... ... 445-446 12-1-977/78 297

Luis L. Ramalhete

666 — VIDRO. INDUSTRIAS CERAMICAS, ETC.

C. D- U. 666.3(7
Materiais cerimicos: mi-
croestrutura e proprie-
s o {20 S G I 444 11-977 77
C. A. Pacheco da Silva
M. Helena Carvalho
M. Manuela Oliveira

669 — METALURGIA

C. D. U. 669.1:543.42.64
Determinacio de coefi-
cientes de reparticao
s6lido/liquido em ligas
ternarias Fn-Mn-C 445-446 12-1-977/78 3556
M. Helena de Melo Carvalho

C. D. U. 669.1:621.762
Pulverometalurgia de li-
gas ferrosas ... ... ... 445-446 12-1-977/78 327
Carlos Alberto Pacheco da Silva

C. D. U. 669.14:621.785:620.163
O controle de qualidade
nos tratamentos tér-
micos v eee we.  445-446 12-1-977/78 313

Antera Valeriana de Seabra

C. D. U. 669.14:621.785:001.2
Necessidade de investiga-
ciao e de desenvolvi-
mento tecnolégico em
Portugal na A&rea dos
tratamentos térmicos
dos agos 445-446 12-1-977/78 345

Anténio de Pddua Loureiro

68 — OFICIOS, ARTES E INDUSTRIAS ESPECIA-
LIZADAS PARA ARTIGOS ACABADOS E
VESTUARIO

681 __ MECANISMOS, APARELHOS E MAQUINAS
DE PRECISAO. INSTRUMENTOS

C. D. U. 681.14.016
Uma bibliografia de
APL — 2+ parte ... ... 447

J. Marques Henriques

2-978 431

TECNICA 449/450

Artigo N.2 Data  Pag.

69 — CONSTRUCAO DE EDIFIiCIOS, MATERIAIS
E PROCESSOS DE CONSTRUCAO

C. D. U. 69.002:72.011.1

Tecnologias da constru-
c¢do de habitacdo ... ... 448
José A. Teixeira Trigo

3-978 463

691 — MATERIAIS DE CONSTRUCAO

C. D. U. 691.223:625.8(661)

Les chaussées en sables
gypseux du Sahara ... 447
José Carlos de O, S. Horta

2-978 417

697 — INSTALACOES DE AQUECIMENTO, VENTI-
LACAO E AR CONDICIONADO

C. D. U- 697.7:621.47:517

Métodos de simulagio nu-

mérica de colectores so-

lares planos ... ... ... 444 11-977 65
E. Maldonado
E. Oliveira Fernandes

669.8 — PROTECCAO , IMPERMEABILIZACAO E
ISOLAMENTO DAS CONSTRUCOES

C. D. U. 699.81

Accdo dos incéndios sobre

a construgdo ... ... ... 445-446 12-1-977/78 231
Alfredo Manuel Florengo Tovar de Lemos
Ildefonso Cabrita Neves
Joaguim da Conceigiao Valente

72 — ARQUITECTURA

C. D. U. 720111

Necessidades humanag e
exigéneias funcionais
da habitacio ... ... ...

Ruy José Gomes

445-446 12-1-977/78 191

C. D. U. 72.011.1:69.002

Tecnologias da construgao
de habitacio ... ... ... 448
José A, Teixeira Trigo

3-978 463



a técnica moderna emprega

BETOES REFRACTARIOS

a base dos cimentos

FONDU LAFARGE
SECAR 250

porque s3o
praticos
eficientes
econémicos

REFRACTARIOS ATE 1800° C
REFRACTARIOS ISOLANTES ATE 1700° C

Os nossos servicos técnicos, especializados, estdo i vossa inteira
disposi¢ao para estudar, sem qualquer encargo da vossa parte, a
adaptacdo dos BETOES REFRACTARIOS a todos 0s vossos problemas

AGUIAR & MELLO L.°A
P. do Municipio, 13-1° — LISBOA — Tel. 3211 51/2

TECNICA XiIlI



A nossa vocagao € exportar

Caixa de escape para uma central nuclear,
destinada a Electricité de France

EQUIPAMENTOS HIDROMECANICOS

EQUIPAMENTOS ELECTROMECANICOS
PARA CENTRAIS HIDROELECTRICAS

E TERMICAS

(CLASSICAS E NUCLEARES)

EQUIPAMENTOS PARA A INDUSTRIA
QUIMICA E PETROLIFERA

MATERIAL CIRCULANTE DE CAMINHO )

DE FERRO Paises para onde temos exportado :
EQUIPAMENTO OFFSHORE PARA AFRICA DO SUL - ANGOLA - ARGENTINA - BRASIL - COSTA
PROSPE%CAOEEXPLORACAO RICA - FRANCA - GUATEMALA - IRAO - IRAQUE - ISLANDIA
DE PETROLEO KUWEIT - MALAWI - MARROCOS - MEXICO - MOCAMBIQUE

CONSTRUCOES MODULADAS, NICARAGUA - PAQUISTAO - RODESIA - SUDAO - TURQUIA
PONTES E ESTRUTURAS UGANDA - USA. - VENEZUELA - ZAIRE

: SOREFAME

SOCIEDADES REUNIDAS DE FABRICACOES METALICAS, S.A.R.L.
Amadora — Portugal




Edicoes da Técnica

TABELA DE PRECOS

TABELAS PARA O CALCULO DO BETAO ARMADO

Brazao Farinha, 6° edicdo — 1970

TOPOGRAFIA GERAL

C. Xersz — 1.° vol. 3. edicao— 1978

C. Xerez— 2.© vol. 2" edicao — 1966

TABELAS TECNICAS

Vicente Ferreira e Brazao Farinha, 8." edicao

1877

MANUAL DE HIDRAULICA GERAL

A. Lencastre, 2." edicao — 1968

DICIONARIO DE UNIDADES E TABELAS
DE CONVERSAO

Vasco Costa e Osvaldo Francés, 1.* edigdao —

1959

NUMEROS E VARIAVEIS COMPLEXAS
A H. Simbes de Abreu, 1. ' edicao 1977

4508C0

350800

250800

500800

450800

75800

312850

(*) LIVROS A PUBLICAR BREVEMENTE

Desconto de 10% aos assinantes

GUIA DE ANALISE QUIMICA DAS AGUAS

A. Herculano de Carvalho, 1." edigao — 1961

CALCULO DE PORTICOS

G. Kani — Trad. da 7.* edigdo alema — 1962

MANUAL DE ESTRUTURAS
Brazdo Farinha — 1.° VOLUME
Encadernado

Plastificado

2% & 3. Volumes

BETAO PREESFORCADO
(A cargo dos participantes na Semana de Be-

tao Preesforgado — 1. S, T.— 1975)

150800

100800

625%00

587850

>3

425%$00




