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Quelques remarques sur l'électromécanique
quasi-stationnaire des milieux continus
M. S. GARRIDO
Centro de Automética da Universidade Técnica de Lisboa
Faculté des Sciences Appliquées de Louvain-la-Neuve
RESUMO SUMMARY

O artigo mostra que, em electromecéanica quasi-
-estacionaria, é preferivel adoptar, logo a partida, a
relatividade galileana, A razdo é que uma teoria mais
geral a partir da qual se pudesse, de maneira consis-
tente, deduzir a electromecanica quasi-estacionaria, so
podera existir a um nivel demasiado complexo para as
aplicacdes.

Estas conclusdes sdo obtidas a partir de uma nova
formulacao da mecanica dos fluidos incompressiveis,
analoga a teoria do electromagnetismo, que permite um
tratamento paralelo das duas disciplinas,

1 — INTRODUCTION

Les notions de l'électromécanique des milieux con-
tinus utilisées en conversion d'energie (machines élec-
trigues, MHD, pompes électromagnetiques, etc.) se pla-
cent a un niveau ol les phénoménes de propagation sont
ignorés, parce-qu'ils jouent en rdle négligeable.

Par analogie avec la désignation adoptée en élec-
tromagnétisme, nous parlerons d'électromécanique quasi-
-stationnaire.

Cette branche de [I'électromécanique, qui doit se
placer au niveau de la physique dite pré-relativiste ou
galiléenne pose un certain nombre de problémes en ce
qui concerne la cohérence des modéles mathématiques
utilisés.

En effet on a d'abord mis ensemble les équations
de la mécanique de Newton (qui sont du niveau galiléen)
et les équations de |'électromagnétisme de Maxwell (qui
sont du niveau relativiste), ce qui constitue une incohé-
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It is shown that, in formulating quasistatic electro-
mechanics, galilean relativity is preferably used from the
start. This is because a more general theory from which
electromechanics would have to be consistently derived
could only exist at a level of excessive complexy in
comparison with the requirements of applications.

This conclusion is reached by setting up a new
formulation, similar to the electromagnetic theory, for
incompressible fluid mechanics, This allows a parallel
treatment of both theories.

rence. Certes, on éliminait normalement le courant de
déplacement dans les conducteurs, mais les équations
électromagnétiques approchées ainsi obtenues n'étaient
quand méme pas compatibles avec la transformation de
Galilée ni donc avec la mécanique de Newton.

C'est pourquoi un certain effort a été fait ensuite
dans le but de formuler un électromagnétisme quasi-
-stationnaire vraiment galiléen,

On peut trouver |'essentiel de cette formulation de
I'électromagnétisme dans les ouvrages didactiques [1], [2]
et dans les travaux de recherche [3], [4].

Malheureusement, un certain nombre de nouvelles
difficultés vont apparaitre aprés cette reformulation de
I'électromagnétisme quasi-stationnaire.

En effet, si on fait une étude critique de la mécanique
newtonienne a la lumiére des nouveaux résultats obtenus
pour l|'électromagnétisme quasi-stationnaire, on est trés
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vite conduit & la conclusion que cette mécanique ne vas
pas sans problémes dans le cadre galiléen, certaines
difficultés apparaissant au niveau des lois de transfor-
mation des grandeurs mécaniques,

Il en résulte qu'on est arrivé a se retrouver aujourd’
hui avec le méme type de problémes qu'il y a quelques
années, mais maintenant avec un électromagnétisme qui
se préte bien a une formulation galiléenne et une méca-
nique qui, finalement, s'y intégre assez difficilement.

Ce trés curieux renversement de situation est claire-
mant montré dans la reférence [3], a propos des formules
de transformation de I'impulsion et de |'energie.

Dans ce travail nous verrons que les difficultés ne
se limitent pas aux formules de transformation de I'impul-
sion et de |'energie, mais qu'elles existent deja pour les
formules de transformation des wvariables mécaniques
elles-mémes.

Ainsi, nous commencerons par developper les équa-
tions quasi-stationnaires de la mécanique du continu,
d'une fagon originale, @& notre connaissance, que les
rends directement comparables aux équations quasi-sta-
tionnaires de ['électromagnétisme.

Ensuite, nous étudierons les formules galiléennes de
transformation des variables électriques et mécaniques et
nous identifierons les difficultés qui apparaissent au
niveau de la mécanique.

Finalement, la nature de ces difficultés sera analysée
et une solution sera proposée et comparée a d'autres
solutions envisageables.

2—LES EQUATIONS QUASI-STATIONNAIRES
DE L'ELECTROMAGNETISME ET DE LA MECANIQUE

Les équations fondamentales de [électromécanique
des milieux continus sont les équations de |'électromagne-
tisme et les équations de la mécanique du continu,
diment completées avec des termes provenant du pro-
cessus d'interaction électromécanique.

Nous allons nous occuper d'abord et essentiellement
des équations purement électriques et des équations
purement mécaniques et c'est seulement ensuite que nous
introduirons le processus d'interaction électromécanique.

Pour alléger I'exposé, tout en gardant les aspects
fondamentaux qui nous interessent, nous allons considérer
des milieux relativement simples.

Ainsi, pour les équations eélectromagnétiques, nous
admettrons |'existence de milieux conducteurs continus,
mais nous n'envisagerons pas de matériaux magnétiques
ou diélectriques,

Pour les eéquations mécaniques, nous allons nous
intéresser a un milieu fluide incompressible et en régime
isentropique. Ce milieu sera supposé continu, indéfini et
au repos a l'infini, comme on le fait souvent en méca-
nique des fluides [5].

Nous allons commencer par voir que, dans le cadre
quasi-stationnaire, les lois de ['électromagnétisme et les
lois de la mécanique peuvent en fait, étre décrites par
des équations identiques, malgré les trés grandes diffé-
rences qui apparaissent dans les formulations tradition-
nelles de ces deux disciplines,
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MNous commencerons par poser une condition fonda-
mentale, caracterisant tous les modeéles galiléens:

c— W 1)

olu c répresente la vitesse de propagation, aussi bien en
electromagnétisme qu'en meécanique.

Remarquons que c'est cette condition qui permet de
passer de la transformation de Lorentz & la transforma-
tion de Galilée [3] et non pas la condition V* [ ¢* — 0 que
I'on utilise souvent, mais qui est insuffisante,

La condition (1), caractérisant |'espace-temps de
Galilée, assure a elle seule le passage au niveau quasi-
-stationnaire, et est ainsi la premiére équation de |'électro-
mécanique quasi-stationnaire.

Dans la formulation que nous allons proposer par
la suite, les équations électromagnétiques et les équations
mécaniques auront la méme structure, qui est celle de
la théorie classique de Maxwell, mais simplifiee par la
condition fondamentale (1).

Pour ne pas devoir écrire deux fois les mémes
equations, nous allons adopter des lettres de Ialphabet
manuscrit pour représenter, indifféremment, des champs
electromagnétiques ou mécaniques et décrire en une fois,
le formalisme.

Dans la théorie de Maxwelle on dispose d'un champ,

—F =3 —3 —
décrit par quatre vecteurs 8, D, ‘-15, &3, et ayant comme
sources deux grandeurs:: J, que nous supposerons ten-

dre réguliéerement vers zéro a l'infini:

— = >
8D, H, 8,49 >0 (2)

Les équations d'évolution du systéme sont les équa-
tions de Maxwell

—
o = d s
HE =m=—— 3-a
¢ o (3-a)
ﬂ
V. D=y (3-b)
—_—
—y ~3 @G
VX p=; +— 3-c
T e
—
V.#=0 (3-d)

— —>
D =g (4-a)
— —
5\8 = My .'6 {"Lb)

(4-c)

ou g, I, sont deux constantes universelles, electro-
magnétiques ou mécaniques; ¢ est un paramétre, élec-
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trique ou mécanique, caractéristique du milieu matériel;

— —
&* est un champ appliqué, d'interaction; V est la vitesse
du milieu matériel.

Nous pouvons remarquer que la loi d'Ohm (4-c) est
plus simple qu'elle ne le serait sans la condition (1) qui

élimine les corrections relativistes du second ordre
VI=VE[c.
v, =
On peut associer au champ deux potentiels -+ &) el

obtenir une autre formulation qui utilise comme variables
— -—3 - — i
Q &, g, j et comme sources §, SR, ces grandeurs etant

supposées tendre reguliérement vers zéro a l'infini:

-3 = >
2, 8,9, & 8,0 (5)

Dans cette formulation les équations d'évolution sont

- =
v x t"? :3{1 {6—3)
—
de o
VY e =—§ (6-b)
dt
—_
vV.g=0 (6-c)
— a 7
V. 4——=0
at (6-d)

ou figure la condition de Maxwell (6-c) équivalente a
celle de Lorentz, en conséqguence de la condition (1).

Les équations (6) doivent étre completées par les
relations suivantes:

— —

Vi =— (7-a)
7

V2 =— (7-b)
Ell

- - = = —> —

;=0 (E+VXB1EI+ 9V (7-c)

ol les équations d'Alembert apparaissent degenérées en
équations de Poisson, grdce a la condition (1).

Les equations précedentes ne peuvent pas determiner
completement |'évolution du champ, électromagnetique ou
mécanique, parce qu'il manque encore une relation sup-

plémentaire pour la vitesse V)du milieu.

C'est a ce niveau que les formulations de I'électro-
magnétisme et de la mécanique quasi-stationnaires vont
différer.

—

Pour |'électromagnétisme la vitesse V est une donnée
extérieure, qui doit étre connue explicitement en foncition
de I'espace et du temps. Nous avons donc besoin d'une
équation supplémentaire de la forme

_-.)
V. =f(nt) (8-a)
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ou nous avons introduit l'indice e pour signaler qu'il
s'agit de la vitesse figurant dans des équations (1) a (7)
concernant un champ électromagnétique.

Pour la meécanique, par contre, la vitesse du milieu
n'‘est pas une donnée extérieure, mais doit étre fournie
par les équations du champ meécanique lui-méme  C'est
ainsi que se manifeste le caractére non-linéaire de la
mécanique, ou on aura au lieu de (8-a) une nouvelle
équation mécanique, qui est

(8-b)

£l

—_—
Vp =

ol nous avons utilisé l'indice m pour indiquer qu'il s'agit
d'une relation valable lorsque les équations (1) a (7)
concernent un champ mécanique,

Pour terminer cette introduction générale aux équa-
tions de ['électromécanique quasi-stationnaire signalons
encore la maniére d'introduire le processus d'interaction
dans les équations électriques et mécaniques que |'on
vient de voir.

—_—

D'abord, on fait I'hypothése que la vitesse V. du

milieu électromagnétique est, simplement, la vitesse du
—_—

milieu matériel mécanique V,, soit

¢=Vm ©)

ce qui élimine I'équation (8-a). e

Finalment, on introduit dans les champs &% des ter-
mes d'interaction, comme par exemple, pour ce qui est
des équations mécaniques, le champ de la force de
Lorentz,

Nous reviendrons sur la question aprés avoir analysé
plus en détail les équations électriques et mécaniques.

Compte tenu du formalisme quasi-stationnaire pre-
senté pour |'électromagnétisme et pour la mécanique,
nous pouvons préciser maintenant que la vitesse de
propagation ¢ introduite au début est donnée par

c =1/t (10)

ol g, I, sont les constantes universelles, électriques
ou mécaniques, introduites dans les équtions (4) et qui
seront identifiées plus loin.

La condition fondamentale c — % est donc équiva-
lente a annuler une des constantes universelles g, L, —0,
ce qui nous permet de simplifier davantage les équations
présentées.

Nous allons voir en quoi consistent ces simplifica-
tions supplémentaires des équations mécaniques et élec-
triques et constater, en particulier, que les équations
mécaniques sont effectivement équivalentes au équations
classiques de la mécanique des fluides,

2.1 — Analyse des équations quasi-stationnaires
de I'électromagnétisme

Pour analyser les équations (1) a (8) dans le cas
de I'électromagnétisme nous devons, en principe, com-
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mencer par faire correspondre les variables utilisées aux
variables classiques de ['éelctromagnétisme. Il s'agit ici
d'une identification, puisque les équation sont justement
celles, bien connues de |'électromagnetisme.

C'est pourquoi nous nous limiterons & changer les

notations pour adopter celles, aujourd'hui conventionnelles
en électromagnétisme, S=E D =D, H=H #=8B,

représentant les champs et les inductions, électriques ou
magnétiques; T:T g = ¢ representant la densité de
"}‘ = ‘pu
- e

& = A représentant les potentiels scalaire et vecteur du
champ électromagnétique.

Les constantes universelles g, et [, sont, respecti-
vement, la constante diélectrique et la permeabilité du
vide qui, dans le modéle quasi-stationnaire, seront alter-
nativement annulées.

Le paramétre o est la conductibilité électrique, qui
sera considerée comme une proprieté locale de la ma-
tiere, transportée par celle-ci, Le déplacement mécanique,

courant et la densité de charge eléctrique;

obtenu a partir de la vitesse Tf nous permettra donc de
connaitre a tout instant la distribution spatiale de o.
R p— 3

Finalement, le champ appliqué &* = E® represente
le champ électrique provennant d'interactions avec
d'autres systémes de nature physique différente, comme
les champs d'origine chimique ou comme le champ
piezoélectrique, d'origine mécanique (pour des milieux
plus compliqués que celui consideré).

Pour ['electromagnétisme le champ E:' sera donné
en chaque point fixe de la matiére, ce qui nous permettra,
la vitesse étant aussi donnée, de le considérer comme
une fonction connue de |'espace et du temps:

B =g(nt) (an

La condition ¢ — % ou g, 1, — 0 permet la décom-
position du systéme d'équations en deux systémes plus
simples, obtenus lorsque I'on fait tendre vers zéro cha-
cune des constantes g,, IL,.

Ainsi, si on annule la constante €, on obtient une
limite magnétique des équations, qui se préte bien a
la description des systémes inductifs; quand on annule
la constante |1, on obtient une limite électrique, adaptée
a la description des systéemes capacitifs.

Pour voir comment s'écrivent explicitement les équa-
tions correspondantes aux deux limites, considérons la
formulation du type champ, donnée par les équations
(3), (4).

Compte tenu des équations (4-a, b), les deux limites
signifient I'annulation d'une des inductions Ef ou _I; de
sorte que nous obtenons les équations.

=% JB -
VXE == — VXE=0 (12-a)
at
— = —
VXH=] ou V.D=0 (12-b)
.\,_,
- — = 4D
V.B=0 VXH=j+—8t— (12-c)

62

auxquelles s'ajoutent les relations:

—_ == — =¥

Bi=f, H Bi=g3E (13-a)
ou

- -3 3 =3 —3 — — — i

j=0 (E4+VXB+E?) j=0c(E+E9)+p.V (13-b)

La vitesse est supposée connue s'il s'agit de |'étude
d'un systéme purement électrique, ou donnée par les
équations mécaniques s'il s'agit de l'un systéme électro-
meécanique.

Analysons plus en détail les deux limites obtenues.

a) Limite magnétique

Nous commencerons par faire remarquer que dans
la limite magnétique la densité de charge p est nulle, a
—_—

la suite de I'annulation de l'induction électrique D.

Il en résulte que le champ électrique ?devlent un
simple auxiliaire de calcul, non determiné en dehors des
conducteurs, mais fixé a l'intérieur de ceux-ci a travers
la loi d'Ohm.

On pourra donc I'éliminer de la formulation en intro-
duisant la loi d'Ohm dans la premiére équation de
Maxwell et en ne gardant dans la formulation que les

grandeurs vraiment caractéristiques de la limite magné-
-

- —3
tique, qui sont H, B et j, comme en magnétostatique

Le potentiel vecteur ? est determiné, dans cette
formulation, mais le potentiel scalaire & subit le méme
sort que le champ électrique: il n'est determiné qu'a
l'intérieur des conducteurs par la loi d'Ohm et cela a
une constante prés.

Remarquons que cette indetermination du potentiel
scalaire n'est que la traduction mathématique d'un fait
bien connu dans |'étude des circuits inductifs: I'impossi-
bilité pratique de connaitre leur potentiel, qui doit étre
fixé en un point de chaque conducteur par des conne-
xions a la terre.

b) Limite électrique

—_—

Pour la limite électrique, le champ magnétique H
devient un auxiliaire de calcul, qui peut étre éliminé
en prenant la divergence de la troisieme équation de

—
Maxwell; de méme, la densité de courant j peut étre
eliminée en introduisant la loi d'Ohm dans la méme
equation.

Les grandeurs caractéristiques de la limite électrique
oL T
sont ainsi E, D et p, comme en électrostatique,

Pour des conditions frontiéres nulles, le potentiel

— —>

vecteur A s'annule avec l'induction B. Le potentiel carac-
téristique de cette limite est donc le potentiel scalaire &,
complétement determiné par les équations et conditions
frontiéres.

Il est intéressant de considérer le cas des conduc-
teurs parfaits, c'est-a-dire, ¢ — %, ce qui annule les
temps de relaxation.

Avec la condition ¢ — % la loi d'Ohm (13-b) donne
immédiatement

= -
E+E*=0 (14
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ce qui montre un équilibre parfait entre le champ élec-
trique et le champ appliqué, supposé connu.

—_
La densité de courant j est alors indeterminee, ce
qui n'affecte pas la connaissance de la distribution de

—_—
charge électrique ¢ (et donc de V.j) complétement
=
determinée par la connaissance de E en fonction du seul

—_—
champ appliqué E®.

2.2 — Analyse des équations quasi-stationnaires
de la mécanique

Considérons maintenant |'application des équations
(1) a (8) a un systtme mécanique, constitué par un
fluide incompréssible dont les caractéristiques ont éte
precisées plus haut

Avant de passer a I'dentification des variables, nous
allons faire sur la mécanique galiléenne, quelques remar-
ques de caractére général, dont ['intérét apparaitra
plus loin,

Ainsi, nous rappellerons qu'au niveau de la méca-
nique galiléenne il v a une distinction, a priori, entre
masse inertielle T1; et masse gravitationnelle 7, l'identi-
fication des deux types de masse n'ayant lieu qu'a un
niveau plus avancé de la physique.

Nous aurons besoin de cette distinction dans la
formulation a developper par la suite.

La deuxiéme remarque concerne la notion classique
de systéme mécanique. Nous allons considérer comme
intrinseque & cette notion la possibilité d'identifier une
certaine quantité de matiére, ayant une certaine masse
propre et de la suivre dans son mouvement.

Il en résulte que le flux de masse est di uniquement
a un processus de convection (contrairement & ce qui
se passe en électromagnétisme, ou |'existance de charges
positives et negatives permet aussi un flux de charge par
conduction), ce qui implique, finalement, la loi classique

V.‘n?-&- dn/dt =0 pour la conservation de la masse
inertielle ou gravitationnelle,

MNous verrons plus loin comment cette contrainte, qui
n'existait pas en électromagnétisme ,va étre incluse dans
le formalisme de Maxwell et comment elle s'articule avec
I'équation de conservation intrinseque & ce formalisme.

Nous allons maintenant identifier les variables méca-
niques intervenant dans les équations (1) a (8), ce qui
doit étre fait avec soin, puisque la formulation proposée
est assez différente de la formulation classique: l'identi-
fication n'est donc pas immédiats.

Considérons d'abord I'équation (8-b), selon laquelle
—3 =%
a=V.

—

Dans cette équation V est la vitesse, au sens cine-
matique, associée au choix du reférentiel galiléen et qui
apparait aussi dans la loi d'Ohm électromagnétique.
L'équation (B-b) transpose ce concept sur le champ

—
physique et définit & comme la vitesse, au sens méca-
—
nique (on verra que £ pourrait étre consideré comme la

o V2
limite, pour ¢ —> %, de V/\/1—

c?

. ce qui l'associe

a la quadrivitesse).
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A partir d'ici, I'équation (6-a) nous permet d'identifier

T —
le vecteur 3 comme étant la vorticité () du fluide, donc
— —

BR=Q.

La variable g peut étre identifiéee comme la densité
de masse gravitationnelle, pour laquelle nous avons deja
adopté le symbole 7). On a donc g = 7.

—
Finalement, le champ .5 a deja été utilisé sous le
nom anglais de «protational field= [6].

—_— = —> P
Quant aux autres variables & <D, ; 2 elles n'ont

pas été utilisées, sauf pour la limite statique, a voir plus
loin, ol Q' devient le potentiel gravifique de Newton,

Jjue nous representerons par @y et ou t—:,devient donc
le champ gravitationnel.

Avant le passage a la limite qui nous conduira a
annuler l'une d'entre elles, les constantes universelles
£,, 14, sont, respectivement, l'inverse G-! de la constante
(negative) de gravitation et la constante Gc~* Nous
continuerons & utiliser, par raison de simplicité, les nota-
tions g,, ;.

Le paramétre o constitue une mesure de la viscosité
du fluide et il sera défini par o = (1, V)"! ol v est la
viscosité cinématique.

Remarquons que la notion de masse inertielle inter-
vient dans ce paramétre, puisque 'on a v = Y/n; ol Y est
le coefficient de viscosité.

Pour un fluide incompressible, la viscosité cinéma-
tiqgue reste constante sur chaque point matériel du fluide.
L'évolution du paramétre o, dans |'espace et le temps,
est donc determinée par le déplacement mécanique,
connu a partir de la vitesse, comme c'est le cas en
électromagnétisme pour la conductibilité electrique,

Compte tenu de la nature du paramétre o, faisant
intervenir la densité de masse inertielle 1;, son évolution
est, en fait, une consequence de la conservation de la
masse inertielle, qui intervient ainsi dans la processus.

Considérons, finalement, le champ appliqué 5—:‘ qui
doit traduire ['interaction du systéme mécanique avec
d'autres systémes de nature physique différente.

On y trouvera des termes comme, par exemple, le
champ de la force de Lorentz intervenant dans une
interaction electromécanique,

Mais le champ L:Q joue un réle plus fondamental, en
rapport avec la contrainte supplementaire deja signalée
concernant le flux de masse gravitationnelle.

En effet, on doit inclure un terme capable d'assurer
la nature purement convective du flux de masse gravita-
tionnelle, c'est-a-dire, d'assurer que dans I'équation de

— —
conservation de Maxwell (6-d) on ait V.;= V.(ngV),
soit, compte tenu de la loi d’'Ohm (7-c):

- = = —
V.o(§+VXB+8E)=0 (15)
Nous postulerons que ce terme existe et est le
champ de pression—V w =— V p/n;, ol w est |'enthal-
pie et p la pression, Ce terme n'est pas donné a priori,
comme les autres termes possibles d'interaction, mais
doit étre obtenu simultannement avec I'évolution méca-
nique du systéme, Ceci introduit justement un degré de
liberté supplémentaire dont on a besoin pour obtenir
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avec les equations de Maxwell un flux de masse gravi-
tationnelle purement convectif.

Aprés avoir procédé a |'identification des variables,
nous allons étudier les deux limites imposés par la
condition g, L, — 0.

Pour ecrire explicitement les équations qui corres-
pondent & ces deux limites, nous allons utiliser la formu-
lation en fonction des potentiels données par les équa-
tions (5) a (7), car elle conduit plus directement aux
résultats soubaites.

Nous aurons ainsi une limite cinétique, obtenue en
annulant la constante g,, donc la densité de masse gravi-
tationnelle T: et une limite statique, obtenue en annu-

Y

lant la constante 11,, donc la vorticite 2.
Pour abréger, nous utiliserons tout de suite |'équa-

—
tion (8-b) en remplagant le potentiel vecteur & par la

=y
vitesse V. Cela nous donne les équations:

> — -
VxV=0 VXV= (16-a)
—>
AV - —
VP +—=—§ ou V P=—3§ (16-b)
dt
o —
V.V=0 V.V=0 (16-c)
e - dng
\7‘,‘}=0 v.‘,-{-W:D (16~d}

auxquelles s'ajoutent les équations

- — 1],
ViV =y 4 v 7 S . (17-a)
: Ey
ou
— - = = — sy —n —
j =0 (E+VXQ+EY) j=0(8+8+n5V (17-b)

Analysons un peu plus en détail ces deux systemes
d'équations.

a) Limite cinétique

Cette limite, obtenue en annulant la constante g,
correspond a la limite magnetique de |'électromagnétisme,
ce qui est en accord avec |'analogie classique de Maxwell
pour les circuits,

A cette limite la masse gravitationnelle est annulée,
mais la masse inertielle subsiste dans ¢ et dans w.

Le potentiel scalaire Q' n'est plus determiné par

—_—
I'equation (7-b). En effet, Q' et & sont devenus des auxi-
liares de caleul, determinés par la loi d'Ohm (17-b), mais
que l'on peut éliminer de la formulation, si on veut seule-

ment connaitre les grandeurs caractéristiques du systéme

— oy -

qui sont V =, ; et Q.
. . ) _é

En réalité, classiquement, le vecteur ; N'est pas

utilisé en meécanique des fluides. Il peut étre mis en
rapport avec la conservation du moment angulaire, mais
cette question est sans importance pour les fluides iso-
tropes que nous considérons ici,

Nous allons donc éliminer de la formulation non

—_—r —
seulement ' et § mais aussi le vecteur 7.
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Pour cela, on introduit (16-b) et (17-a) dans la loi
d'Ohm (18-b), ce qui donne, en prenant le rotationnel:

—s

dQ

-

e — .
v V2 +VXVXDD+VXge=0 (18)

-

Y s

qui est I'équation de diffusion de la wvorticité.

—
Si on réduit & ® au terme de pression —V w, on a

sy
V X &% =0, ce qui conduit a |'équation de diffusion

classique.
Le comportement du systéme est décrit par |'équa-
tion (18), plus les équations (16-a, c), non encore utilisées.
Remarquons, finalement qu'il y a dans la formulation
une équation de trop, comme en electromagnétisme:
I'équation (16-d) est superflue et peut s'obtenir a partir
de (16-c) et de (17-a).
— —3
Une fois () et V determinés par les équations prece-
dentes, on peut essayer d'exprimer ' a partir de la

loi d'Ohm. Pour cela, on élimine de cette derniére _.:f
—
et ; par les équations (16-b) et (17-a), et on obtient

B =, ey,
|'équation de diffusion du potentiel vecteur &f = V:

av - — —>
T—Vx\?xv+v-}‘m—\7w+vvﬂv (19)
t

On reconnait immédiatement |'équation classique de
Navier-Stokes.

La connaissance de TI\ nous fournit donc V (' 4+ w)
soit, a une constante prés a determiner par les conditions
frontiéres, la somme des fonctions 2' + w.

La séparation entre ces deux fonctions n'est pas
necéssaire, au niveau des fluides incompréssibles, puis-
qu'elles ne figurent dans aucune eéquation autre que
I'equation (19).

Mais si nous voulons garder pour [|'enthalpie w la
signification habituelle, nous devouns poser, en accord
avec les relations classiques:

P = ;—VB + Pno (20)

ou ®§yo sera le potentiel de Newton d'origine extérieur,
c'est-a-dire, determineé par les conditions frontieres. Mais
ce dernier est nul dans notre cas, puisque nous avons

—
adopté comme conditions frontiéres ', V — 0,
. . Ve cpmoaan ;
Remarquons que |'expression ' = ?V~ qui provient
de l'approche classique de ['étude des fluides et qui
doit étre postulée dans notre description des fluides
incompressibles, posséde, cependant, une signification

assez générale. En effet, on peut montrer que dans une
couche de transition entre deux vitesses, par exemple

=5 — —
V, =0 et V, le vecetur ; crée un effet de double-couche

responsable d'une variation de pontetiel scalaire qui est,
ARV
2

En résumé, nous pouvons dire que |a limite cinétique

correspond bien a I'hydrodynamique classique. Les équa-

justement, V' — Q@ =
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tions sont, simplement, écrites autrement, gréce a l'intro-
)
duction de deux grandeurs auxiliaire & <) qui peuvent

—
étre éliminées et d'un vecteur intermédiaire I tel que
Y 4
g

g

cosité.

-
=—v V*V represente le champ des forces de vis-

b) Limite statique

Cette limite, qui est |'analogue de |'électrostatique,
s'obtient en annulant la constante [,

La masse gravitationnelle subsiste dans le modéle
et on n'aura plus besoin de la distinguer de la masse
inertielle: ng = 7;.

—_—

Compte tenu des conditions frontiéres, annulant V &
I'infini, les équations (16-a) et (16-b) nous donnent comme
solution V= 0.

Nous avons donc un systéme au repos,

Les équations fondamentales sont (16-b) et (17-a),
qui nous montrent que le potentiel scalaire 2 devient

le potentiel de Newton ¢y et que le champ?devient
le champ gravitationnel.

Pour analyser la loi d'Ohm (17-b), nous devons com-
mencer par constater que, d'aprés |'expression ¢ =
= (1,V)", le paramétre ¢ tend vers l'infini, puisque la
limite statique correspond & [|'annulation de la cons-
tante [,

Il en résulte I'équilibre entre le champ gravitationnel
et le champ des forces d'interaction:

= =%
E+& =0 (21)

A cause de la nature du terme figurant en :3 Vow,
qui n'est pas connu a priori et que l'on ne peut méme
pas expliciter en fonction des variables mécaniques du
fluide incompréssible, la répartition de 7 ne s'obtient
pas & partir des équations precédentes, comme c'était

le cas en electromagnétisme. Elle est obtenue directe-
—
ment a partir de la condition (15) qui donne V_,,':

5
= V.(mg V) = 0, donc:
—=0 (22)

comme il se doit pour un systéme parfaitement statique.
—>
Ce résultat montre que J est, comme pour la limite

analogue en électromagnétisme, une variable intermédiaire

qui peut étre eliminée de la formulation, les variables
-—%

fondamentales étant Q' & et 7.
Signalons, comme remarque finale, que nous n'avons

e
pas voulu déterminer ;, mais cela serais possible si I'on
avait posé, au lieu de (15), la condition plus restrictive:

(15-a)
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Mais cette condition (15-a) serait difficile a justifier,
au niveau quasi-stationnaire, ne devenant claire qu'a un
niveau beaucoup plus avance,

2.3 — L'interaction électromécanique

Dans les paragraphes precedents nous avons analyse
les équations electriques et mécaniques, sans nous préo-
cuper du fait que les systémes électrique et mécanique
aient eété isolés ou en interaction,

Precisons maintenant ce qu'il y a lieu de faire si les
deux systémes sont en interaction,

La premiere chose sera l'identification des vitesses
figurant dans les équations électriques et mécaniques,
comme deja signaleé, de sorte que |'on posera

(23)

ou les indices e et m signifient qu'il s'agit des vitesses
intervenant, respectivement, dans les eéquations électri-
ques et mécaniques.

Le deuxiéme aspect de |'interaction concerne lintro-

duction, dans les champs appliqués c_s des termes
d'interaction.

Pour les milieux simples considerés, il n'y a pas de
champ appliqué électrique en provenance de l'interaction
électromécanique. Donc:

.
§t=0 (24-8)

Par contre, du coté meécanique il y a un champ de
force d'origine électromagnétique, que nous postulerons
comme étant di & la force de Lorentz.

—3 =5 —3 -

La densité de force de Lorentz est f=jX B +¢E

ol les deux termes ne coexistent pas lors du passage a
—_—

la limite, Il en resulte un champ applique &2, tel gue:
- = - —
mné ﬂm=j)(B+PE—V (24-b)

ol 7, répresente la densité de masse inertielle,

L'évolution du systéme électromécanique est complé-
tement determinée par les équations électriques et méca-
niques, completées par les relations (23) et (24),

Nous n'allons pas nous étendre sur |'étude de
I'interaction électromécanique, dans la mesure ol les
conclusions sont classiques et independantes de la formu-
lation particuliére que nous avons adoptée.

3 — FORMULES DE TRANSFORMATION

Les équations precédentes, comme toutes les équa-
tions de la physique, doivent étre invariantes lors d'un
changement de référentiel, par translation uniforme,

Considérons, par exemple, les équations (3-a) et
(3-b) supposées écrites pour un certain reférentiel R:

—
— d &
VXx§ =~——at— (25-a)
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-3
A

V. #$=0 (25-b)

Dans un autre référentiel R’, en translation uniforme
par rapport a R, on doit avoir:

—
VXS G 26-
§ =— a
5 (26-a)
—
V. B =0 (26-b)

- — ) d
ot &' B sont les champs et V s les operateurs
" t:
différentiels dans le référentiel R'.
L'invariance des équations impliquera normalement

— —
que les grandeurs & ¢ se transforment elles-mémes,
lors du changement de référentiel, c'est-a-dire, que
‘—'x — —:. | —
S'FE et B =,

Pour trouver les lois de transformation galiléennes,
qui nous interessent, nous partons des lois de transfor-
mation de |'espace-temps de Galilee, qui sont
—_ —3

r_._

.

—_
r=r—V,t (27-a)

ti=# (27-b)

— -? r
ou r, r est le vecteur position; t t' le temps; et V,

la vitesse de translation du référentiel R’ par rapport a R.
A partir des relations (27) nous pouvons établir les
lois de transformation des opérateurs différentiels V et

——, lors du changement de référentiel. On établit, sans
t
difficulté [3]:

V=V (28-a)
d d -

— =+ V, V 28-b
at' dt ( )

Si on introduit ces résultats dans les équations (25)
et que l'on compare & (26), on obtient

e e T d _— -
VIX[&—(&+ Vo X 8)] =— = [8'—eB] (29-a)
t
— —
V. [#—e8] =0 (29-b)

Les relations (29) étant valables dans tout |'espace
et a tout instant, il est habituel de postuler tout de suite
que les lois de transformation sont celles qui annulent

—

les termes entre crochets, c'est-a-dire, $3' T:eﬁ: etc,
Mais nous devons analyser plus soigneusement les
lois de transformation, a cause des difficultés qui vont
apparaitre au niveau de la mécanique.
Nous poursuivrons donc I'étude precédente, pour les
équations (3-b) et (3-¢), ce qui donnera:

Vi [2'-2] =[¥—9] (30-a)
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. _‘)’ iy — _f’ —» —
VX[ =( BV X D]=[ /= + ¢V ]+

d - -
+—[9" =] (30:b)

dt’
La loi d'Ohm nous permet d'obtenir la relation
- s = 5 = =
/=0t gVl =0 {[&—(&+Vo X B) +
— S =y s —F
+V' X [5{1‘—5{"]} + [? —L}] vV (31]

—_ =3 —3

ol V'=V-—V, et ol on a utilisé I'hypothese habituelle
—

ofn o 0w

o= o

Finalement, les relations (4-a) et (4-b) nous donnent

—3 =3 — —>
[P —D] =€, [&'—&] (32-a)
—3 -3 —_—
[B'—8] = b, [ —c3] (32-b)

Compte tenu de |'approximation ¢ — %, nous savons
—_ —3 — =2
deja que les champs @', D et #3 $3' ne coexistent pas.
On peut donc remplacer (32) par:

—_— % =3 =3 =3 —3
[D—D] =& 88 + V, X88B)] (33-2)
—% —% —3 =3 -3 —
[B' =] = 1, [B'—(B6=V, XD)] (33-b)

Si nous observons les équations (29) a (33), nous
constatons qu'elles forment un ensemble d'équations de
-—
Maxwell, pour les champs entre crochets [?—— &'+ V, X
—_— L ——.
>)], [D'—D]. ete.

Si nous faisons maintenant |'hypothése heuristique
que les conditions initiales ainsi que les conditions fron-
tieres pour ce nouveau champ sont nulles, on conclut
que la solution sera nulle, puisqu'il n'y a pas de sources
dans le systeme (supposé stable).

Il en résulte, donc, les relations

E=8+V, X8 (34-2)
—_—N -
-9 (34-b)
— —_— -
H'=h—V, XD (34-c)
—% =
B =R (34-d)
- =5

T ’ =+ ‘f Vn (34'8)
{.}" =g (34-f)

qui sont les lois de transformation lors du changement
de réferentiel.

Les lois precédentes sont en accord avec |'expé-
rience, aussi bien en électromagnétisme qu'en mécanique
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quasi-stationnaires et peuvent donc étre acceptées comme
les formules de transformation valables dans le cadre
galiléen.

Les difficultés annoncées au début vont apparaitre
avec les formules de transformation des potentiels 9’

—
et &], que nous allons établir maintenant.
Pour cela, appliquons la méthode d'étude precé-
dente aux équations (6-a) et (6-b). Aprés des calculs
relativement simples on arrive aux équations:

— =3 —_ =3
V'x[&a'—@&] = [8™—8] (35-a)
- - d =5 =3
VIV—(V-V,. 9] =——[a—a] —
at
— — — —
—[&'=(E8+ Vo xB)] (35-b)

qui sont les équations des potentiels associés aux champs
des équations (30) a (33).

Si on fait I'nypothése que les conditions initiales et
les conditions fontiéres sont nulles pour ces potentiels,
on arrivera aux formules de transformation cherchées en
annulant les termes entre crochets des equations (35).

Les résultats obtenus sont corrects pour I'eléctro-
magnétisme, ol nous aurons, en effet:

—'\ —
aQ.=a. (36-2)
[ St <
Vo= VeV e (36-b)

Par contre, en mécanique, les équations (36) sont tout
a fait fausses. En effet, il suffit de rappeler I'équation

— —»
mécanique &y,, = V et l'expression générale du potentiel
scalaire Q' ,, = —V?® + @y, pour conclure que I'on doit

avoir les formules de transformation

= o

L'l? m =E:7 m_vu (3?'8)
, R — U _ 35

Q m = "?"m_ -l + '2"th (37-b)

o
Cela signifie que les potentiels [&'— &] et
—_— —

[ 2'—(2—V,.&)] ne sont pas nuls, mais constants et
- 1.
qu'ils ont les valeurs respectives —V,, et ?V‘,,

L'origine de ces difficultés, analogue a celles rencon-
trées quand on étudie les équations de conservation de
I'energie et de Il'impulsion[3], est ici immédiatement
detectée.

Elles viennent de I'hypothése que les conditions
frontieres et initialles sont nulles pour les potentiels

=g '
[@—a] et [2'—(2 —V,.A)]
7 i —r —_—
Or, compte tenu des équations ¢, =V et Q=

L
?V‘ + 9y un changement de référentiel doit étre
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acompagné d'un changement de conditions frontiéres sur

les potentiels 22’ et ;:g'
Cela veut dire que les conditions frontiéres

—
Em—0 2 .—0 (38)
ne sont valables que pour le référentiel ol la matiére
se trouve au repos a l'infini.
=
Pour tout autre référentiel ,animé d'une vitesse V,

par rapport au premier, les conditions frontiéres doivent
étre

)

=
Em—> _Vu

Q‘"-—)%Vf (39)
—_—
ot —V, représente, finalement, la vitesse de la matiére
a l'infini.
Si nous postulons les conditions frontiéres (39) pour
les potentiels, au lieu des conditions particuliéeres (38)
initialement adoptées, les formules de transformation (37)
sont alors justifiées vis a vis des formules (36) obtenues
pour |'électromagnétisme. Les termes supplémentaires
constants qu'elles contiennent proviennent du changement
des conditions frontiéres, que ajoutent justement aux

— —_— b — —
potentiels auxiliaires [Q'—&] et ['—=V,.@)] les
1

P 2
valeurs —V, et ?V“_

Les champs ne sont pas affectés par des constantes
figurant dans les potentiels, ce qui explique pourquoi les
formules de transformation correspondantes étaient cor-
rectes.

La solution qui consiste a postuler les conditions
frontieres (39) nous parait étre la seule possible, dans
un cadre strictement galiléen, mais nous pourrions envi-
sager d'autres maniéres de procéder, que nous verrons
par la suite.

4 — DIFFICULTES D'UNE EXTENSION RELATIVISTE
RESTREINTE

L'utilisation des conditions frontiéres (39) n'est pas
tout a fait satisfaisante, en particulier parce que les
conditions apparaissent comme arbitraires, a priori, et ne
trouvent une justification qu'aprés avoir determiné pour
les potentiels des expressions en fonction de la vitesse.

Il est possible de retrouver les mémes résultats par
une autre voie, qui a |'avantage de rendre plus claire la
question des conditions frontiéres, mais qui a l'inconve-
nient de sortir du cadre strict de la physique galiléenne
et devient donc plus compliquée.

Le modéle que nous avons presenté pour |'électro-
mécanique, constitue le passage a la limite ¢ — %° du
modéle de Maxwell pour |'électromagnétisme, qui est au
départ invariant pour la transformation de Lorentz.

Ainsi, au lieu d'étudier les formules de transforma-
tion aprés le passage a la limite, comme nous |'avons
fait, il serait possible d'établir les formules de transfor-
mation d'abord, en travaillant avec la transformation de
Lorentz au lieu de celle de Galilée et de faire ensuite
le passage a la limite,
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En adoptant cette voie, on retrouverait sans difficulté
les formules de transformation des champs (34) qui sont
simplement les limites pour ¢ — % des formules relati-
vistes correspondantes [7].

Voyons en quoi cette méthode pourrait éclaircir la
question des conditions frontiéres pour les pontentiels.

Pour ce qui est des potentiels de nature électro-
magnétique, on continuerait a poser les conditions fron-
tiéres

—
Pe—0 &.—0 (40)
et les formules relativistes nous donneraient, aprés le
passage a la limite

P SR N s (41-2)
— -
6}"‘_ = &l (41-b)

qui sont les résultats dela connus.

Pour ce qui est des potentiels de nature mécanique,
on utiliserait comme conditions frontieres dans le réfen-
tiel o0 la matiére se trouve au repos a l'infini, non plus

Avec ces conditions frontieres, la solution galiléenne

Py —>c? O —0 (42

Avec ces conditions frontiéres, la solution galileenne

pour le potentiel scalaire deviendrait ', = @y +

1 2
+—V* 4+ ¢ Lors dun changement de réferentiel, les

2
formules relativistes donneraient en passant a la limite

i

/ 2
5 Vo 3 s
et en utilisant lim ¢” 1——=c¢ +—V_:
c—* / \/ c? 2
Vs -7_'} 3} R \Y
J/ Clm ' m Yo
= — 3 T 2
a lim v 2 v .
o—3 00 = o 1— o
ct o2
— =
=&'m + Ve
(43-a)
I3 =k oo
__L"- m . + \‘.‘} m Vu
2D = lim / 2 % =
m
c—> 90 \/ , L VU i VJ
o c”
—= —> 1 4
D+ LV, +—V,
2
(43-b)

qui sont bien les résultats corrects.

Lors d'un changement de référentiel les conditions
frontieres (42) se transformeraient selon les mémes for-
mules (43) et on obtiendrait:

; ; 1 2 -3 o
V=t + --—2-—Vu Q'm— =V, (44
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On retrouverait ainsi directement les changements
de conditions frontiéres que nous avons di postuler au
niveau galiléen,

On voit, donc, qu'il est possible de rendre plus
claire, la question des conditions frontiéres et des for-
mules de transformation pour les potentiels.

Cependant, malgré cet avantage, la méthode nous
parait avoir des inconvénients majeurs, au niveau galiléen,

Tout d'abord, a cause de son excessive lourdeur et
de la necessité de sortir du cadre simple de la transfor-
mation de Galilée, en passant au cadre plus complexe
de la transformation de Lorentz.

En second lieu, parce que on doit admettre un poten-

tiel scalaire ',

.
= gy 4 ?V‘ + ¢ qui, a la limite, tend

vers l'infini avec le terme ¢ (méme si une telle propriete
disparait dans les équations du systéme, eliminée par
les opperateurs differentiels qui agissent sur’ ).

Par contre, la méthode serait intéressante si on
pouvait formuler une électromécanique du niveau de la
relativité restreinte ol on n'imposerait plus la condition
c—» % et, en particulier, ou on aurait plus besoin de
distinguer la masse inertielle de la masse gravitationnelle,
dans la mesure ol cette derniére ne serait jamais annulée.

Dans ce cadre, |'électromécanique quasi-stationnaire
apparaitrait comme une simple approximation de cette
formulation plus générale, point de vue adopté vis-a-vis
de |'électromagnétisme par la majorité des auteurs, qui
néglige tout souci de formuler un électromagnétisme
galiléen,

Malheureusement, il n'est pas possible d'établir une
formulation satisfaisante de |'électromécanique au niveau
relativiste restreint.

En effet, le modéle proposé dans le paragraphe 2,
qui peut étre genéralisé en électromagnetisme par sup-
pression de la condition ¢ — % (ce qui est dailleurs la
forme habituelle de I'électromagnétisme), ne peut pas
subsister en mécanique sans cette condition,

La difficulté vient de la seule équation qui distingue
les formulations galiléennes de I'électromagnétisme et de
la mécanique, c'est-a-dire de la condition supplementaire

de la mécanique 5:,1 = V‘ laquelle ne peut pas étre gene-
ralisée au niveau de la relativité restreint.

En effet, si on traite les équations de la mécanique
d'un point de vue relativiste, par analogie avec |'électro-
magnétisme, on arrive a la conclusion que le potentiel
vecteur devrait étre de la forme

-
— — Vv
€l = ~‘\_+ —_——— (45)
Va
1_- “
&f

ol le terme @, est un potentiel retardé analogue au
potentiel vecteur de ['électromagnétisme et est associé
a un potentiel gravitigue de Newton .
Or le terme 9y n'est pas lié a la vitesse par une
—
relation locale, ce qui ne permet pas de définir V en

—
fonction de &,
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La relation (45) ne peut donc pas constituer l'equa-
tion supplementaire dont.on-a besoin en mécanique.
Pour obtenir cette équation a partir de (45) il nous

faut, en fait, annuler le potentiel a;_

Une fagon de le faire est justement l'introduction de
la condition ¢ — %, qui ne permet pas la coexistance
du courant de masse garvitationnelle (qui est ici la masse

potentiante) et du pontetiel a_; dans la mesure ol cette
condition annule, soit la masse, soit la constante [,

Il en résulte que ['équation (45) peut étre réduite
au second terme lequel donne a la limite

e 46
o Nim am = (46)

qui est justement |'équation utilisée.
Une deuxiéme fagon de procéder, mais qui ne béné-

ficie pas de la cohérence de la precédente, est de
négliger de fagon arbitraire la partie des potentiels repre-

; —
sentée par @y et ay:

Py =0 ay =0 (47)
ce qui transforme (45) en une relation locale permettant
I'étude de la meécanique.

Dans ce cas on peut retrover a partir de la théorie
de Maxwell les équations de la mecanique relativiste
habituelle (restreinte) qui compte tenu de |'approximation
(47) ne nous parait pas satisfaisante pour une généra-
lisation cohérente de l'électromécanique galiléenne.

Une fois exclue la possibilité d'une électromécanigue
satisfaisante au niveau relativiste restreint, il nous reste
une troisieme voie qui serait d'avancer dans le sens de

-
la relativité général, en absorbant les potentiels ay, @y
dans la meétrique.

Pour montrer que cette démarche serait possible,

[+ 3
introduisons un quadricourant ] tel que
o

-4 ﬂ;.ﬂ
I = MU — & A I (48)

ou 7, est la densité de masse propre; uﬂL la quadrivitesse;
et le dernier terme, une généralisation du «courant de
conduction», défini par (15-a).

Le probleme est de trouver une métrique qui rende
compatibles: — |'équation des potentiels, qui s'écrit [8]

s e 49
=g T ~% (49)

-4 -4
ol A est le quadripotentiel et R, le tenseur de Ricci;
— et la condition

A=cu (50)

qui est la généralisation de ['équation (45), mais avec
—_—
ay=0cet gy =0.
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Si I'on introduit (48) en (49) et I'on tient compte de
I'expression du tenseur impulsion-énergie:

o 2 o
Tg=m,c u ug (51-a)

(51-b)

uu, =—1
I I
. T“—lamT> A
B —eg, ¢t g 2 B
(52)
qui est vérifié si
& 2 a 1 =
S i . B
Sy (Tﬁ : SBT>
(53)

Cette équation est I'équation d'Einstein, déterminant
la métrique de la relativité générale, qui devrait donc
permettre d'étendre notre modéle d'une facon cohérente,
ce qui ne serait pas possible dans |e cadre relativiste
restreint.

En conclusion, une fois exclue |a possibilité d'une
electromécanique satisfaisante au niveau relativiste res-
treint, on se trouve devant l'alternative, soit de se con-
tenter d'une formulation située dés le départ au niveau
galiléen soit d'aller plus loin que la relativité restreinte,
dans le sens de la relativité générale.

Cette derniére voie parait injustifiée, si le but pour-
suivi est de revenir, de toute maniére, au niveau quasi-
-stationnaire, en vue des applications.

C'est pourquoi nous préferons la formulation complé-
tement galiléenne, qui reste cohérente et commode, mal-
gre les quelques inconvenients qui sont apparus plus haut.

En tout cas, et cela nous parait une conclusion
importante, le niveau relativiste restreint, normalment
adopté en électromagnétisme, est inadequat pour I'étude
de I'électromécanique et ne devrait pas étre adopté,
notamment pour |'enseignement de cette branche.

5 — CONCLUSION

Le travail a examiné la structure des eéquations
quasi-stationnaires de [|'électromécanique,

Nous avons montré qu'il est préférable de définir
le modele quasi-stationnaire directement au niveau gali-
léen, plutét que de le considérer comme une approxima-
tion d'un modéle plus général.

Pour arriver a cette conclusion nous avons developpé
un modéle de la mécanique qui permet une comparaison
directe avec ['électromagnétisme et donc un traitement
en paralléle des deux branches.

Certaines difficultés concernant les lois de transfor-
mation en mécanique galiléenne, et qui avaient deja eté
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mises en evidence pour l'energie et I'impulsion [3], sont
ici abordées et expliquées au niveau plus fondamental
des champs et des potentiels. L'energie et I'impulsion
étant, au niveau pré-relativiste, de simples fonctions d'état
associées a ces derniéres grandeurs, leurs formules de
transformation peuvent étre considerées comme justifiées
a partir de celles gque nous avons obtenues.

Nous nous sommes limités a considerer des milieux
trés simples et dans des conditions peu complexes.

En particulier, nous avons consideré, pour la meca-
nique, un milieu indefini et au repos a l'infini dans un
referentiel, qui est, en ce sens, un referentiel privilegié.
On aurait pu se libérer de cette contingence, en consi-
derant des milieux bornés, avec des conditions fron-
tieres quelconques.

Mais ces complications supplémentaires n'auraient
changeé ni les résultats ni les conclusions auxquelles nous
sommes arriveés.
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Etude de la commutation
dans une génératrice polyphasée a redresseurs

Premiére partie:

Analyse de la génératrice a couplages sinusoidaux

RESUMO

Este artigo é a primeira parte de um estudo da
comutacdo dum gerador polifasico sem colector A partir
do estudo de dois casos limite, o «sinusoidal- apresen-
tado nesta primeira parte e o «triangular- apresentado
na segunda parte, mostra-se que a forma das indutancias
mutuas, em funcao da posi¢cdo, pode afectar considera-
de comutacdo e, por conseguinte,
a caracteristica externa do gerador.

Resultados experimentais confirmam as previsdes
tedricas.

V ite o pr

INTRODUCTION

Le développement des semiconducteurs de puissance
a conduit a remplacer, dans certaines applications, le
collecteur classique par un pont de redresseurs ou collec-
teur électronique. Les génératrices a diodes tournantes
des systémes d'excitation brushless constituent un exem-
ple typigue de cette technologie.

Si le mécanisme de la commutation a été largement
étudié dans le cas des génératrices a redresseurs tripha-
sées [1,2], il n'en va pas de méme pour les génératrices
a nombre plus élevé de phases qu'on trouve actuelle-
ment dans certains systémes d'excitation [3].

C'est a l'analyse d'une telle génératrice qu'est con-
sacrée la presente étude. On considére le cas d'une
machine @ pdles lisses, sans amortisseurs, a induit poly-
gonal et nombre pair de phases (fig. 1). Le nombre de
phases doit étre supérieur ou égal a 6 pour que la
presente eétude s'applique sans aucune restriction, La
connexion en polygone des phases de |'induit est imposée
par des raisons d'utilisation optimale des enroulements.
Afin de montrer l'influence sur le comportement, de la

F. LABRIQUE
Premier Assistant
Université Catholiqgue de Louvain

ABSTRACT

This paper is the first part of a study on the commu-
tation processes in a polyphase commutatorless D.C.
generator, From the study of two limit cases, the «sinu-
soidal» one presented here and the «triangular» one
presented in the second part, it will be shown that the
form of the variation of the mutual inductances as a func-
tion of the relative positions of the different coils can
affect considerably the commutation processes and kence
the generator output characteristic.

Experimental results on laboratory test machines
confirm the theoritical analysis,

forme des lois de couplage entre les enroulements, on
considére deux cas extrémes.

La premiére partie présentée ici est consacrée a
I'étude du premier cas:

— couplage sinusoidal «parfait> * entre les phases de
I'induit

— couplage sinuscidal entre les phases de |'nduit
et l'inducteur
Dans une seconde partie, on examinera le second
cas:

— couplage triangulaire entre les phases de |'induit
et I'nducteur

* Par couplage =parfait=, on entend un couplage dont la loit est
telle que la mutuelle entre deux phases occupant la méme position
géométrique est égale .en valeur absclue, & la self propre de
chacune de ces phases,
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— couplage triangulaire «parfait» entre les phases
de l'induit.

Le premier cas revient a considérer une machine
ayant des enroulements de type alternateur et le second
une machine possédant un induit de type dynamo et une
force magnétomotrice d'inducteur quasi rectangulaire.

L'étude présentée est effectuée dans le cas du
régime permanent. Une solution analytique du fonction-
nement depuis la marche a vide jusqu'au court-circuit
est obtenue en faisant les hypothéses et approximations
suivantes:

— l'inducteur est alimenté par une source de courant
—|le courant de sortie du pont est parfaitement lissé

—la résistance interne des phases de ['induit est
négligeable

—la chute directe et le courant inverse des diodes
sont négligeables.

1. EQUATIONS DE DEPART POUR LA MACHINE

A COUPLAGES SINUSOIDAUX

Avec les notations de la figure 1 et un courant
d'inducteur constant, la force électromotrice engendrée
par l'inducteur dans chacune des n phases de I'induit

axe direct

peut s'écrire si l'on prend comme origine linstant de
couplage maximum entre la premiére phase et |'inducteur
(passage de cette phase par |'axe neutre relatif a l'in-
ducteur):

ex = OMigsin [0—2(K—1)7/n] 1<K<n (1)

Dans ces équations, M; représcnte la valeur maximum
de la mutuelle entre l'inducteur et une phase de l'induit,
0 la position angulaire du rotor, 0 sa dérivée par rapport
au temps et n le nombre de phases, Les mutuelles entre
les phases de I'induit sont de la forme:

M;; = M,cos [2(i—)®/n] 1<i,j<n %)

Dans ces équations M, représente la valeur maximum
de la mutuelle entre deux phases. Conformément a la
définition du couplage parfait, cette valeur coincide avec
celle de la self propre, L, de chaque phase.

2. ANALYSE DU FONCTIONNEMENT

En passant de la marche a vide au court-circuit, on
rencontre plusieurs modes de fonctionnement, chacun
correspond a un meécanisme de commutation différent.

axe neulre

FIG. 1
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C'est a l'étude des différents modes qui se succédent
et aux conditions de passage d'un mode au sujvant
qu'est consacré le présent paragraphe,

2.1. Fonctionnement a faible charge (mode 1)

Pour une telle charge, le comportement du redres-
seur est le suivant (fig. 2a). A un moment donne, la
borne de sortie positive du redresseur est reliée, par la
conduction d'une des diodes a cathode commune, au
sommet du polygone d'induit dont le potentiel est le plus
élevé. D'une maniére analogue, la borne de sortie néga-
tive du redresseur est reliée, par la conduction d'une
diode a anode commune ,au sommet du polygone d'induit
dont le potentiel est le plus bas. La connexion ainsi
réalisée partage I'induit en deux voies, mises en paralléle,
'une (voie positive) comportant toutes les phases dont
les forces électromotrices sont positives, l'autre (voie
négative) toutes les phases dont les forces électromo-
trices sont négatives. Dans le cas du polygone & nombre
pair de phases, considéré ici, chaque voie comporte
n/2 phases et le courant se partage de maniére symé-
trique entre les deux voies. Avec les sens de références
choisis, on a+1./2 dans chaque phase de la voie posi-

tive et —1.,/2 dans chaque phase de la voie négative.

du courant qui les traverse et le déplacement, d'un

sommet au suivant, des liaisons du polygone d'induit
avec le circuit extérieur, Compte tenu des inductances
propres et mutuelles des phases considérées, I'inversion
du courant ne peut s'y faire instantanément. Il v a un
court-circuit transitoire de ces phases a travers les diodes
qui doivent cesser de conduire et celles qui entrent en
conduction (fig. 2b), Ce phénoméne constitue I'empiéte-
ment. Sa durée correspond a une rotation du rotor d'un
angle, appelé angle d'empiétement.

Comme on se limite a étudier un fonctionnement en
régime permanent, il est évident que I'évolution qui vient
d’'étre décrite, n'est possible que si I'angle d'empietement,
soit ¥, est inférieur a l'intervalle angulaire séparant deux
commutations successives, soit 2 T/n,

Durant I'empiétement, par suite du couplage existant,
les tensions aux bornes des phases non commutantes
s'écartent des forces électromotrices correspondantes
induites par l'inducteur. Toutefois, comme on le verra,
cette modification, due a la variation du courant dans
les phases en commutation, n'entraine l'entrée en con-
duction d'aucune diode supplémentaire.

Afin de mettre le phénoméne en équations, consi-
dérons la commutation qui transfere la phase 1 de la
voie négative a la voie positive et la phase (n/2+41) de

a) -%4&4950

b)

0<Bsy C)y<6£é£:

FIG. 2

Comme le courant de charge est supposé parfaite-
ment lissé, et que la résistance des phases de |'induit
est negligée, le passage du courant dans l'induit n'y
entraine aucune chute de tension et la force électro-
motrice totale de chaque phase coincide avec la force
électromotrice d'inducteur qui y est engendrée.

A la suite de la rotation de I'inducteur, tous les 2 ©/n,
il y a inversion de la polarité de la force électromotrice
pour deux phases diamétralement opposées. Ces deux
phases doivent changer de voie, ce qui signifie I'inversion
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la voie positive a la voie négative. Compte tenu de
'origine qui a été choisie, on peut écrire durant |'empie-
tement le systéme d'équation suivant (fig. 3):

di di
. " o 2
OMig sin 6 = M, : +OM, cos () o <)
db do
(3)
di di
. : 1) = 1
OMi; sin (0 —m)=0M, cos (1) —— +6M, )
db do
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FIG. 3

Au début de la commutation, soit en 0=0 |les
courants i, et i ., valent respectivement —-lch,’E et
+lch,|"2. A la fin, soit en 8=v leurs valeurs sont inver-
sées. L'intégration du systéme (3) conduit aux expres-

sions suivantes:

Myig
fq= — (1—cos 0) —1,/2
2M, (4)

it
I(ﬂ."?-i-‘} 0 (1—cos 0) + 1, /2

L'angle d'empiétement se deduit immédiatement de
I'une ou l'autre des équations (4) et des valeurs finales
du courant dans les phases commutantes:

2M, I
Y =arcos ( 1—71’") ()
Mflf "
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Durant I'empiétement, les forces électromotrices tota-
les aux bornes des phases non commutantes, soient ey,
s'expriment par:

r di
e'x=ex—M,0cos [2(K—1)7/n] d—ﬂl

. dl n,
—M, 0 cos [2 [K—(n/2+1)] ©/a] $ (6)
d

Compte tenu de (1) et (4), 'equation (6) peut encore
se mettre sous Ia forme:

e’k = — 0 Myig sin [2 (K—1) 7/n] cos @ )

Comme les phases entrent en commutation au pas-
sage par zéro de leurs forces électromotrices totales,
cette équation montre que la commutation des phases 1
et (n/2+1) déforme la tension aux bornes des autres
phases en déplagant leur passage par zéro de maniére
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Equipamento de aquecimento e ilumina¢ao do comboio
Transmissao de informagdes comboio/via férrea para
comando automatico de traccao.

Representada em Portugal por:

Bﬂ[]WN Sociedade de Electricidade
4 Brown Boveri Limitada

Rua de Sa da Bandeira, 481-2°, Porto .
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telle que leur entrée en commutation est impossible tant
que l'angle de fin d'empiétement est inférieur & /2.
Pour le mode de fonctionnement et les nombres de
phases considérés, cette condition est verifiée puisque ¥
reste inférieur a 2m/n.

La tension de sortie du pont redresseur soit U,
présente une ondulation rédiduelle de 2 w/n. Sur ['inter-
valle considéré, elle vaut:

—de 0 avy
n/2 (8)
Up=— €'k
2
de v & 27/n
n/2+1 9)
Up=— X e’K
2

La wvaleur moyenne, Uch, de la tension de sortie
s'obtient en intégrant les equation (8) et (9) sur les
intervalles correspondants. Elle est égale a:

i n éM i 1
T [lf( +cos Y
T 2

)

(10)

En éliminant I'angle d'empiétement ¥ entre les équa-
tions (5) et (10), on obtient I'équation de la caractéris-
tique externe durant le premier mode de fonctionnement.
C'est un segment de droite d'équation (fig. 4):

n éM[if

Ug= —~D M, 01 (11)
11 i
I'\éﬁ‘l"
™
I ne42
i
i
AN
Hy M
FIG. 4
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Pour déterminer le courant dans les diodes raccor-
dées a un sommet du polygone d'induit ,il suffit de faire
la différence des courants circulant dans les phases qui
y sont raccordées. Lorsque cette différence est positive,
il y a passage d'un courant dans la diode & cathode
commune, Lorsque cette différence est négative, il y a
passage d'un courant dans la diode & anode commune.

Durant le premier mode, il y a successivement deux
puis une diode en conduction a chague borne de sortie
du pont (fig. 2), chaque diode étant passante pendant un
intervalle 2 /n++ (fig 3). Le courant moyen dans chaque
diode vaut I /n tandis que le courant de créte atteint |,

A la fin du mode 1, lorque Y atteint 2 t/n, le courant
et la tension de sortie valent respectivement:

Mpig
L= sin® 7/n (12)
MU
n éMfif
he= ——cos?/n (13)

™

2.2. Fonctionnement jusqu'au court-circuit:
modes 2 et 3

Lorsque le courant de charge dépasse la valeur
donnée par |'équation (12), il apparait un deuxiéme mode
de commutation, 4 angle d'empiétement constant et égal
a 27/n, durant lequel l'angle d'entrée en commutation
de chaque phase se décale progressivement en arriere
d'un angle B, par rapport & l'angle de passage de la
phase par l'axe neutre d'inducteur (figs, 5 et 6).

Ce mode est la conséquence du fait que la commu-
tation de deux phases diamétralement opposées empéche
I'entrée en commutation des autres phases pourvu que
I'angle de fin d'empiétement ne dépasse pas T/2, cest-
-a-dire, tant que B+v < m/2 [cf équation (7)]. L'angle B
croit d'une valeur nulle & une valeur maximum, By,
égale a:

By =T7/2—2T/n (14)

Durant le mode 2, il y a a tout instant une phase
en commutation et deux diodes en conduction & chaque
borne de sortie.

Pour écrire les équations relatives & ce fonctionne-
ment, considérons a nouveau l'intervalle débutant avec
I'entrée en commutation des phases 1 et (n/2+1). Les
équations qui régissent |'évolution des courants dans
ces phases sont les mémes que les équations (3). Toute-
fois, elles sont maintenant valables non plus sur l'inter-
valle [0,7] mais sur lintervalle [B,B+27/n]. On peut
écrire aprés intégration:

2M,

i =—i =
1 (nf2+1)

(cos B—cos 0) —1,,/2 (15)
De cette équation on peut extraire la liaison existant
entre le courant |, et l'angle de retard B, soit:
Mgi
len= ™ sinm/n sin B+7/n)

o

(16)
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La tension moyenne de sortie vaut:

B+2 w/n
. ~ a2
UCh:: L —_ E e'K da
2T 2
p

ce qui donne, aprés intégration,

— n O M
Ugi= B § cos ©/n cos (B+T/n) (7
T

L'élimination de {3 entre (16) et (17) fournit I'équation
de la caractéristique externe durant le mode 2 (fig. 4):

—  nOMgg M, 2
Up= — - cos (r/n) (.- (18)
i : Mfif sin 1't|r'n

c'est un trongon d'ellipse qui joint le point:

Mlif . — nBMrif =
[Ich= — _sin®(®/n); Up= cos® {T:,’n}]
M, T
pour =0, au point:
Myi —  nBM
[len= " ein@nfn); Up= —— 1 sin (2 /n)]
2T

o

pour B==/2—2 n/n (fig. 4).

Durant ce mode, chaque diode est passante pen-
dant 47/n et conduit un courant moyen l,/n avec un
courant de créte |,

Au dela, apparait un troisiéme mode, pour lequel
il y a successivement deux, puis une phase en commu-
tation a chaque borne de sortie (figs. 7 et 8). Durant le
mode 3, l'angle d'entrée en commutation reste fixé
a ™/2—2 ©/n en retard par rapport a |'axe neutre d'induc-
teur, tandis que l'angle d'empiétement se remet & croitre
jusqu'a atteindre 4 m/n. Comme les forces électromitrices
totales aux bornes des autres phases sont toutes nulles
lorsqu'il y a deux phases en commutation & chaque borne
de sortie, la fin du mode 3 correspond au court-circuit
permanent de la génératrice,

Pour mettre en équations le fonctionnement de la
géneratrice durant le mode 3, considérons & nouveau
l'instant d'entrée en commutation des phases 1 et
(n/24+1). Avec l'origine choisie, cette entrée se fait en
nf2—2 w/n. A ce moment les phases n et n/2 sont encore
en empiétement. |l convient de distinguer 3 intervalles
(fig. 7):

—de ©/2—27/n a T/2+v—47/n

Durant cet intervalle, il y a commutation simultanée
des phases 1 et n a la borne de sortie positive et des
phases n/2 et (n/2+1) a la borne de sortie négative.
On peut écrire, en tenant compte de la symétrie existant
eentre les courants dans les phases diamétralement
opposées:

di di M,i
i
T i PO cos (0+27/n) (19)
df do 2 M, sin(2 ®/n)
di di M.j
) f'f

. " cos 0 (20)

db d@ 2 M, sin(2 /n)

| |

Lx x LAY DA AL
m%_T I@Bci <) 7 $ §w

FIG. 7
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—de T/24+Y—4T/n & T/2

La commutation des phases n et (n/2) est achevée,
celle des phases 2 et (n/2+2) n'a pas encore débutée.
Durant cet intervalle, seules les phases 1 et (n/2+1)
empiétent. Les eéquations qui déterminent |'évolution du
courant dans ces phases sont les équations (3). On a donc
di‘ di{nf2+l) Mfif

- sin @

(21)

do de 2M,
—de ®/2 &4 "f2—27/n+7Y

C'est la fin de I'empiétement des phases 1 e (n/2+1)
et le début de la commutation des phases 2 et (n/2+2).
On péut écrire

di di M.i
1 nf2-+1 f'f
S b_} =—  cos(@—27/n) (22)
db do 2 M, sin(2 7t/n)
di di M.i
2 242 i'f
A T...c... SN . | B (23)
db df 2 M, sin(2 t/n)
78

- nM

En intégrant les équations (19), (21) et (22) sur
leurs intervalles respectifs et en tenant compte de la
valeur initiale et de la valeur finale du courant dans la
phase 1, on peut écrire la relation existant entre |'angle
d'empiétement ¥ et le courant de charge I, soit:

len= tg (/n) [1+ cos (4 ©/n—7)] (24)
2 a
La tension moyenne de sortie vaut durant ce mode
= n B Mfif
U= - cotg (/n) [1—cos (4 ©/n—7)] (25)
2%

En eliminant v entre (24) et (25), on obtient I'équation
de la caractéristique externe durant le mode 3 (fig, 4):

olch

cotg ['n:fn}] (26)

i
Uay= ——— cotg (m/n) [1—
™ M(l{
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Durant ce mode, il y a successivement 3 puis 2 dio-
des en conduction & chaque borne de sortie, Chague
diode est passante pendant un intervalle 27/n+7Y. Le
courant moyen dans chaque diode vaut toujours lch!n
tandis que sa valeur de créte, soit |y, atteint seulement:

—s8i Y<37/n

. [sin(4m/n—) o i P’T}_cos(zﬂ"n)] @n
2M, sin (2 ©t/n)

—si Y >37/n

lgu= M [sin (=/n)+ . Wi ﬂ,-‘n)] (28)
2M, sin (2 t/n)

Au court-circuit I'angle de conduction des diodes atteint
6 m/n.

3. INTERPRETATION DU FONCTIONNEMENT AU MOYEN
D'UNE MACHINE A COURANT CONTINU EQUIVA-
LENTE A LA GENERATRICE

La caractéristique externe obtenue (fig. 4) se com-
poce d'un segment d'ellipse auquel se raccordent deux
segments de droites qui lui sont tangents aux points de
raccord. Cette caractéristique est, pour n=86, identique
a celle du pont triphasé alimenté par des sources sans
couplage mutuel., Ceci résulte du fait que, pour l'applica-
tion considérée, une source triphasée d'impédance interne
purement inductive et sans couplages peut se ramener
a une source hexaphasée a couplage sinusoidal par-
fait [4].

Le comportement de la génératrice n-phasée a
couplages sinusoidaux qui vient d'étre étudiée peut s'inter-
préter facilement en termes d'une machine a courant
continu ayant n lames de collecteur, de largeur 2%/n,
et une paire de balais dont la largeur et la position sont
fonction du courant de charge débité. La position des
balais, définie comme celle de leur point milieu et leur
largeur se déduisent de la position et de la largeur de

I'intervalle de conduction des diodes.

Durant le mode 1, on assiste & un élargissement
progressif des balais depuis une largeur nulle jusqu'a
une largeur 2 7t/n. L'origine des balais restant calée a la
ligne neutre d'inducteur, leur déplacement par rapport

a cette ligne neutre est égal a la moitié de leur largeur
(fig. 9).
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FIG. 9

Durant le mode 2, les balais gardent une largeur
constante et égale a 2 7/n, tandis que leur position passe
de ©/n & ©/2—mn/n du début a la fin du mode (fig. 10).
Durant ce mode, pour chaque valeur de courant, les
balais se placent dans une position telle que l'inducteur
engendre dans la section en commutation une force
électromotrice de commutation qui correspond au courant
a commuter. C'est |& un mécanisme de commutation
analogue & celui qui a été réalisé dans les machines a
courant continu sans pdles de commutation en décalant
les balais par rapport a |'axe neutre.

FIG. 10

Durant le mode 3, on assiste a un nouvel élargisse-
ment des balais dont I'origine reste fixée en T/2—2'n/n
(fig. 11). A la fin du mode 3, les balais ont une largeur
de 4T/n et une position égale a m/2. C'est le court-
-circuit permanent de la machine, Deux constatations
peuvent donc étre faites lorsque le nombre de phase
augmente.
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FIG. 1

— En premier lieu, cette augmentation n'entraine pas
pour la structure considérée, |'apparition de modes
supérieurs au mode 3 et cela contrairement au
cas du redressement sur sources inductives non
couplées [5]. Pour ce dernier, on distingue n/2
modes successifs, le nombre de phases en com-
mutation a chaque borne de sortie croissant d'une
unité quand on passe d'un mode au suivant et
atteignant n/2 au court-circuit.

—En second lieu, l'augmentation du nombre n de
phases va de pair avec un élargissement de la
zone correspondant au mode 2. La disparition
progressive des modes 1 et 3 s'accompagne d'une
diminution de |I'angle d'empiétement qui reste
constant et égal a 4 =/n sur pratiquement toute
la caractéristique. Ceci entraine un écart croissant
entre le courant de créte et le courant moyen
véhiculé par les diodes, A la limite, pour n tendant
vers ['infini, le segment d'ellipse constitue la
caractéristique tout entiére, tandis que l'angle de
conduction des diodes devient infinitésimal,

La figure 12 montre clairement que si le nombre de
phases est suffisant, on peut remplacer avec une bonne
approximation la caractéristique réelle par la caractéris-
tigue obtenue en prolongeant l'ellipse du mode 2 jusqu'a
ses intersections avec les axes. Ceci revient a considérer
que les équations (16) et (17) décrivent le comportement
de la machine depuis la marche & vide jusqu'au court-

-circuit. Au niveau de la machine & courant continu
équivalente ceci revient a considérer qu'elle posséde
depuis la marche a vide jusqu'au court-circuit des balais
de largeur 27/n et que leur position passe progressi-
vement de |'axe neutre a |'axe direct d'inducteur  Par
pasage a la limite pour n tendant vers l'infini, on retrouve
ainsi, en régime, le modéle de la génératrice @ couplages
sinusoidaux établi a partir des équations des circuits a
commutation [6].

UA{n OMp s/ )

LMy
/f%.-flj”/r;)

FIG. 12

4 VERIFICATIONS EXPERIMENTALES

Des essais ont éte effectués sur une machine hexa-
phasée a poles lisses et a rotor feuilleté. La f e.m.
induite dans chaque phase par l'inducteur est pratique-
ment sinusoidale (fig. 13a) tandis que les mutuelles
entre les différentes phases de l'induit, s'écartent jusqu'a
209, des valeurs correspondant & un couplage sinu-
soidal parfait (fig. 13 b).

| M/t
74 H“/L & M/
e, (v)
oot Vsl
+ T/ :H
50| /\ 16/
\-/zom: \ & I"‘ !'m o
My,
:H'(‘M- _: 7 T/:e’on:?ue +
fxpe'n‘.menf:( .
_1 - * H{V/L
(a) FIG. 13 (b)
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La figure 14 permet de comparer la caractéristique
externe experimentale a la caractéristique externe théo-
rique. L'écart qui apparait entre les deux courbes aux
environs du court-circuit, provient du defaut de couplage
entre les phases de linduit. Cette imperfection de
couplage entrainant une action plus faible des phases
en commutation sur les autres phases, il s'en suit que
les zones correspondant aux modes 2 et 3 sont partielle-
ment réduites. La fin du mode 3 ne coincide plus avec
le court-circuit de la machine [4]. Un quatrieme mode de
commutation apparait qui correspond au dernier trongon
(de pente plus faible) de la caracteristique expérimentale.

u iv)

100
— — Experi mental

—Theorique

os 7

FIG. 14

Les figures 15 et 16 permettent de comparer les
formes d'ondes théoriques et expérimentales pour un
point de fonctionnement qui correspond théoriquement au

milieu du mode 2 (B égal 15°). On remarque une bonne
concordance entre les diférentes courbes malgré quel-
ques écarts dus aux défauts de couplage et au lissage
imparfait du courant.
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Etude de la commutation dans une génératrice
polyphasée a redresseur

Deuxiéme partie

Etude de la génératrice a couplages triangulaires

RESUMO

Este artigo é a segunda parte dum estudo sobre a
comutacdo dum gerador polifasico sem colector, A partir
de dois casos limite, o triangular aqui apresentado e o
sinusoidal ja apresentado na primeira parte, mostra-se que
a lei de variagdo das inductancias mutuas das espiras em
fungdo da posicdo pode afectar consideravelmente o pro-
cesso de comutagdo e, por conseguinte, a caracteristica
externa do gerador,

A anilise tedrica é confirmada por resultados experi-
mentais obtidos com maquinas de laboratorio.

INTRODUCTION

Dans la premiére partie de cet article on a étudié
le fonctionnement d'une génératrice polyphasée a redres-
seur présentant un couplage sinusoidal entre |'inducteur
et les phases de l'induit et un couplage sinusoidal par-
fait entre les phases de l'induit[1]. La seconde partie
est consacrée a l'analyse du comportement d'une géné-
ratrice présentant un couplage triangulaire entre |'induc-
teur et les phases de l'induit, et un couplage triangulaire
parfait entre les phases de l'induit.

Rappelons que, par couplage parfait, on entend un
couplage dont la loi est telle que la mutuelle entre deux
phases occupant la méme position géométrique est égale,
en valeur absolue, a la self propre de chacune de ces
phases.

On considére le cas d'une machine a pdles lisses,
sans amortisseurs, & induit polygonal et nombre pair de
phases. Le nombre n de phases doit &tre supérieur ou
égal @ 6 pour que la présente étude s'applique sans
aucune restriction,

Comme pour la machine a couplages sinusoidaux,
I'étude effectuée dans le cas du régime permanent, conduit
a une solution analytique du comportement depuis la
marche a vide jusqu'au court-circuit, moyennant les hypo-
théses et approximations suivantes:

F. LABRIQUE
Premier Assistant
Université Catholique de Louvain

ABSTRACT

This paper is the second part of a study on the
commutation processes in a polyphase commutatorless
DC generator. From the study of two limit cases, the
triangular one presented here and the sinusoidal one,
yet presented in the first part, it is shown that the form
of the variation of the mutual inductances as a function
of the relative positions of the different coils can affect
considerakly the commutation processes and hence the
generator output characteristic,

Experimental results on laboratory test machines
confirm the theoretical analysis,

— l'inducteur est alimenté par une source de courant

— le courant de sortie du pont redresseur est parfai-
tement «lissés

—la résistance interne des phases de |'induit est
négligeable

—les chutes directes et courants inverses des dio-
des sont négligeables.

1. EQUATIONS DE DEPART POUR LA MACHINE
A COUPLAGES TRIANGULAIRES

Avec les notations de la figure 1 et une source de
courant dans l'inducteur, les forces électromotrices engen-
drées par l'inducteur, dans les phases de l'induit, s'écri-
vent, en prenant comme origine le passage de la premiére
phase par l'axe neutre relatif & |'inducteur

ex = O Migrect [0—2(K—1)7/n] 1<K <n )

Dans cette équation M; représente la valeur maximum
de la dérivée de la mutuelle entre I'inducteur et une

phase de l'induit, 0 la position de I'induit, 0 sa vitesse

Travail fait en collaboration avec Centro de Automatica da Universidade de Lisboa (I. N. 1. C.)

ito recebido para publicagdo em 10/7/78.
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axe direct

: ‘ltm_'—.

et la fonction rect [0—2 (K—1) m/n] une fonction rectan-
gulaire antisymétrique, de période 2 7, d'amplitude unitaire
et décalée de 2 (K—1) /n par rapport & l'origine (fig. 2).

recd( G- grr-1irginl

i &

]
]

dem-nMin

FiG: 2

Les mutuelles entre les phases de l'induit sont de
la forme:

Mj=M,tri [2(i—=)7/n] 1<i j<n @)

Dans ces équations M, représente la valeur maximum
de la mutuelle entre phases et la fonction tri ({) une
fonction triangulaire, symétrique, d'amplitude unitaire et
de période 27 (fig. 3). Les expressions analytiques
des fonctions rect [8—2 (K—1)/n] et tri () sont don-
nges a l'annexe 1,

84

| axe nevlre

e fy)

FIG. 3

2. ANALYSE DU FONCTIONNEMENT

2.1. Fonctionnement a faible charge: modes 1 et 2

Le premier mode de fonctionnement rencontré dans
la machine & couplages triangulaires correspond & un
mécanisme de commutation identique a celui du mode 1
de la machine a couplages sinusoidaux (cfr le para-
graphe 2.1, de la premiére partie de cet article [1]).

A tout instant, l'induit se partage en deux voies
mises en paralléle, chacune parcourue par la moitié du
courant de charge, l'une comportant toutes les phases
dont les f.e. m. sont positives et l'autre toutes les
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phases dont les f. e. m. sont négatives (fig. 4.a). La borne
positive de la charge- est ainsi reliée au sommet du
polygone d'induit dont le potentiel est le plus élevé et
la borne négative de sortie au sommet du polygone
d'induit dont le potentiel est le plus bas. Tous les 2K w/n,
par suite de la rotation de l'induit, deux phases diamé-
tralement opposées changent de voie, ce qui entraine

un court-circuit temporaire de ces phases, pendant que
le courant s'y inverse (fig. 4.b).

Afin d'écrire les équations relatives au fonctionne-
ment de la géneratrice a couplages triangulaires durant le
mode 1, considérons l'intervalle qui débute par I'entrée en
commutation des phases 1 et (n/2+1) (fig. 5). Durant
I'empiétement, on a le systéme d'équations suivant:

di di
: 2 t 3 2
O Myig=0M, _ —dm, D
do de 3)
) Cdi di
—AMig=—OM, — M, P
do )

Aprés intégration, compte tenu des valeurs initiales
et finales du courant dans les phases considérées, on
obtient I'équation de liaison entre I'angle d’'empietement v
et le courant |.:

Mgig
’ch 2 34 [4}
2M,

Durant I'empiétement, les forces électromotrices totales
aux bornes des phases non commutantes wvalent, en
tenant compte de (1) et (3)

e'x= 0 Miig rect [8—2 (K—1) T/n]—
— 0 Migtri [2 (K—1) 7/n] (5)
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Les deuxiemes termes de ces €quations correspondent
aux tensions induites par la variation de courant dans
les phases en empiétement. Comme ces tensions sont,
en valeur absolue, strictement inférieures a © Myij, elles
ne peuvent pas déplacer les instants de passage par
zéro des forces électromotrices totales dans ces phases
par rapport aux instants de passage par zéro des forces

électromotrices, induites par l'inducteur, correspondantes.
En conséquence, si, comme pour la machine a couplages
sinusoidaux, |'empiétement de deux phases diamétrale-
ment opposées n'entraine |'entrée en commutation d'aucune
autre phase, cet empiétement ne peut toutefois pas
déplacer les positions d’'entrée en commutation des autres
phases. Celles-ci restent fixées au passage de ces phases
par |'axe neutre relatif a l'inducteur,

La tension de sortie, qui présente, comme dans le
cas sinusoidal, une ondulation résiduelle de période 2 7t/n,
a une valeur moyenne égale a:
== nd Mgig

ULh = ‘2— [1_7';“] (6]

L'élimination de v entre (4) et (6) fournit I'éguation
de la caracteritique externe durant le mode 1:

—  nBMi;  nBM,L
U= ————— 2 @)
2 b1

C'est un segment de droite qui joint le point:

= n é M[lf
(Uch= _2_: l|:'|’1 = D)
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au point (fig. 6):
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Durant ce premier mode, il ¥ a successivement deux
puis une diode en conduction a chaque borne de sortie.

2T
Chaque diode est passante pendant —— + ¥ et conduit un
n

courant moyen qui vaut |4/n avec un courant de créte
égal a |, (fig. 5).

Lorsque le courant de charge dépasse la valeur
obtenue en remplagant Y par 2T7/n dans |'équation (4),
un deuxieme mode de commutation apparait, pendant
lequel I'angle d'empiétement croit de 27/n a 47/n.
Durant ce mode, la fin de I'empietement d'une phase
chevauche le début de |'empiétement de la phase suivante.
Ceci résulte du fait que I'empiétement d'une phase a
chaque borne de sortie (comme signalé plus haut) ou
de deux phases a chaque borne de sortie (comme on le
verra plus loin) ne peut déplacer les instants d'entrée en
commutation des autres phases. Ceux-ci restent fixés au
passage de ces phases par |'axe neutre relatif a inducteur,

Pour écrire les équations relatives au mode 2, consi-
dérons, a nouveau, l'instant d'entrée en commutation des
phases 1 et (nf2+1). L'empiétement de ces phases se
divise en trois intervalles (figs 7 et 8):

—de 0 a y—27/n

Il y a commutation simultanée des phases 1 et n a
la borne positive de sortie et des phases n/2 et (n/2+1)
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a la borne négative. En tenant compte de la symeétrie
existant entre les courants dans les phases diamétrale-
ment opposées, on obtient:

di

: . di,
0 Mig=20M,
do

+20M, (1—4/n) (®)
do

di,
de

. . di
8 Miig=20 M, (1 —4/n) —~ + 2 M,
do

TECNICA 454

Pendant cet intervalle, les forces électromotrices dans
les phases non commutantes valent:

e'x= 0 Myig rect [0—2 (K—1) /n] —

9
: di, - di,
—20M,tri [2(K—1)7/n] —20M,tri [2K 7/n]
de do
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En tenant compte de (8), |'équation (9) peut encore
s'ecrire:

e/ =0 Myig rect [0—2 (K—1) T/n] —
tri [2 (K—1) 7/n] 4 tri (2 K 7/n)

—0 My (10)
1+ tri (2 =/n)

Cette equation appelle les mémes commentaires que
I'équation (5). Il n'y a pas de déplacement des instants
de passage par zéro des forces électromotrices totales
par rapport aux instants de passage par zéro des forces
électromotrices correspondantes induites par |'inducteur.

—de Y—27/n a 27/n

Seules les phases 1 et (n/2+1) empiétent. Les équa-
tions (3) et (5) sont applicables durant cet intervalle.

—de 27/n a v

Il'y a commutation simultanée des phases 1 et 2 &
la borne positive et des phases (n/2+1) et (n/2+42) a
la borne négative. On peut écrire:

b2

: . d
ﬁ M[Ir=2 e MI_.
do

. di,
+20M, (1—4/n) —-
do (1)

di,
de

: : di. ;
8 Myig=20 M, (1—4/n) = + 28 M,
40

Les tensions aux bornes des phases non commu-
tantes valent:

e',\-=é Mig rect [0—2 (K—1) Tt/n] —

_ v 171 [2 (K—=2) w/n] +tri [2 (K—1) w/n] o
14tri (2 7/n)

Il convient de remarquer que les équations (11) et
(12) peuvent se déduire des équations (8) et (10) en y
incrémentant d'une unité, modulo n, tous les indices des
phases en commutation.

Pour déterminer I'évolution du courant dans la phase 1
durant son empiétement et déterminer |'équation liant ¥
a . on résoud les équations (8), (5) et (11) par rapport
di,

a ._a puis on les intégre sur leurs intervalles de vali-
d

dité respectifs. Compte tenu de la valeur de i, en début

et en fin d'empietement, on obtient facilement:

=t 1 Y250 (g ) (19
2M, © 1—2/n
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La tension moyenne de sortie vaut, durant le mode 2:

= n s 2 —2 7/n

Uap= (= =1 8 Myig—0 M (_Y_ﬁ__f_) (14)
2 27/n

L'élimination de < fournit |'équation du segment de
droite que constitue la caractéristique externe durant ce
mode, soit:

. (n—2) O M,
Up=—2)0Mpg— — (15)
2/n

Durant le mode 2, chaque diode est passante pendant
2nin+7v. Il y a successivement 2 puis 3 diodes en
conduction & chaque borne de sortie, Le courant moyen
dans chaque diode vaut |, /n, tandis que le courant de
créte, |y, y atteint seulement:

M[ir T—27/n

y=lgp———

2 (16)
2M, 2(1—2/n)

A la fin du mode 2, I'angle de conduction des diodes
atteint 67/n et le courant de créte qui les traverse
vaut 1,/2.

2.2. Fonctionnement jusqu'au court circuit:
modes 3 a n/2

Au dela du mode 2, apparaissent une séerie de modes,
correspondant chacun & un élargissement de 27/n de
I'angle d'empiétement Y, et & |l'augmentation d'une unité
du nombre de phases en commutation a chaque borne
de sortie. Ainsi durant le mode K(3 <K <n/2), il y a
succcessivement K puis (K—1) phases en commutation
a chaque borne de sortie, chague phase entrant en
commutation lors de son passage par |'‘axe neutre
(cfr. annexe 2). Toutefois, [I'élargissement de ['angle
d'empiétement n'entraine pas, pour la machine considérée,
un élargissement correspondant de l'angle de conduction
des diodes, celui-ci ne dépassant en aucun cas 8 T/n par
période, Afin de mettre en évidence ce phénoméne, peu
prévisible a premiére wvue, nous allons considérer un
mode K quelconque. |l convient, pour ce mode, de
distinguer pour I'empiétement d'une phase (2 K—1) inter-
valles successifs. lls sont constitués d'une alternance
d'intervalles ot il y a K phases en empiétement et
d'intervalles o0 il y a (Kv-'vl) phases en empiétement
(fig. 9).

Si l'on considére I'empiétement de la phase 1, on
peut écrire, pour les deux premiers intervalles (fig. 10).

—de 0 &4 Yy—2(K—1)7/n

Il'y a K phases en commutation a chaque borne de
sortie, les courants dans les phases en commutation a la
borne positive sont régis par le systéme suivant d'équa-
tions:
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Les forces électromotrices totales aux bornes des e';=0Mgigrect [8—2 (j—1) m/n] —

phases non commutantes valent, durant cet intervalle o M tri [2 (j—1) ©/n]+tri [2 (+K—2) ©/n] (18)
(cfr. annexe 2): TR 1+tri [2(K—1)7/n]
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—de Y—2(K—1)7/n & 27/n

Il y a (K—1) phases en commutation a chaque borne
de sortie. Les courants dans les phases en commutation
& la borne positive sont régis par le systéme suivant:

Miig 2M, 2M,tri (2 T/n)
Mis 2M, tri (2 /n) 2M,
Myig 2M,tri [2 (K—2) =/n] 2M, tri [2 (K—3) ©/n]

Les forces électromotrices totales aux bornes des
phases non commutantes valent durant cet intervalle
(cfr.annexe 2):

€ =8 Myi; rect [®—2(—N7/n]—

B tri [2 (j—1) ®/n]+tri [2 (j+K—3) =t/n] (20)
— O M
o 1+tri [2 (K—2) ©/n)

Pour les (2K—3) intervalles restants, les équations
obtenues sont analogues et peuvent se déduire des
équations (17) a (20) moyennant une adaptation des indi-
ces des phases en commutation, Ces indices doivent
étre augmentés, tous les 27/n, d'une unité modulo n.

L'évolution du courant i, dans la phase 1 durant

son empiétement s'obtient en inversant les équations du
di,
obtenu sur

do
I'intervalle qui lui correspond, L'inversion des équa-
tions (17) ou (19) conduit a (cfr, annexe 2)

type (17) et (19) et en intégrant chaque

— pour |'équation (17):

diy i ke M

d0  d@  2M, [1+tr [2(K—1)m/n]]

di di di =3
no (n—1) (n—K+3)

a0 d0 T T 40

— pour ['équation (19):

diy  din_k+y B My

40 id0  2M, [1+4tr [2 (K—2)®/n]]

di. di di @2
n _ Te=1) T (n=K+4)

a0 40 7 40

Les équations (21) et (22) et les équations analo-
gues, qu'on obtient pour les intervalles suivants, montrent
que l'inversion du courant dans la phase 1 se fait en
trois étapes, La premiere, de 0 & 27/n, fait passer le

20

Ug=(n/2—K) 8 Mg 1=

courant dans la phase est nul_ La troisiéeme de Y—27/n
4 v est symétrique de la premiére et fait passer le
courant de 0 & |4/2 (fig. 10). On voit ainsi clairement
que les modes 3 & nf2 correspondent tous a un méme
mécanisme de commutation.

...... 2M,tri [2 (K—2) 7t/n] i
........................... d i
H— 19
.......................... ao [ |
...... 2M, K43

courant dans la phase de —I14/2 & 0. La seconde, de
27fn & Y—27/n, correspond & un intervalle olu le

Le courant dans les deux diodes raccordées a un
méme sommet du polygone d'induit se calcule, comme
pour la machine & couplages sinusoidaux, en faisant la
difféerence des courants dans les deux phases qui y
aboutissent.

Sauf pour le mode 3, que nous examinerons ensuite,
le courant dans les diodes a la forme représentée & la
figure 10, Chague diode conduit pendat deux intervalles
dinstincts, de 4 w/n chacun, I'un situé de 0 & 47/n, et
l'autre de Y—27/n & Y+27/n. Le courant moyen d'une
diode vaut toujours I /n tandis que son courant de créte
atteint seulement |4,/2.

Durant le mode 3, I'angle de conduction des diodes
passe progressivement de 6T/n & 8T/n, chaque diode
conduit un courant moyen IL.hj’n avec un courant de créte
qui vaut I4/2 (fig. 11). A la fin du mode 3, le courant

i.‘Jn-!. |

FIG. 11

des diodes passe par zéro au milieu de l'intervalle de
conduction, C'est le début de la scission de lintervalle
de conduction en deux intervalles distincts caractéris-
tiqgues des modes supérieurs au mode 3.

Durant les modes 3 a nf2, la caractéristique externe
se compose d'une série de segments de droite de pentes
décroissantes, Le segment de droite qui correspond au
mode K joint les points suivants:

Mril'47t!'n

2M, [1+tri [2 (K—2) =/n]]

Gch=(mr2_'K~+T) e- Mfil i !ch__'

M[if 4 ﬂfﬂ

2M, [1+tri [2 (K—1) ©/n] ]
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3. INTERPRETATION DU FONCTIONNEMENT AU MOYEN
D'UNE MACHINE A COURANT CONTINU EQUIVA-
LENTE A LA GENERATRICE

Le comportement de la génératrice n-phasée & coupla-
ges triangulaires peut s'interpréter en termes d'une
machine & courant continu ayant n lames de collecteur,
de largeur 2 t/n et deux paires de balais dont la largeur
et la position sont fonction du courant de charge débité.
Comme pour la machine & couplages sinusoidaux, la
position des balais (définie comme celle de leur point
milieu) et leur largeur se déduisent de la position et de
la largeur des intervalles de conduction des diodes.

Durant le mode 1, on assiste au développement
d'une paire de balais dont l'origine reste calée a la ligne
neutre d'inducteur et dont la largeur croit avec la charge

jusqu'a atteindre 27/n a la fin du mode 1 (fig, 12). A ce
moment la position de cette paire de balais vaut =/n.
A partir du mode 2, cette paire de balais se dédouble:
des deux paires de balais ainsi formés, de largeur 2 ©/n
chacune, l'une reste fixée a la position T/n et l'autre se
décale progressivement jusqu'a atteindre une position T—

FIG 13
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— 7/n au court-circuit (fig, 13). Ce fonctionnement corres-
pond & une mise «hors service» d'une portion croissante
de l'induit sans que pour autant il y ait un étalement de
courant.

Lorsque le nombre de phases croit, le mode 1 tend
a disparaitre, A la limite, pour n tendant vers linfini,
seuls subsistent les modes 2 & n/2. Les balais deviennent
ponctuels et le mécanisme de commutation se réduit a
la rotation de la deuxiéme paire de balais.

Il est intéressant de remarquer que ce mécanisme
coincide avec le modele adopté pour introduire la correc-
tion spatiale dans |'étude de la génératrice a redres-
seur [2].

4. VERIFICATIONS EXPERIMENTALES

Des essais ont été effectués sur une machine dodé-
caphasée a poles lisses et a rotor feuilleté. La f e.m.
induite dans chaque phase par |'inducteur est |égérement
trapézoidale (fig. 14.a). On note toutefois la présence
d'harmoniques de denture assez importants, Les mutuel-
les entre les phases de l'induit sont trés proches des
valeurs correspondant & un couplage triangulaire par-
fait (fig. 14.b), (voir page suivante),

La figure 15 permet de comparer la caractéristique

Uiw)
e
P ?'ﬁtlar.ffvt
AY —Theorigue carrig te
\
sof \\ —— Explriment 3fe
25
I (A)

FIG. 15

externe expérimentale avec la caractéristique externe
théorique. La chute ohmigue dans l'induit et la chute
directe sur les diodes n'étant pas négligeables pour la
machine utilisée ,on a corrigé la courbe théorique pour
tenir compte de ces chutes de tension. L'écart qui
subsiste entre la courbe théorique corrigée et la courbe
expérimentale provient de la forme légérement trapé-
zoidale des f. e. m. induites par I'inducteur, On remarque
toutefois la bonne concordance générale entre les résul-
tats théoriques et expérimentaux,
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Les figures 16 et 17 permettent de comparer les
formes d'ondes théoriques et expérimentales pour un
point de fonctionnement correspondant théoriquement a
la fin du mode 4.

On remarque le bon accord entre les résultats théo-
riques et expérimentaux, notamment en ce gqul concerne
I'allure des courants de diodes et des courants de phases.

U:‘fﬂl’f.‘-’v,‘ I:-4Aa/div; E: tomS$/div

FIG. 16
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FIG. 17
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CONCLUSION

L'étude effectuée a permis de montrer que le com-
portement des génératrices polyphasées a redresseurs
dépend trés fortement de la forme des lois de couplages
existant entre les différents enroulements de la machine.

Pour chacun des cas extrémes étudiés, on a pu
dégager un mécanisme fondamental de commutation. Dans
les deux cas, ce mecanisme jouit des propriétés suivantes:

— il s'applique depuis la marche a vide jusqu'au
court-circuit lorsque le nombre de phases tend
vers l'infini;

— il correspond & des modes de commutation ol
les intervalles de conduction des diodes ont une
largeur constante, égale a 4 T/n, et en fonction
de la charge, une position variable par rapport a

I'inducteur, Pour la machine a

couplages sinusoidaux il y a un intervalle de

conduction par diode et par période. Pour la
machine & couplages triangulaires, il y en a deux
dés la fin du mode 3 et jusqu'a la fin du mode

n/2

|'axe neutre de

Pour des machines dont les lois de couplages s'écar-
teraient sensiblement de l'un ou |'autre des cas consi-
dérés, il faudrait envisager des mécanismes de commu-
tation plus complexes ou les intervalles de conduction
des diodes verraient non seulement leurs positions mais
aussi leurs largeurs varier de maniére importante avec
la charge.
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ANNEXE 1

Expression analytique des fonctions rect [0 —2 (K—1) 7t/n] et tri ()

La fonction rect [0—2 (K—1)7/n] s'exprime de la maniére suivante a partir des fonctions «<échelon unités-
u (0—7) (fig. A1.1):

o0
rect[0—2 (K—1)7/n] =u[@—-2(K-17/n] + 27 (—1)Ku [0—-2 (K—1) ®/n—Kn]
1

oo
—u[—=042(K=1)T/n]—212 (—1)Ku[—0+2(K—1) /n—KT] (A 1.1)

1
2uf-Bra-)rin-1t) | RectlO - 2(K-1)7/n] 2ufE- 2(K-1)1t/n)- 25x]
— =9 i

! uf@- LrK-1)rin) I
&
~u (-8 ¢ 2(n-1)1L/7N) | _zu(@-2k-1)rin)= T )
S
FIG. A1
Tri(\u) /

/ (4(yp-10)/r) & (y-70)

N (7 - 2pm) u(y)
)

N
N
N

.
~

FIG. A1.2
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La fonction tri (J) s'exprime de la maniére suivante & partir des mémes fonctions <échelon unité= (fig. A.1.2)

o0
W = (1- 2y e -2 2 0k (28D gkm)
™ 1 b1
o0
+ 0+ 2y u -2 Dk (29D g k)
T L T (A.1.2)

ANNEXE 2
Résolution des équations pour les modes 3 a n/2

Dans les modes 3 a n/2 décrits au paragraphe 2.2, il y a empiétement simultané de j phases consécutives a
chaque borne de sortle, chaque phase entrant en commutation & son passage par l'axe neutre. Pour le mode K, le
nombre de phases en empiétement & chaque borne vaut successivement j=K puis j=K—1, Les conditions d'existence
de ces modes sont les suivantes:

(i) il y a effectivement | phases consécutives en court-circuit & chaque borne de sortie, Ces court-circuits
se faisant a travers les diodes correspondantes (& cathode commune & la borne positive et & anode
commune a la borne négative) et les diodes ne pouvant laisser passer des courants inverses non nuls,
ceci revient a admettre que la valeur algébrbique du courant dans chaque phase commutante & la borne
positive (respectivement négative) est inférieure ou égale (respectivement supérieure ou égale) a la valeur
algébrique du courant dans les phases entrées en commutation avant elle. Ainsi, si & la borne positive

I'ordre d'entrée en commutation des phases est "', ", ', ... on doit avoir (fig. A.2.1).

iur > ]rr > .[r > —-If2

x x x x x
YTHIO— — SYHHO0 LTI ——~JUG00 0000 ——F0 000 —-
/1 FLs A é - I/7

FIG. A. 2.1,
(i) les tensions induites dans les phases non commutantes ne déplacent pas les positions auxquelles se pro-
duisent les changements de polarité des forces électromotrices totales induites dans les différents phases.
En effet, le non respect de cette condition ferait que les phases n'entreraient pas en commutation a leur
passage par |'axe neutre,

Pour vérifier I'existence des modes 3 & n/2, il suffit de résoudre les équations correspondant aux configura-
tions considérées et de s'assurer que la solution obtenue satisfait aux conditions d'existence citées ci-dessus.

A un instant 0, (0 <0 <2m), les phases en commutation & la borne positive sont les phases 1, n, n—1, ...,
n—j+2 (j=K ou K—1). On peut écrire le systéme d'équations suivant, compte tenu de la symétrie qui doit exister
entre les commutations a la borne positive et & la borne négative:

Mygig i -1 tri (2 7/n) tri(4mfin) . tri [2 (—1) ©t/n] 7 I iy 1
Mi tri (2 m/n) 1 tri(2mn) tri [2 (j—1) 7/n) »
M | =2M, | tri (@ 7/n) tri (2 5/n) I X d—dﬂ i
Mig Mi2G=1) 7] tri[2G—2) /0]t [2G=3)T/n] e 1 ot
(A 21)
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Pour résoudre ce systéme, en désignant par (1), (2), ..., (i), ..., (j) les lignes de la matrice des coefficients,
on effectue les substitutions linéaires suivantes

() — O=1/2[(—=1) + (i + 1)] 2<i<j—1<n/2

Compte tenu de la linéarité de la fonction tri (), le systéme (A.2.1.) devient:

Myig 1 tri2 m/n tri(d=n/in) e tri 2 (j—1) ®/n Iy
0 0 1—tri (2 ©/n) 0 0 0 i
d
0 =2M,| 0 0 1—tri (2 ©/n) 0 0 % =T in-1)
Myig tri[2(j—1)®/n]  tri[2(j—2)®/n]  tri [2 (j—3) ©/n] 1 in—ij+2)
(A.2.2)
La solution de ce dernier systéme est immédiate:
dip gy _ I I
5 T —
(A.2.3)
di, B di—j+2) B Mg
de db 2M, [14tri[2 (j—1) =/n]]

Comme les dérivées du courant dans toutes les phases supposées en commutation sont = 0, la condition (i)
est vérifiée. En effet on peut écrire pour le courant dans une phase commutante

0
i[9}=][ﬂu}+[ LT
‘ 40

o

di
Comme _B. est = 0, la fonction i (8) est croissante et par conséquent
d

i@ =i"(0—27/n) <i" (@)

Les forces électromotrices totales e, aux bornes des phases non commutantes s'expriment par

: di:
o) wig— RN s ) & (Fmgsc n=fdD)
i do (A.24)
Compte tenu de (A.2.3.), ces forces électromotrices valent
; tri[2(1=1) w/n]+tri[2(1+1—-2) 7
e'1 = BMfI]’ [rect [B—2 U—1)ﬂfﬂ]— i I ( ) ; ! . ) !n}
1+tri[2 (j—1) ©/n] (A.25)

Dans ces équations, le deuxiéme terme entre crochets correspond aux tensions induites par la variation du
courant dans les phases commutantes. Comme sa valeur absolue est strictement inférieure & l'unite, la condition (ii)
sur les instants de passage par zéro des f.é.m, totales aux bornes des phases non commutantes est également
vérifiée.

L'existence des modes 3 a n/2 est ainsi justifiée.
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Projecto apoiado em computador
de Sistemas de Controlo
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FRANCISCO CARVALHAL (2)
PEDRO LOURTIE (3)
RESUMO ABSTRACT

O artigo descreve detalhadamente o bloco de mani-
pulagdo e tratamento de dados de um conjunto articulado
de programas para o projecto apoiado em computador de
sistemas de controlo. Apresentam-se os algoritmos utili-
zados e os correspondentes fluxogramas para além de
alguns exemplos que os ilustram.

0. O COMPUTADOR E O PROIECTO
DE SISTEMAS DE CONTROLO

O estudo do controlo de sistemas tem meio século
de existéncia, ndo incluindo trabalhos anteriores sem uma
sistematizacao de controlo, muito embora sistemas con-
trolados existam desde sempre na natureza, O préprio
homem €& um mundo de sistemas controlados; desde a
regulagdo do ritmo ou volémia cardiaca até ao segui-
mento de uma trajectoria enquanto caminha, Neste Gltimo
caso, um exemplo muito intuitivo, teremos a visdo como
sensor, o cérebro como controlador/processador de sinais
e os musculos principalmente das pernas como actuado-
res. Estes sistemas néo tém, no entanto orgdos de coman-
do construidos pelo préprio homem, Estes sdo sistemas
onde pode ter lugar um estudo do sistema controlado e
da accdo de controlo mas onde, apenas em situacées
excepcionais, o homem tem uma intervengéo directa.

Na antiguidade podem-se detectar sistemas, inicial-
mente em cadeia aberta, em que ja@ se encontra a acg@o
de controlo. E o caso do mecanismo de Hero utilizado
no séc, | para abrir as portas de um templo[1]. O ar
aquecido pelo fogo sagrado obrigava a agua de um
depdsito a passar para um recipiente, cujo peso aumen-
tava, até compensar a ac¢do de um contrapeso e levar
a abertura da porta.

Em 1788 aparece o regulador de James Watt, para
regulagdo de velocidade de motores, vulgarmente indicado
como o primeiro regulador em cadeia fechada,

The paper describes with detail the data manipulation
and data preparation block of a control systems computer-
-aided design package. The algoritms and corresponding
flow charts are presented together with some application
examples,

Em 1922 aparece um estudo por Mimorsky em que
sao introduzidos elementos ndo-lineares no controlo apli-
cado ao sistema direccional de navios.

S6 em 1934 aparece um trabalho de Hazen em que
apresenta alguma da nomenclatura e sistematizagdo de
sistemas de controlo, em particular de servomecanismos.
De entdo para ca ha uma aceleracdo consideravel no
desenvolvimento destas matérias, sobretudo depois da
Il Guerra Mundial.

0Os métodos classicos de analise e projecto de siste-
mas de controlo, em virtude das limitagdes impostas pelo
calculo manual, baseiam-se em aproximagoes, abacos e
outras técnicas simplificativas e sobretudo no dominio da
frequéncia. Simultaneamente o desenvolvimento e redes-
coberta de métodos matematicos hoje empregues foi
sendo feita com a motivagéo do controlo de sistemas,
embora a sua aplicagdo tenha sido limitada na pratica a
aplicagbes simples.

O advento do computador veio entdo permitir o
rapido desenvolvimento de teorias até ai ndo exploradas;
comegaram entdo os grandes desenvolvimentos das téc-
nicas no dominio do tempo. Os grandes investimentos
realizados na corrida para o espagco e as aplicagoes
militares, forneceram a motivagdo e os meios necessarios
a um rapido desenvolvimento do estudo do controlo

(1) Assistente do Instituto Superior Técnico, Investigador do Centro de Automética da Universidade Técnica de Lisboa

(2) Especialista do Laboratério Nacional de Engenharia Civil.

(3) Prof. Auxiliar do Instituto Superior Técnico, Investigador do Centro de Automatica da Universidade Técnica de Lisboa.
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automatico. No entanto, cada vez mais estes desenvol-
vimentos vao encontrando aplicagdo noutros dominios.

A necessidade de cada vez maior precisdo, quali-
dade, rendimento, leva a considerar no projecto de siste-
mas de controlo um detalhe cada vez maior tanto na
descrigdo do sistema como nas especificagbes de con-
trolo. Surgem assim os métodos de tratamento de siste-
mas multivaridveis, o controlo adaptativo, estocastico, etc.
O desenvolvimento da modelagdo e os sucessos obtidos,
aliados as facilidades de calculo dos computadores digi-
tais, levam a estender estes métodos aos campos econo-
mico, biolégico, social, etc. Em todo este desenvolvimento
a vulgarizagdgo do uso do computador & pedra funda-
mental, na medida em que permite realizar célculos até
entdo impensaveis,

E assim que os mais variados tipos de projecto se
apoiam cada vez mais no computador embora nalguns
casos se limitem a efectuar os calculos mais complexos.
A proliferagédo de terminais e a utilizagdo de sistemas
operadores cada vez majs sofisticados e protegidos con-
tra falhas de utilizagdo, permitem a utilizagdo da maquina
mesmo por operadores menos experientes. No entanto,
para que o seu trabalho seja proveitoso, é necesséario
que existam programas estruturados de forma a facilitar
o seu contacto com a maquina.

Neste sentido, aparecem os sistemas articulados de
programas para o projecto em computador, usando téc-
nicas conversacionais, i.e., incluindo no programa as
perguntas e respostas que possam orientar o trabalho do
utilizador. € com este espirito que estd a ser desenvol-
vido o trabalho que aqui se descreve e que resulta de
uma colaboragdo entre o C.A.U.T.L. e o L.N.E.C.
Este conjunto articulado de programas destina-se ao
projecto em computador de sistemas de controlo, usando
tecnicas conversacionais e com uma estrutura expandivel
por forma a integrar todas as técnicas de andlise e
sintese que se considerem relevantes neste dominio.

1. MANIPULACAO DE DADOS
DE SISTEMAS UNIVARIAVEIS

1.1, INTRODUCAO

O Projecto Apoiado em Computador de Sistemas de
Controlo Automatico — CONPAC — é constituido por dois
grandes blocos de programagéo, um relativo a sistemas
univariaveis e outro a sistemas multivariaveis.

Cada um destes blocos realiza trés fungdes dife-
rentes:

— Tratamento de Dados
— Projecto de Sistemas de Controlo
— Simulagao no tempo

Nos sistemas univaridveis, o tratamento de dados é
realizado em dois blocos distintos:

— Manipulagédo de Dados

— Adaptagdao da fungdo de transferéncia a dados
experimentais («curve fitting»)
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Quanto ao projecto de sistemas univaridveis serdo
implementados os seguintes métodos:

— Diagrama de Bode
— Diagrama de Nyquist
— Diagrama de Evans («Root Locus»)

No projecto de sistemas multivaridveis considera-se:

— Método baseado nos Teoremas de Gershgorin e
de Ostrowsky

— Método de Controlo Modal (deslocamento de
polos)

— Método do Espago de Estados

1.2, SISTEMAS UNIVARIAVEIS

Para os sistemas univaridveis a estrutura utilizada
tem o seguinte diagrama de blocos:

SUPERVISOR
FIG. 1

(1) Manipulacdo de dados

(2) Sistema em anel fechado

(3) Resposta no tempo

(4) Diagrama de Nyquist

(5) Diagrama de Bode

(6) Lugar geométrico das raizes («Root Locuss)

(7) Adaptacio da funglo de transferéncia a dados experimentais
(=curve fitting=)

Do ponto de vista da programagdo, o <supervisors
€& o programa principal e os blocos numerados de (1) a
(7) sdo estruturados como sub-rotinas, pelo que os con-
tactos entre eles sdo possiveis através do «supervisors.
Esta estrutura, usando como linguagem de programagéo
o FORTRAN, estda a ser desenvolvida no computador
DEC-10 do L.N.E.C.

Os sistemas a tratar obedecem & nomenclatura
apresentada no seguinte diagrama de blocos:

H F

FIG, 2
G — sistema controlado

C — controlador
H — realimentagéo
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O Bloco de Manipulagédo de dados aceita a descrigdo Este bloco permite realizar qualquer transformagéo
dos sistemas C, G e H de trés formas diferentes: entre as diferentes representagdes, servindo de apoio a
todos os outros.
— Espago de Estados
— Fungéo de transferéncia na forma racional
— Fungéo de transferéncia factorizada

1.3. FLUXOGRAMA DO BLOCO

DE MANIPULACAO DE DADOS
2 DO SISTEMA
MOAD MOOIF
[ 8LOCO DE mA- ?
‘il’bllgl:
Of DADCS])
° F.1, RACIONAL ET. FACTORIZADA g:"cﬂ
ESTADOS
LEITURA
B0 FICHEIRQ,

DOS DaDODS
A MODIFICAR

’
MO ICa
(Al EY 9
ESPACD i ERRADA

FACTO-LRaCIC~ e
pzana] . | € ESTADOS

ENTRADA

ENTRADA

ENTRADA
DE
MODIFICACOES

MEMSABEM

ExXeLicapdn
w0 oE oe

TERMINAL

DE EmRD

w0
TERMIN AL

FIG. 3
FIG. 5

FTRAN
TRAN SFOINM.‘D TRANSFORMACLD
eseago ET € SPACO L
DE —== - DE —== macio-
514005 ';:'—['D £51a4008 .,,.f

TENMINAL
ERRADA

ExPLICACAD MENSAGEM
N DE ERRD
TERMINAL w0 TERMINAL

ESCRITA DE

‘? HINE MONIEA
LEITURA
o

oo
RESULTADODS

){ FICHEIRD
ENTRADA
DE DADGS TTFAC
By TRANSFORMAGAD
TERMINAL . o
COMS TITUIC &D RACIO-T FACTO-
Ha ]
DE FICHEIRD
BOAs TG COoM 05 Ri-
SULTADOS
iilcio pE wove 1 wmopiFicacie SUPERVISOR coriA
TRANSFORMAGAD OE Dapos
COPIA
“outeyr”
(s]3
FICHEIROS

_®

E1 I O COPta SUPER/ISDR |/ i
HAC. dFACTLDADDS Pl A
k COSIICAD
TGPIA f FIZHE 1R
- RETURN EXPLICACAD [ MmENSRGEM . _—
.
outTPUT  OF ND DE ERRD
r
CHEIRD S TERMINAL wNE TERMINAL
CONSTITUIGAD,
DE FICHEIRD

FIG. 4
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EERIFERK
DE TwTRADA

mtEana

o
PLLD TR

Dauos

AMIN
TRAWSFORMEC AL

P ESPS

RALID

AL £stapcy ESERITE BE DS TP
HESULTALD % Bl F £
MO T -

L

FIG, 7

1.4. TRANSFORMAGAO DE REPRESENTAGOES
1.4.1. Conceitos Basicos
1.4.1.1. Espaco de Estados
[x]=[A].[x]+[B].u
=[C].[x]+ D .u
em que

[A], [B], [C]—matrizes de coeficientes reais e
dimensdes nxn, nx1 e 1xn, respec-

tivamente.
D — coeficiente real
[x] — vector coluna das variaveis de
estado
u — entrada
— saida

Sendo n o numero de varidveis de estado, tem-se,
como limitagdo de programagéo

1€n<10

100

7 r-lua'mu-
1(=RL ca

ENRL AL !!Il(usl(-lu
w0 of  ERSD

“'--\_\\‘

CONSTITUICED

Gus FICHE
AD COM DA
nos

1.4.1.2. Fungdo de Transferéncia na forma

racional
B 8™ s e vmmsimeninn +b,
FT.=_2 ? g—ocs
s"+a,, 8"+ +a,
em que
e "B ¥ cosficianites redis
By <cve. s by

oc —atraso no tempo. (s6 para G(s)). E opcional.

Tem-se n, m< 10

1.4.1.3. Fungao de Transferéncia factorizada

S (5—2n) - (@—2Zpp1) oovvoe (s—2,) e
(P—Psp) s (B—Pypag) vovias (s—p1)
em gque
Loy ansens , z, —zeros do sistema
P , P, — polos do sistema
K — factor de ganho
oc —atraso no tempo. (S6 para G(s)). E

opcional.

Tem-se n,, n, <10
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1.4.2. Espagos de Estados — Fungao
de Transferéncia racional

Esta transformagao é realizada pela sub-rotina FTRAN,
de acordo com o fluxograma seguinte:

T
| FTRAN

FADIN
mvinsdo e
1
4

FIG. 8

r
Al-4

Relativamente & inversdo da matriz [s|—A], tem-se:

Adj | sl—A |
(o 1a]-r = Adi (s
| sl—A|
Adj [sl—A]=[R, ]5™ "+ [Ry2]%"2+...+ [R,]s+ [R¢]
|sl—A| =s"+oc, ; s"™1+...... +oc, 8405

Os coeficientes oc; e as matrizes [R;]| sdo deter-
minados na sub-rotina FADIN, utilizando o algoritmo de
Faddeev [3].

FADIN

[, J=[1]

R (J)=R_(JJ)«e

LR}
¥=1,n

K= K+l

[E]:[a]{~]

FIG. 10 é
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e de B E (i)
O(a' = ; ]

E (J,J)=€(4,]) + o,

J=1+1

RETURN

FIG. 1

1.4.3. Funcao de Transferéncia racional — Fun-
¢do de transferéncia factorizada

Esta transformagéo é realizada pela sub-rotina FTFAC.

FTFAC

PRBM
RAIZES OUM POLINGMID

(MUMERADOR - ZEROS)

¥
APROX 2
TRATAMENTO DE NUMERDS

COMPMLEXDS  PEQUENDS
(ZERDS )

I

PREM
RAIZES DUM POLINOMID

[ DENOMINADOR - POLOS)

APROX2Z
TRATAMENTC D€ NUMERODS
COMPLEXOS PEQUENGS

{poLDs)

( RETUAN )

A sub-rotina PRBM, pertencente & biblioteca do
DEC-10 do LNEC, (Scientific Subroutine Package-IBM),
destina-se a determinar as raizes de qualquer polinémio
de coeficientes reais.

FIG. 12
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APROX 2

Mz Mo :1n
M 11|n1vjbl|lv‘ ,

RETURN

1=1+1

FIG. 13

1.4.4. Fungdo de Transferéncia factorizada— Fun-
¢do de Transferéncia racional

Esta transformacgéo é realizada pela sub-rotina FTRAC.

FTRAC

RAIZ
SEPARS &5 BAIZES AEAIS
Da% COMPLEXAS COmNu
GaDas (PoLOs)

l
s 3
PROD

FROOUTD OF POLINOMIGS

(DEnOMINADOR DE FT)

APROX1
TRATAMENTO DE NUMERDS

REAlY PEQUENDS (DENO-
minagor F1)

RATT
SEPARA AS RAIZES MEas|
Das COMPLEXAS CONJU-
PaDAS (26808

PROD

FRODUTO DE POLINCWIDS

(NuMESADDR DE FT)

AFROXY

TRATAMENTD DE WOME= RETURN
ROS WEAIS PEQUEmNDS

(COEFICIENTES wUMERADOR £1.]

FIG. 14

RETURN

RAIZ

K=K+l

FIG. 15

FIG. 16

n.= n+1

Kek+1

PRO O

!

wmdmins

PRODUTD DE PO-

nA
ris)=T (2-2,)
it

PMFY

Lindaios

PRODUTO DE PO+

ls)= sl (2t 4eg

RETURN
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A sub-rotina PMPY, que realiza o produto de polino-
mios de coeficientes reais, pertence & biblioteca do
DEC-10 do LNEC (SSP-IBM).

APROX1

K=K+

RETURN

FIG. 17

1.4.5. Fungao de Transferéncia racional — Espago
de Estados

Esta transformag@o so é possivel se m € n.
Sendo dada a fungédo de transferéncia

F.T.=

s%+a,y 8%1+......+a,

tem-se, para m< n:

[A]=| 0 T3
| .
'_a.n—t
8]= b, |[cI=[ o [1]
bl
'm D =0
0
0

TECNICA 454

[A] é a matriz companheira que, escrita nesta forma,
permite obter a matriz [B] por simples substituicdo dos
coeficientes do polinémio do numerador da fungdo de
transferéncia.

Se m=n, tem-se

— B 8% i +B, . By 8™ e +b,
s"+8,4 8" 1+4...48, sh+a,, s"'4+...+a,
sendo
m=n—1
by=By—B, a, , V,=0m

Neste caso, tem-se:

—D=8B

n

—[A], [B] e [C] s&@o as matrizes do Espago de
Estados determinados para a fungéo de transferéncia,

em que m<n.

Esta transformagdo é realizada pela sub-rotina RMIN.

| RMIN

i
m:n = 0=5
m
<
0:55 Dmfx=hm n-bm Diic
I V‘:'l,m
k=1 &
m=m-1
i=1

FIG. 18

103



J=l»

FIG. 19

1.5. ORGANIZACAO DA INFORMAGAOQ

Toda a informagéo, quer seja dada pelo utilizador ou
gerada pelo programa, & organizada em ficheiros no
disco. Esta forma de tratar os dados equivale a encarar
o disco como uma memoria ilimitada, acessivel a todos
os blocos.

1.5.1. Constituicao de ficheiros

Qualquer ficheiro no disco é individualizado por uma
varidvel de precisdo dupla, com a seguinte forma:

"NOME . EXT"

em que

“NOME" — Variavel alfanumérica até 5 caracteres (nome
do ficheiro.

— Conjunto de 3 letras impostas pelo programa
indicando o conteudo ou a finalidade do
ficheiro.

“EXT"

Os ficheiros, que permitem transmitir informagéo
dentro da estrutura global, sdo escritos em representagéo
binaria.

Nestes ficheiros "EXT" indica a que tipo de sistema
se referem, tendo-se previsto as seguintes possibilidades:

104

ABG — sistema controlado (G)

ABC — malha de compensagao (C) | " forma de espaco

ABH — malha de retroacgéo (H) de estados
GSR — G(s)

CSR — C(s) ; na forma racional

HSR — H(s)

GSF — G(s)

CSF— C(s) ! factorizados

HSF — H(s)

Quanto & variavel "NOME", esta pode ser imposta
pelo programa ou escolhida pelo utilizador.

Quando imposta pelo programa, “NOME" depende
do conteiudo do ficheiro, tendo-se:

G —sistema G(s)
C — malha de compensacao C(s)
H — malha de retroacgao H(s)
ABCD —Espago de Estados para G, C ou H.

Estes ficheiros sdo gerados automaticamente pelo
programa sempre que surgem novos dados,

Quando escolhido pelo utilizador, “"NOME" representa
qualquer variavel alfanumérica com o maximo de 5 carac-
teres. Estes ficheiros sdo gerados, a pedido do utilizador,
quando se inicia uma nova transformacgéo.

coPra

£2FAC0 T =
DE £57apOs #atiOmal FaCTOmizADD

ln-numu
DEFENIGAT m[

ERRADS

FEXMrcaciy [MEnSAGE W
wo DE EREO NO

TERMING L

DEFEN|EAD DO DEFENIG2D De

MoME £ ENT woue” £ Ext’ wouE £ Ex1”

L |

TEHMIMAL

INPGS 10 PELO BROGRAMA)

{wCME DaDO,
PELD UTILIZAD0R)EST

ComsHituicdn

Da DESIeNafio

DO FICHEIRD
“WOME-EXT”

INDiCACAG,

BELD UL

ZTADOR, DE
TNOMET

CONSNITUICA0 DA

CESIBNACAD DO

FIEHEING
“WOMESE X 1

LEITURA DO

FICHE IRD
DapDo

FIG. 20
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IMPRESSORA

cosstituicio
DO FICHEIRD
PARA ESCREVER
No IMPRESLORA

RETURN FIG. 21

1.5.2. «Output= de ficheiros

O «outputs de ficheiros, no terminal ou na impres-
sora, € realizado pela sub-rotina COPIA (ver figs. 20 e 21).

Quando se pretende o «output= na impressora, €
constituido um ficheiro de extensdo "LPT" e "NOME”"
dado pelo utilizador. Estes ficheiros sdo automaticamente
transcritos logo que o utilizador termine a utilizagdo do
computador, sendo em seguida destruidos.

1.6. RELACAO COM O UTILIZADOR

Esta estrutura, programada em modo conversacional,
permite a interrup¢éo da sequéncia de execugdo em
diversos pontos pré-definidos do programa. A comunica-
gao utilizador-programa € realizada por um conjunto de
mneménicas, reconhecidas por todos os blocos,

— Descrigdo dos sistemas:

ABG—G
ABC—C na forma de espago de estados
ABH —H
GSR — G(s)
CSR—C(s) ! na forma racional
HSR — H(s)
GSF — G(s)
CSF—C(s) } factorizada
HSF —H(s)
— Periféricos

TTY — Terminal

DSK — Disco
LPT — Impressora
— Ficheiros

INT — Ficheiros com nome gerado pelo programa
EXT — Ficheiros com nome dado pelo utilizador

TECNICA 454

— Ordens de comando:

COP — «outputs de ficheiros
MOD — Modificagao de dados
INI — Recomego deste bloco
SUP — Regresso ao supervisor

— Qutras hipoteses:

? — Pedidos de informacgao
S — Sim
N — Nao

Foi prevista a possibilidade de erro por parte do
utilizador. Nesse sentido, sempre que a mnemonica dada
nao for reconhecida pelo programa, € impressa uma
mensagem de erro e repetida a pergunta.

Sio também testados alguns dos dados numéricos
indicados pelo utilizador. Estd neste caso, por exemplo,
o teste efectuado aos polos e zeros de um sistema, com
vista a garantir que todos os complexos sejam conjugados.

1.7. EXEMPLOS

Nota: Nos exemplos que apresentamos, todos o&
caracteres impressos pelo utilizador encontram-
-se sublinhados.

1.7.1. Entrada de Dados

BLOCO DE MANIFULACAC DE DADOS

FORMA INWICTAL DO SISTEMAIGGS

FERIFERICO DE ENTHADAIITY

SISTEMA MA FORMA DE FUNCAD DE TRANSTEREWCIA RAGIONAL

L] N-1
BIN) S + BIN-1) S 4 « + « « + BO1) 5 F B{OD

ET & = e e e e - EXIi-ALFA O
] H-1
'+ AMM=1) 8 4 w v o« » F ALIY 5+ AlOD

EM GUE:

BidirAld) COEFICIENTES REAILS

ALFA ATRAZOD NO TEMPO (50 PARA G(S)).E OFCIONAL.

GRAU DO NUHL’F\'Q[IDR:E

IMFRIMA OO COEFICIENTES PO FOLINOMIO EM S5 DD NURERADORs
FELA SEGUINTE ORLUEMIBIN) pBIN-LdpoaerBELD o BLOY,

49

GRAU DO DENOMINADOR:Z

IMPRIMA OS5 COEFICIENTES DO FOLINOMIO EH 5 DO DENOHMINALOR»
PELA SEGUINTE ORDEMIACN-1)+ATN-Z)reaarAl1)0AL0D

2ol 49

0 SISTEMA APRESENTA ALGUM ATRAZOD ND TEMPOTH

INDIQUE A REFERENCIA TI0 SISTEHMA
¢ ATE S CARACTERES )iTESTE

TERMINOU A ENTRADA DE DADOS

FIG. 27

105



Neste exemplo introduziu-se a fungdo de transfe-

réncia.
49

o)
(=) s2+4+2.8s+49

utilizando como periférico de entrada o terminal.

1.7.2. Modificagdo de Dados

FORMA I'INAL DD SISTEMAIHON
FRETENDL MODLIICAR 1 HURERADORTD

GRAL DO NUSDR

o COEFICTENTLES DO FOLIROMIG CH S [ NUMERADOR
UINTE ORDEMIECN) pBIN-20r.esaBllly ¥a

1

PRETEHUE MODITICAK O DENOMINALORZN

PRETENDE MODIFICAR O ATRAZD NG TEMPOT

TERMINOU A CHTRAGS DE DATIOS

FORMA FINAL DO SISTEMAILLE

FIG. 23

Neste exemplo modificou-se a fungdo de transfe-
réncia dada em 1.7.1, de forma a ter-se

s—49

G(g) = ————
s2+28s+49

1.7.3 F.T. factorizada — Espago de Estados

Dada a fungdo de transferéncia factorizada

(s4+1—j2) (s+1+]2)
G(s) =
(s+1—j3) (s+1+j3) (s+5)

pediu-se, neste exemplo, a determinagdo do espago de
estados
FORMA FINAL DO SISTLHAGIALG

DETERMINACAD DA TUNCAD DC TRANSTEREMCIA NA FORMA RACIONAL
DETCRMINACAD DE ALCL

TESTI

HATRIZ Al

L 12 0.,00000+00 0.0000EH00 -5.0000E401

L 2% 1.0000C100 0.0000E400 ~2.00GOELDL

L 3% 0.0000E400 1.0000EH00 ~7.000G0CH00
HATR1Z B3

L 1% S.0000C401

L 27 2.0000C+01

L 37 1.,0000E¢01

MATRIZ C:

L 13 Q.008CEHCC  OQ.0C00EI00  1.0000K400
FIG. 24
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1.7.4. -output= de ficheiros
E AGORAZCOF

COPIA DE FICHEIROS NO TERMINAL OU NA IMPRESSORA

FORMA DD SISTEMAIGHR

TIFD DE F ICHEIRD!_[_Pﬂ'
FERIFERICD DE SAIDAIITY
FUNCAD DIC TRANSFERCNCIA G{S) RACIONAL:

REFERENCIA! TLESTE

NUMERADOR

COEF{ 0)=-4,7000C+01

COEF¢ 1)= 1.,0000E400
DENOHMINADOR

COEF( 0)= 4,7000E+01
COEF{ 1i= 2.8C00E+00
COEF( 2)= 1.0000E400

FRETENDE CRIAR FICHEIRO DE EXTENSAD LFPT7N
FIM DE COPILA.
LLOCO DE MANIFULACAD DE DADDS.

FIG. 25

Este exemplo mostra como proceder no caso de se
pretender escrever no terminal a fungdo de transferéncia
dada em 1.7.2, que se encontrava memorizada num
ficheiro gerado internamente pelo programa.

1.7.5. Recome¢o do Bloco de Manipulagao
de Dados

E AGORATINT

PRETENDE GUARDAR A DESCRICAD INICIAL DO SISTEMA NO DISCOTH
NOME DO FICHEIROCATE 5 CARACTERES)ITCSTE

E A DESCRICAD FINAL?N.

ELOCO DE MANIFULACAD DE DADDS

FORMA INICIAL DO SISTEMA:GS!

FIG. 26

Pedido o recomego do Bloco de Manipulagédo de
Dados, constituiu-se um ficheiro de “NOME" = "TESTE"
com a descrigdo inicial do sistema.

1.7.6. Mensagens explicativas

Nos dois exemplos que a seguir se apresentam,
mostra-se a resposta do programa ao pedido de expli-
cagéo do utilizador (impressdo do caractere?).
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+7.8.1. ek

E AGDRAZZ

AS SLGUINTCS DPCOES SAD POBSIVCISGS .
A TRANSFORMACAD DUM NOVD GISTEMA

INI IHICTAR
SuP REGRESSAR A0 SUPERVISOR LUNIV
HOD MODIFICAR UM CONJUNTO DE DADOS(E RECOMCCAR
COF REALTIZAR O DUTPUT DE FICHEIRUS
E AGORATIMNI
FIG. 27
1.7.6.2.

FORMA FINAL D0 SISTEMALY

FOUE OFTAR POR UWMA DAS SEGUINTES FORMAS!

GEF FUNCAQ DE TRANSFERENCIA G(S) FACTORIZADA
ABG SISTCHA N& FORMA DE ESPACO DE ESTADDD
Ou, AINDAy INTERROWFER COM UM DOS SEGUINTES COMANDOSE

sup REGRESSAR ADQ SUFERVIGOR UNIV.

HOD MODIFICAR UM CONJUNTOD DE DADOS(E RECOMECAR ESTC DLOCC)
CoF REALIZAR O OUTPUT DE FICHEIROS

INI INICIAR A TRANSFORMACAD DUM NOVOD SISTCHA

FORHA FINAL DO SISTEHAIINT

FIG. 28

1.7.7. Detecgé@o de erros

1.7.7.1.

FPERIFERICO DE EMTRADAIDKE

A MNEMONICA ESTA ERRADA
IMPRIMA 7 FARA HAIS INFORMACAD.
TENTE NOVAMENTE.

PERIFERICO DE ENTRADA:DSK

FIG. 29

CETE DLUCD)

O erro cometido pelo utilizador ao imprimir a mnema-
nica do periférico (disco) foi detectado pelo sistema.

TECNICA 454
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1.1.1.2.

FORMA INICIAL DO SISTEMAIGSFE

i

FPERIFERICO DE ENTRADAITTY

- SIGTEMA-NA FORMA DE-FUNCAD DE TRANSFERENCIA FACTORIZADA

(5-Z1) (5-Z2) ¢ + + + (5=ZN)
FT = FB oo e s EXF(-ALFA S)
(5-P1) (5-P2) + + « & (5-PH)
EM QUE:
24 ZERDS DE FT
PJ POLOS DE FT
FG FACTOR DE GANHO
ALFA ATRAZO NO TEMPO(SD PARA G(S))s E OFCIONAL,
NUMERD DE ZEROS:I1S

0 SISTEMA NAD ACEITA POLINOMIOS DE GRAU TAD ELEVADD

NUMEROD DE ZEROS!

FIG. 30

A indicagdo de um numero superior a 10 para

o

de zeros de um sistema, conduz a nao aceitagao
da entrada.

1.7.13.

Este exemplo refere-se a definigdo do numerador da
fungdo de transferéncia factorizada. A indicagdo de zeros

aceitagdo da entrada.

NUMERO DE ZEROS:iZ
THPRINA 05 ZEROS DA FUNCAD DE TRANSFERENCIA.
ZERD 181 2

ZERO 231 3

05 IERDS TEM DE SER COMFLEXOS CONJUGADOS.
TENTE NOVAMENTEY— ~

IMFRIMA OS5 ZEROS DA FUNCAD DE TRANSFERENCIA.

FIG. 31
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ANEXO: Demonstracao do algoritmo de Faddeev

Designando por [sl—A]* a matriz obtida por aplicacdo do algoritmo de Faddeev,

[Ra-a] 8™+ [Ryz] 8™2+ ...+ [Ry] s+ [R]

[sl—A]*=
| sl—A |

em que

(1) |sl—A|=s"+ o,y s™1 + ... 4 oc, s + oc, (equagao caracteristica da matriz [A])
2A) [Rya]=[1]

(2B) [Rus]=[A] [Rogu]+ Con [1]

=[A]* + ocy, [A]*2 + oc, [A]R3 4+ ... + o, g2 [A] + ocgn [1]. Vk=2n

Tem-se:

[61-A] - [sI—A]*= [si—A] - [H""]s'“*[R“‘zl]sn'“J’“'*[”‘]”[”°] 3
sl—A

s {[sl—A] + ([Rp-s] 8™ + [Ry2] 8™ + ... + [Ry] s+ [R ]} =

| sl—A|

=

*{[Raa]8" + [Ryz] 8™ + ... + [R,] 8% + [Ry] s —[A][R;1] 8™ ¥—

|sl—A]
—[A] [Rpz] s™*—...—[A] [R,] s—[A] [R,]}

Atendendo as relagdes (2.A) e (2.B), tem-se:

[sl—A] - [s—A]* = ([1] 8" + ocpy [1] 8% + ... + oc, [1] 8% + oc, [1] s—[A] [R,]}

| sl—A |

Particularizando a relagdo (2.B) para k = n, vem:

3) [sl—A]: [sl—A]*=

— {[1]s™+ ocpy [1]8™ + ... + oc, [1]8? +0c, [1]s—

—([A]"+ ocpy [A]RY + L. + o, [A]24 ocy [A]}

Atendendo ao teorema de Hamilton-Cayley — qualquer matriz quadrada satisfaz & sua equacdo caracteristica
— podemos escrever:

[AT" + ey [A]™ + ... + oy [A] 4 o, [1] = [0]

4 [A]*+ ocpy [A]* + .. + oy [A] =— 00, [1]
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Substituindo (4) em (3), tem-se:

[sl—A] - [sl—A]*=
| si—A |

1
| sl—A]|

1
[ sl—A |

0 (3“ + xn-l

Atendendo a relagado (1), vem:

(s"+o0c,, s"' 4 ...4+oc;840¢) 0. - -

sl 4 ... + oc; 8 4 o)

e i {[1] 8" + ocpq [1] 8% + ocpp [1]8%2 + ... + 05y [1]'8—=(—0c, [I])}

<{[1] 8™ + ocpy [1] 87 4 ocpg [1] 8™2 + ... 4+ 0c  [I]s+ o<, [1]}

o i)

"0

8t 4 oc,y 8" 4 ...+ 0, 58+ O,
[sl—A] - [sl—A]*=
s 4+ oc,, 8% 4. 4 oc; 8+ 0C
0 - .
0« - 0 8" 4 oc,y
s + oc

Atendendo a que, por definicao
[sl=A] - [sl—A] - = [I]

entdo

[sl—A]*= [s—A]—

[1] C. Limpen, E. Holmyard, A. R. Hall, T. S. Wil-
liam — «A History of Technology», Oxford Univer-
sity Press, 1956.
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0+ « « « + = 0 . [l]
0

sl 4 .4 oc, s+ o,

sl 4 ..+ 0oc; 8§84 o,

c.d.d.

[2] D’Azzo, C. H. Houpis — «Feedback Control System
Analysis & Synthesis», Int. Student ed., 19686.

[3] H. H. Rosenbrock — «Computer-Aided Control Sys-
tem Design», Academic Press, 1974.
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ANO LIV"

VOLUME XLI

Modelisation et stabilité de I'association onduleur
de courant-machine asynchrone®

RESUMO

A associacdao ondulador de corrente-maquina assin-
crona constitui um sistema para o qual as equacodes dos
circuitos de contactos deslizantes sdo de aplicacéo
imediata, : ot
A complexidade do estudo da estabilidade do sistema
leva-nos a introduzir hipoteses de simplificagdo que o
tornam viavel analiticamente. Desta maneira é possivel
considerar dois tipos de instabilidades: eléctricas e me-
canicas.

A modificacdo dos parametros para assegurar a
estabilidade de associacdo ondulador de corrente-maquina
assincrona nao pode ser vista como uma solugdo, porque
assim se é conduzido a sistemas de baixo rendimento.

Com a introducéo de cadeias de retroaccdo obtém-se
sistemas estaveis sem modificar as boas performances
da maquina assincrona. Os controlos da corrente con-
tinua de alimentagdo e da frequéncia de escorregamento,
com efeitos complementares, permitem eliminar os tipos
de instabilidade considerados.

1 — INTRODUCTION

L'introduction des éléments semiconducteurs de puis-
sance dans le domaine de la conversion électromécanique
d'energie a rendu possible régulation de vitesse de la
machine asynchrone par variation statique de la fréquence
d'alimentation. Les avantages de ce systéme face aux
machines & courant continu résident dans la fiabilité et
prix des machines d'induction a cage. Avec |'évolution
du prix des dispositifs semiconducteurs de puissance,
on prévoit que les machines a courant alternatif rempla-
ceront les ensembles classiques dans les entrainement a
vitesse variable.

Un des systémes le plus souvent étudié actuelle-
ment est celui de l'association de l'onduleur de courant
a la machine asynchrone. Le systéme résultant, se
présente comme une machine @ commutation électronique
a laquelle il est possible d'appliquer la théorie des

1. SANTANA
Centro de Automatica da Universidade Técnica de Lisboa
Departamento de Comportamento de Sistemas (1.5.T.)

SUMMARY

This paper presents a dynamic model for the induc-
tion motor driven by current source inverter, which is
developped as an application of the commutation circuits
theory.

An analytical study of the system stability is possible
with the introduction of simplifying hypothesis in the
mathematical model, We will consider two types of insta-
bilities: electrical and mechanical.

It is shown that the actions on the parameters to
obtain the stability induce to systems with poor efficiency.
The solution is the introduction of the feed-back loops.

The controls of the direct current and of the slip
frequency with complementary effects leave out the two
types of instabilities: the first one is equivalent to the
increase of the stator resistance and so it is able to
eliminate the electrical instability, the second one elimi-
nates the steady instability bringing an electromechanical
decrescent characteristics in the system.

circuits a contacts glissants [1] [2]. Le modéle mathéma-
tique obtenu représente assez bien le comportement du
systéme, qul s'écarte beaucoup du fonctionnement de la
machine asynchrone classique.

Comme les équations decrivant le systéme sont
non-linéaires, l'étude de la stabilité electromécanique
se fait par linéarisation autour du point de fonctionnement,
pour des petites perturbations [3], [4], [5]. Vu sa com-
plexité I'étude analytique de la stabilité n'est pas possible,
que si on introduit des hipothéses simplificatrices, clas-
siques dans |'étude des machines électriques. De cette
fagon on vérifie qu'il est possible de considerer deux
types d'instabilités: électrique et mécanique, et qu'on
peut analyser les mécanismes qui les determinent. Des
expressions simples, donnent des indications sur quels
paramétres on doit agir pour obtenir des systemes

* Travail fait en collaboration avec I'Unité FORT de I'Université de Louvaln,
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stables, Les conclusions ainsi obtenues sont en accord
avec celles presentées pour I'étude de la stabilité globale,
c'est-a-dire, sans hypothéses simplificatrices, faite par
voie numérique dans la reférence [5].

On vérifie que |'adaptation des parametres du sys-
teme pour assurer qu'il soit stable dans toute la zone
de fonctionnement moteur, conduit 4 de mauvais ensem-
bles du point de vue du redement. C'est donc avec
l'introduction de boucles de rétroaction qu'on obtient la
stabilisation dans de bonnes conditions. A cause de leur
importance, les effets des controles du courant continu
d'alimentation et de la fréquence de glissement sont
analysés, On observe qu'ils sont complémentaires du
point de vue de la stabilité: tandis que le premier est
équivalent a une augmentation de la resistance stato-
rigue et permet d'éliminer les instabilités eélectriques,
I'imposition d'une fréquence de glissement constante
donne & la caractéristique électromécanique un caractéere
de fonction monotone decroissante et elle léve les insta-
bilités mécaniques.

2 — MODELISATION

La description du fonctionnement de |'association de
I'onduleur de courant a la machine asynchrone peut se
résumer comme suite: des signaux decalés entre eux
de 60° et élaborés par le circuit de commande sont
envoyés au gachettes des thyristors, de fagon que chacun
conduise pendant 120° dans chaque période. Le passage
d'un thyristor aux thyristor adjacent se fait par le déclen-
chement de ce dernier puisque la configuration qu'on
obtient avec cet amorgage fait appliquer au thyristor qui
était en conduction une tension inverse fournie par les
condensateurs placés dans le montage. Dans la figure 1,
les thyristors A et F sont en conduction et les conden-
sateurs sont chargés comme indiqué. Ainsi, quand on
amorce B, la tension des condensateurs s'applique en
inverse au thyristor A et provoque son blocage.

FIG. 1

La self extérieure qui lisse le courant continu et la
présence des condensateurs qui assurent la commutation
d'une phase a l'autre de fagon presque instantanée,
donnent au courants de phase de la machine la forme
Suivante:

12

R S N—
— -
t - e . — -

FIG. 2

Un équivalent mécanique du systéme est donné par
la représentation de la FIG. 3, ol nous avons les trois
phases du stator liées a un collecteur mécanique sur
lequel tournent des balais qui font un angle 0, et I'enrou-
lement (e; B) qui tourne en faisant un angle 0. par
rapport a une position de réference.

FIG. 3

Vu des terminaux A, B I'association onduleur de
courant-machine asynchrone se présente comme une
machine a commutation & laquelle il est possible d'appli-
quer la théorie des circuits a contacts glissants, Il est
interessant de noter qu'en 1968 dans la réference [6] on
fait déja I'étude théorique du regime permanent pour un
systéme semblable a celui de la FIG. 3.

La condition rigoureuse d'applicabilité de la théorie
des circuit du type & contacts glissants est d'avoir un
nombre infini de branchements a commuter de fagon
discontinue. En vérifiant que le transfert d'une phase a
l'autre se fait de fagon presque instantanée et que la
correction non-lineique [7] due au nombre fini de bran-
chements (six) n'apporte guére des modifications, on peut
dire que se systéme est une illustration directe de
I'application des équations des circuits a contacts glis-
sants.

Les équations de [|'association onduleur de courant-
-machine asynchrone sont:

dab, 0—0, 4
Ua:Ha i+ "pa * A= Sl m 4))]
dt i, a9,
0, m="209, @
dt
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dv,

O=R ‘| + (3
a @ dt )
CdY,
=R i 4+— 4
(0] g I,8+ = (4)
de -
T—Ty=)— " +D.8, (5)
dt

(1) est l'équation du circuit du stator qui est du
type de circuit & contacts glissants, L'équation (2) donne
la position des balais, definie par la logique de commande
de l'onduleur. (3) et (4) sont les équations du rotor.
(5) traduit la dynamique de la machine avec la charge.

Dans ce modéle mathématique les variables i, et ig
(courants du rotor) ne sont pas constantes en régime
permanent, Aussi on change la representation des gran-
deurs du rotor ol I'enroulement biphasé, (a, B) sera
remplacé par un autre placé dans un referentiel qui
tourne avec les balais du stator.

De cette fagon on obtient des systémes d'équations
dans lesquels les variables sont constantes en regime
permanent, ceci étant important, en particulier dans |'étude
de la stabilit¢ quand on fait la linéarisation autour d'un
point de fonctionnement,

Les équations du systémes, aprés la transformation
(e, B)—(d,q) des grandeurs du rotor, sont:

U, \=/R.+Lp Mp 0, M L\ ©
o] M 2] Hr+ Lr P é.sr Lr ld[-
0 _gsr M _B'sr L R+Lp iqr
V=@ @)
: d
0, ()=—9, 2
)=—-, @

df, -
Te=Tr=) + D8, avec T,=Mi, i @)
dt

ol .esr = 'Bs —_ .9],

Un autre modéle ol les grandeurs du rotor sont
constantes est obtenu en assimilant la force magnéto-
-motrice du rotor, exprimée dans les axes dq a une
f.m.m. ni, avec une position Y par rapport & la ligne
des balais du stator.

Les équations obtenues avec cette transformation
sont:

di dip - -
U,=R,l,+L, —2+Mcos Y—+(@;—~Y)Msinyi, (8)
dt dt

di, di, -
O=McosY——+R, i+, ———0, Msinyi, (9
dt dt

d| . "
O=Msiny —+0,Mcos ¥ i,+O,—Y) L1, (10)
dt
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L'équation de I'équilibre mécanique est bien sur la
méme dans tous les modéles. Dans ce cas, le couple
électromagnetique est donné par |'expression:

Te=Mi, i, siny a1
Il est interessant de voir la similitude de ces équa-

tions et de celles qui décrivent la génératrice & redres-
seur [7]. i .

(8) est I'équation de [linducteur, que peut étre
presentée sous la forme suivante:

. di,
U,—0. Msinvi=R i,+L, +
dt
ol '
+McosY — — YMsinyi, (12)

dt

C'est-a-dire, que la tension appliquée a l'inducteur de
la génératrice équivalente a notre systéeme, premier
membre de ['équation, est le résultat d'une boucle de
retroaction du a la force contre-électromotrice

— 0, Mi,.siny sur la tension appliquee

(9) est I'équation de l'induit de la génératrice équi-
valente, celle-ci tournant avec une vitesse 0, et étant

mise en court-circuit, puisque le premier membre de
I'équations est égal a zéro.

(10) est I'équation qui nous donne la position des
balais de la génératrice (appelée eéquation électromeé-
canique).

L'equivalence qui vient d'étre décrite est presentée
sous une forme graphique a la FIG. 4,

FIG. 4

A de petites différences prés le deuxiéeme modéle
mathématique developpé est identique & celui présenté
aux réferences [3] et [4]. Cependant comme il est déduit
d'une struture mathématique d'application générale aux
machines & commutation, son établissement ne depend
pas de la forme de la loi de variation des inductances
mutuelles stator-rotor, contrairement aux modéles deve-
loppés & partir de la transformation de Park ou | faut
admettre que cette loi est du type cosinusoidale, Aussi
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