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EDITORIAL

1— Com a publica¢do, do primeiro tomo do Traité de Géostatistique Appliqué de G.
Matheron [7], concretizava-se passo muito importante na Geomatemdtico — nascia, pelo me-
nos para os investigadores francofonos, a Geoestatistica, que até entdo tivera incipiente ex-
pressao em revistas especializadas e relatorios internos de empresas ou servigos publicos.

Com efeito, quer na versdo transitiva, quer no modelo do esquema intrinseco, a Geoes-
tatistica, criada por G. Matheron, mostrava a inconsisténcia da atitude estatistica «ingénua»
e/ou da posi¢do funcionalista «a todo o custo» que imperavam na Geomatemdtica.

Simultaneamente, a Geoestatistica elaborava explicag@o tedrica e, portanto, conferia
certo conteudo semdntico as evidéncias experimentais levantadas pelos problemas da avalia-
¢do do teor de blocos e painéis e da evolugio da respectiva varidncia de estimagcdo com a
dimensdo dos mesmos, as quais Krige, Sichel, De Wijs e outros haviam, com rigor exem-
plar, definitivamente consolidado, uma década atrds.

Das duas teses de doutoramento de G. Matheron, a primeira Les Variables Rgiona-
lisées et leur Estimation [8], publicada em 1965, tornou-se pelo rigor e acabamento, fonte
de inspiragdo teorica que fez escola, alids, corporizada no Centre de Morphologie Mathéma-
tique de Fontainebleau a que se veio juntar o Centre de Géostatistique, ambos ligados a
Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris.

Em Fontainebleau, ja em 1969, reunia G. Matheron as suas ligoes no fasciculo 1 dos
Cahiers [11], concatenando ai notdvel desenvolvimento teérico da krigagem, dentro do modelo
das fungoes aleatorias, esclarecendo deste modo, para aquele interpolador linear nao condi-
cional, o sew rigoroso significado e, simultaneamente, explicitando, pela primeira vez, de
forma correcta, o conceito de deriva (tendéncia) com o qual a Geofisica e a Geomatemd-
tica se debatiam, envolvidas em sérias confusées epistemoligicas. Nao pode, todavia, deixar
de apontar-se as dificuldades prdticas da chamada krigagem universal assim desenvolvida,
principalmente resultantes do «peso» de cdlculo que pode exigir e da impossibilidade, na
maioria dos casos, de o automatizar [4].

Paralelamente, J. Serra, colaborador de G. Matheron, introduz a transformada que tem
0 sew nome e constréi o analisador de texturas que, na actual versdo sofisticada, constitui o
maior avango da ultima década nmo que concerne a morfologia automdtica.

A sequnda tese de C. Matheron, publicada em 1967 [9] e infelizmente tdo pouco
citada, apesar do recente Random Sets & Integral Geometry [13], influencia fortemente o fas-
ciculo 3 dos Cahiers [23], onde J. Serra sumariza as suas ligées no Centro e que constitui
marco definitivo para uma tipologia morfolégica ainda por acabar.

Se considerarmos o objecto da Geoestatistica — as varidveis regionalizadas, grandezas
de cardcter topo-probabilistico exprimindo casualidade fraca — nio é de estranhar que sur-
jam aplicagoes, logo na década de 60, em dominios que ndo o geologico e mineiro, como
por exemplo, a cartografia automdtica e submarina, a avaliagcd@o e controle da exploragdo
de florestas ('), a meteorologia, etc., as quaislevantam problemas dificeis, dispondo-se ape-
nas, como formalizagdo mais sofisticada, do esquema intrinseco, isto é, das funcoes alea-
torias intrinsecas de ordem 0.

(1) Segundo G. Matheron dever-se-ia a B. Matern a introducdo da terminologia das funcgdes aleat6-
rias no estudo das varidveis regionalizadas (c. f. Matern, B. 1959. Spatial variations. Almaennsa Foerlaget,
Stockolm ).
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Esta limitagdo é mitigada pela utilizacdo, a partir de 1973, das fung¢ées aleatorias intrin-
secas de ordem k, a que correspondem covaridancias generalizadas, satisfatoriamente interpo-
laveis, por exemplo, por polindmios de graw nio elevado.

Com efeito, G. Matheron [12] formalizou, sempre no dmbito das fungoes aleatorias, a
metodologia apta a tratar varidveis regionalizadas de modo nenhum estaciondrias, adaptando
aos atributos espaciais @ conhecida prdtica usada no tratamento das séries cronologicas
ndo estaciondrias, a qual consiste em calcular sucessivas diferencas finitas até que surjam
grandezas quase-estaciondrias com as quais se trabalha ('), metodologia esta que vai sendo
testada nas aplicagoes levantando, com frequéncia, dificuldades operacionais, nomeadamente
na krigagem universal [14], que é sew dominio proprio.

Por outro lado, problemas prdticos derivados do facto da Natureza, no quadro do for-
malismo das funcées aleatdrias, apenas fornecer uma realizacao unica daquelas ow da classe
de funcgoes aleatorias elegida como modelo, levaram a considerar a simula¢do de varidveis
regionalizadas nomeadamente no caso de jazidas minerais.

Assim, em 197}, a tese de doutoramento de A. Jowrnel [5] explicita o trabalho da
escola de Fontainebleaw usando engenhosa metodologia, a qual tem sido cada vez mais apli-
cada na previsio do valor expectdvel das respostas das varidveis regionalizadas estaciond-
rias a vdrias classes de operadores, embora a sua utilizacdo aos casos nitidamente nao
estaciondrios so tenha sido esbo¢ada muito recentemente [14].

O impasse da realizacio unica, incluso na conceptualizagdio que recorre as fungoes
aleatorias, obteve, deste modo, uma saida pragmdtica rigorosa no sew proprio dmbito.

A estrutura revelada até ao momento de ordem dois e pelo histograma, na unica reali-
zagdo, constitui o condicionamento da simulagdo, a qual tem, portanto, o valor que tiver
a inferéncia possivel a partir de tal realizagdo. Porém, a ndo existéncia de testes de signifi-
cdncia para a prdtica da inferéncia, ow a impossibilidade de usar aqueles de que se dispoe,
leva, por vezes, os estatisticos ortodoxos a olhar suspeitosamente aquelas simulagdes e, dai,
que, aqui também e cada vez mais, se fale da robustez das estatisticas inferidas e, em deses-
pero de causa, se multipliquem as simulagées (gragas ao recurso ao computador) para mostrar
que as esperangas sobre o conjunto daquelas é coerente com as médias espaciais obtidas,
por exemplo, por krigagem, explicitando-se, deste modo, por via «experimental», a ergodici-
dade implicita no proprio modelo.

Entretanto, multiplicam-se por toda a parte as aplicagées e, por forca destas, surge a
Geoestatistica mineira onde avulta a revisio do conceito de parametrizac¢io, com a sua base
teorica alicer¢ada em certo tipo de convexo que é, mais uma vez, G. Matheron que estru-
tura em 1975.

E, como ndo podia deixar de ser, «software» é intensamente desenvolvido para apli-
cagao a casos concretos.

Para ld do problema da inferéncia, a Geoestatistica mineira enfrentou duas dificul-
dades igualmente importantes, depois de haver posicionado com rigor o significado do suporte.

Um deles é o da impossibilidade de conhecer, excepto em alguns casos favordveis, o
histograma dos valores reais da varidvel regionalizada, wma vez determinado o histograma
dos interpoladores de krigagem (que é um estimador linear ndo condicional e nao envie-
zado), embora se saiba encontrar a variincia de dispersio das grandezas reais.

O outro consiste em prever qual serd o histograma dos futuros estimadores em fase
adiantada do reconhecimento mineiro ou mesmo durante a exploragio da jazida, havendo
disponivel mais imformagdo, o que é de importdincia evidente, porquanto serd a custa dessa
imformagdo adicional que se tomardo, na maioria dos casos, as decisées ao nivel da exploragio.

Este sequndo problema conduziu ao aparecimento da Geoestatistica nido linear onde é
relevante o conceito de funcio de transferéncia introduzido por G. Matheron, a custa do qual
é possivel realizar a krigagem disjuntiva, isto é, constrwir um estimador condicional fraco
dos teores dos blocos sobre os quais se irdo tomar as opgoes de exploracdo e tratamento.

Notar, todavia, que a krigagem disjuntiva fornece apenas os histogramas expectdveis
tendo por suporte pequenos blocos.

Por outro lado, convém referir que, nas aplicagées, o variograma se tem tornado o
instrumento universal da Geoestatistica linear. Os seus utilizadores empregam-no para a inter-
pretacdo estrutural das varidveis regionalizadas que estudam.

(*) De referir que o conceito de variograma, tio usado em Geoestatistica, também surge, ao que parece
pela primeira vez, no estudo das séries temporais (c.f. Jowett, G. H. 1954, Least squares regression analy-
sis for trend-reduced time series. J. Roy. Stat. Soc., Series B 17, 91-104).
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Esta tendéncia é necessdrio que se assinale, porque traduz, por vezes, a tentativa de
esbogar tipologias baseadas em relagoes estruturais.

E obvio que o uso sistemdtico do variograma como revelador da estrutura levanta
problemas intrincados, principalmente no que respeita & escolha do seu modelo teérico.

Com efeito, esta escolha estd quase sempre ligada a uma interpretagdo da génese e/ou
metalo-génese da mineralizagdo, ete., o que confere a andlise variogrdfica, isto é, a aplica¢do
prdtica do variograma, aspectos deterministicos exteriores, evidentemente, @ metodologia das
funcoes aleatorias, que tem sido o suporte da Geoestatistica.

Contudo, esta dificuldade ndo surge quando o variograma € apenas usado com vista a
realizagdo da krigagem, porque neste caso o estimador correspondente é relativamente
robusto, isto €, ndo é sensivelmente afectado pelo detalhe do modelo adoptado para o vario-
grama.

Ainda no aspecto da andlise estrutural, aparecem dificuldades relacionadas com a
forma de construir o préprio variograma experimental. Na verdade, a Geoestatistica parte
da hipétese de se dispor de amostragem regular, o que nem sempre acontece, como € sabido.
Dai que tenha aparecido a prdtica de utilizar variogramas regularizados [3] e mesmo se
comecem a usar médias ponderadas para efectuar o seu cdlculo.

Além disso, quando existe deriva, a definigao do variograma das flutuagoes é passiva
de vdrias interpretac¢bes criadas com a finalidade, talvez falaz, de encontrar «objectiva-
mente», duas coisas simultaneamente: a deriva.e o variograma residual.

Aqui também, o modelo do variograma € crucial. Todavia o problema deivouw de ter
a relevancia tradicional que auferia na Geomatemdtica, gracas a wutilizagdo das covaridncias
generalizadas, decorrentes das funcgoes aleatorias intrinsecas de ordem k.

2 — Entre os portugueses, a Geoestatistica é aplicada pela primeira vez por J. Rogado
em 1964 [17] no cdleulo da reserva de jazidas tabulares de minérios de ferro de Cassinga
(Angola).

Como seria de esperar, a utilizag@o da metodologia da Geoestatistica levantou celeuma.
Todavia, este facto ndo impediu que se procedesse, de forma sistemdtica, a avaliagido das
reservas dos jazigos eluviais de minérios de ferro da drea referida, utilizando a Geoestatis-
tica, tarefas que terminouw em fins de 1966 [18].

Porém, o engrossar da celeuma levou & deslocagio a Angola de G. Matheron, que con-
firmou a justeza do cdlculo usado [1].

De passagem por Lisboa, G. Matheron efectuou uma conferéncia no I. 8. T., da qual
resultou a publicacio de um artigo na revista «Técnica» [10].

Apresentava-se, assim, no foro universitdrio, a Geoestatistica jd praticada, em Portu-
gal, por docentes do I. S. T.

Hd todavia que sublinhar ter sido a necessidade objectiva de avaliar correctamente
importante reserve mineral que suportava um projecto concreto, que tornou possivel a inser-
¢do eficaz deste ramo de conhecimento na Universidade.

Assim, continuando as aplicagoes da Geoestatistica, tornou-se evidente a necessidade de
desenvolver a formagdo, neste dominio, quer de docentes e mvest*zgadores universitdrios,
quer de engenheiros colaborando no processo industrial. Dai que, jé em 1969, dois docentes
do I. 8. T. tenham frequentado cursos em Fontainebleau e que, nos anos 3egumtes Mais
docentes e engenheiros continuassem com esta prdtica.

Durante 1970, realiza-se, no 1. 8. T., o primeiro curso livre de Geoestatistica leccionado
pelo Eng.° L. Cortez; em 1971, publica-se na «Técnica» o primeiro artigo em lingua portu-
guesa reportando uma aplicagdo prdtica neste dominio [16] ().

Em 1971 é introduzida mo «curriculum» do curso de Minas do I. 8. T. a cadeira de
Geoestatistica, que em 1975 se desdobra em duas outras e em 197 a A. E. I. 8. T. edita o
primeiro curso de Geoestatistica [15].

No principio da década de 70 funciona mo Nucleo de Tratamento de Minérios do I. A. C.,
sediado no 1. 8. T., um semindrio de Geoestatistica, cujos colaboradores mantém contactos
frequentes com o Centro de Fontainebleau, contactos esses que tém continuado dentro do
ambito do C. V. R. M. U. T. L., herdeiro da investiga¢io do referido Niicleo.

Simultaneamente, continuam as aplica¢ies da Geoestatistica gragas a colaboracio esta-
belecida entre o I. 8. T. e a Companhia Mineira do Lobito, com minas em Angola e a J. E. N.
com minas em Portugal.

Nasce, assim, a escola de Geoestatistica de Lisboa que, alids, é a primeira resultante
de Fontainebleau fora da Franga.

(1) De notar que em 1969 é editado texto sobre axioméatica da Geoestatistica [6].
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A escola de Lisboa desenvolve principalmente métodos de Geoestatistica mineira.

Neste dominio avultam duas linhas de desenvolvimento, na fase inicial de trabalhos
do grupo de Lisboa, a saber:

(i) — A andlise vario-grupal é posta em forma prdatica e as suas virtualidades
testadas em minérios de ferro e de wuranio.

Trata-se de método de andlise estrutural que wtiliza umae janela para escrutini-
zar a estrutura das mineralizagoes recorrendo, depois, a logica vaga para classificar
os resultados obtidos. Seguidamente, introduz uma nog¢do de proximidade entre as
estruturas assim reveladas, a qual permite, realizar tipologia e orientar problemas
sequenciais de pesquisa mineira.

(ii) — A parametriza¢do das jazidas e o seu relacionamento com as pohtwas
de rejeicdo sdo vistos na escola de Lisboa principalmente em termos de varidveis
mineralirgicas, sugerindo o abandono do teor tal-qual como pardmetro bdsico de
controle do projecto mineiro.

Neste dominio, desenvolve o grupo de Lisboa metodologia peculiar que permite,
a custa da andlise convexa, estabelecer politicas optimais de exploragdo e tratamento
de jazidas minerais.

Partindo duma ideia inicialmente desenvolvida por R. Tillé [24], constroe-se, no
dominio do discreto, o convexo superior que relaciona a recuperacdo em metal com
o rendimento em peso de concentrado [20, 21, 22], o qual tem como caso particular
o convexo superior ligando o metal tal-qual com o peso do minério tal-qual extraido,
que havia sido elaborado por Fontainebleau.

Assim, a metodologia de parametrizacio desenvolvida em Lisboa toma em con-
sideragdo aspectos do processo mineralirgico que aquele outro convexo ndo pode cobrir.

Como seria natural, a Geoestatistica mineira praticada pelo grupo de Lisboa influen-
cia fortemente o Planeamento Mineiro que surge paralelamente como ope¢do dentro do Curso
de Engenharia de Minas do I. 8. T.

E neste dominio que a escola de Lisboa tem ultimamente mais insistido, elaborando
metodologia que permite a programagdo de desmontes, quer a céu-aberto, quer subterrdneos,
a qual se traduz ne constitwicdo de poderosos «packages» de «software» que tém sido utili-
zados em aplicagoes concretas importantes, em jazidas nacionais e estrangeiras.

Outra preocupacdo da escola de Lisboa, trata-se da taxonomia automdtica (andlise gru-
pal, andlise factorial, andlise das correspondéncias, etc.).

Alidas, seque-se aqui a mesma tendéncia que se manifesta um pouco por toda a parte
entre os cultores da Geociéncia.

Também facto que nio deve ser esquecido resultante da actividade da escola de Lisboa
é a recente criagdo, no Brasil, de wm nicleo de Geoestatistica, encabe¢ado por antigo aluno
do I. 8. T., o qual surgiu apds regéncia de um curso de Geoestatistica mineira na Universi-
dade de S. Paulo, em 1976, por J. Rogado, o qual tem realizado, naquele pais, trabalho de
aplicagio muito relevante com significativos contactos com Lisboa.

3— A teoria da amostragem de materiais a granel de P. Gy permitiu, pela primeira
vez neste dominio, satisfazer simultaneamente exigéncias tedricas minimas e dar resposta
eficaz em aplicagoes frequentemente complexas.

Entre nos, a metodologia de P. Gy tem vindo a ser utilizado e desenvolvida desde a
década de 60, a nivel laboratorial e industrial, nomeadamente no Departamento de Minera-
lurgia e Planeamento Mineiro do I. S. T., no reconhecimento de jazidas tabulares de miné-
rios de ferro de Cassinga (Angola), no controle da swua exploragdo e tratamento e ainda na
concepgdao da instalagdo automdtica de amostragem do Porto de Moc¢cdmedes.

O desenvolvimento das suas aplicagoes e inser¢@io no «curriculums duma cadeira do
Curso de Minas do I. S. T. conduziu a necessidade de implementar a formagdo, neste domi-
nio de investigadores universitirios e de docentes colaborando na sua aplicagdo industrial.
Dai que, logo em 1971, dois docentes do I. S. T. tenham frequentado cursos em Cannes, regi-
dos por P. Gy.

Na década de 70 continuam « realizar-se aplicacdes da teoria, gragas a colaboragio dada
a Companhia Mineira do Lobito e, ultimamente, @ Comissdo para o Langamento do Programa
do Aproveitamento Integrado das Pirites Alentejanas e Pirites Alentejanas E. P.

Assim, o teoria e a prdtica da amostragem no dmbito do modelo gizado por P. Gy,
que €, aliags, wma aplicagdo sofisticada da Estatistica, passou também a ser preocupagio da
Escola de Lisboa, pois o seuw objecto diz respeito a varidveis regionalizadas ou a séries
temporais.
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h — Em seguimento, apresentam-se a maioria das intervencoes e as conferéncias do
Semindrio pela ordem por que foram dadas e espera-se que a Ssud publica¢do possa contri-
buir para a divulgagio da Geomatemdtica nos paises de lingua portuguesa.

Faz-se notar que este Semindrio teve intencionalmente cardcter introdutorio, pelo que,
embora as contribuigoes nele apresentadas se situem em dominios avangados da Geomatemd-
tica, ndo howve a preocupa¢do de apresentar resultados que ndo fossem ja conhecidos ou
que nio estivessem publicados.

Por outro lado, também intencionalmente, incluiu-se wma conferéncia sobre modelos
mineraliirgicos como sugest@o para a construgdo da ponte necessdria a implantagao correcta
das variveis mineralirgicas nos conceitos topo-probalisticos da Geoestatistica.

5 — A Comissio Organizadora do Semindrio e Conferéncias de Geomatemdtica agra-
dece calorosamente a contribuicdo dos autores nacionais e estrangeiros que vieram enrigue-
cer, quer o Semindrio, quer as Conferéncias.

Também a Comissdo Organizadora deseja expressar o sew agradecimento aos participan-
tes nacionais e estrangeiros, nomeadamente aos docentes da Faculdade de Ciéncias da U. L.
e da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da U. C. e aos colaboradores da Direc¢ao-Geral de
Minas, do Servigo de Fomento Mineiro, da Junta de Energia Nuclear, do C. P. R. M. e I. P.
T. do Brasil e das empresas Paulo Abib Engenharia S/A do Brasil, Ferrominas E. P., Pirites
Alentejanas E. P. e Mineira de Santiago, 8. A. R. L. cuja presenca interessada e actuante foi
a maior compensagdo para os esforgos realizados na organizagdo deste Semindrio e Confe-
réncias.

O Laboratério Nacional de Engenharia Civil e a Sociedade Portuguesa Time-sharing
8. A. R. L. sao merecedoras do nosso reconhecimento pelas facilidades de cdlculo automdtico
postas a disposi¢do do Semindrio.

Uma palavra de aprego e agradecimenta deseja ainda a Comissdo Organizadora ende-
regar aos alunos do 5.° ano do Curso de Engenharia de Minas de entdo e aos colaboradores
do C. V. R. M. U. L. e do Departamento de Mineralurgia e Planeamento Mineiro do I. S. T. e
bem assim a todos os que actuaram na dactilografia e pre-impressio dos trabalhos, sem o0s
quais teria sido impossivel levar avante o Semindrio e Conferéncias.

Em especial, a Comissdo Organizadora deseja manifestar a sua gratidio ao Eng.° Fer-
nando Soares Carneiro, Director-Geral de Minas pelo apoio concedido e, bem assim, por ter
participado nos trabalhos do Semindrio na sessdo de abertura.

Particular reconhecimento quere ainda a Comissdo Organizadora manifestar a Presidén-
cia do I. N. I. C. pelos fundos concedidos, quer para a organiza¢io do Semindrio, quer para
ajuda da edi¢@o que agora se efectua.

J. QUINTINO ROGADO
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Introdugd@o as variaveis regionalizadas

RESUMO

Introduz-se a nog¢do de Varidvel Regionalizada
no seuw duplo aspecto aleatdrio e estrutural. Ddo-se
exemplos de Varidveis Regionalizadas nos dominios
geolégico e mineiro e sugere-se, em Referéncias Bi-
bliogrdficas existentes no CVRMUL, outras aplica-
coes. Interpretam-se as Varidveis Regionalizadas
como realizagdo de uma Fung¢do Aleatéria e introdu-
zem-se hipdéteses restritivas. Define-se o variograma
como instrumento basico da Geoestatistica e estudam-
-se algwmas das suas propriedades como revelador de
estruturas.

Indica-se o método de cdlculo do variograma
experimental e listam-se alguns modelos tedricos
ajustdveis.

INDICE

1. GENERALIDADES

2. AS VARIAVEIS REGIONALIZADAS COMO
REALIZACAO DE UMA FUNCAO ALEATORIA

3. HIPOTESES RESTRITIVAS
4. VARIOGRAMA

4.1, Introducho

4.2. Fenémenos de transicéo

4.3. Anisotropias

4.4. Comportamento na origem

4.5. Construcéo do variograma experimental
4.6. Ajustamento de um modelo teérico

5. REFERBNCIAS BIBLIOGRAFICAS

1 — GENERALIDADES

Nas Ciéncias da Terra surge um tipo de varia-
veis distribuidas no espago e que apresentam uma
certa estrutura.

Se for x a coordenada (*) do ponto do espaco

HENRIQUE GARCIA PEREIRA
Universidade Técnica de Lisboa
Instituto Superior Técnico (CVRMUL)

ABSTRACT

The theory of Regionalized Variables is introdu-
ced by its structural and random features. Examples
of the variables in the geological and mining fields
are presented and other applications are suggested.
The Regionalized Variables are studied as a realiza-
tion of Ramdom Functions and work hypothesis are
introduced. The variogram is definned as the basic
tool of Geostatistics and some of its applications as
structure depictor are discussed.

The method for experimental variogram calcula-
tion is described and some theoretical models are
adjusted.

a que se refere a variavel, Y(x) designa o valor que
a variavel toma nesse ponto.

Por exemplo, o teor ao longo de uma sondagem
¢ uma Varidvel Regionalizada (V. R.).

Estas varidveis apresentam-se segundo um duplo
aspecto contraditério: tém uma caracteristica aleatd-
ria que se manifesta na irregularidade e variagdo
imprevisivel de um ponto para outro e uma caracte-
ristica estruturada que reflecte as ligacdes existentes
entre os pontos do espago onde o fenémeno minerali-
zado ocorreu.

As variaveis regionalizadas ndo podem ser trata-
das pela estatistica cliassica (Bernoulliana) visto que
esta implica que:

1. As provas possam ser indefinidamente repe-
tidas

2. As provas sio independentes (o resultado de
uma prova nfio pode ser influenciado pelo
das que a precederam).

Ora estas condicdes ndo sdo respeitadas nas va-
riaveis tratadas nas Ciéncias da Terra: tirando uma
amostra num ponto de coordenada x, o teor de tal

(*) Em tudo o que se segue, x ¢ a coordenada a 1, 2 ou 3 dimensdes.
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amostra ¢ um valor unico, fisicamente determinado,
e ndo € possivel voltar a repetir a experiéncia. No
entanto, se tirarmos outra amostra num ponto infini-
tamente vizinho, poder-se-ia dizer que a condigio 1.
era respeitada numa certa vizinhanca, mas a condi-
cio 2. deixava de o ser, visto que, se a primeira
amostra fosse tirada numa zona rica, havia tendén-
cia, em média, para que a segunda tivesse também
um teor elevado.

Por outro lado, um aspecto fundamental das
V. R. que é a continuidade do fenémeno mineralizado,
isto é, o0 modo mais ou menos regular como estas
evoluem no espaco, nfip pode ser tomada em conta
pela estatistica classica.

De facto, consideremos o seguinte exemplo de
amostras de solo retiradas ao longo de 2 linhas a
intervalos regulares e suponhamos que a variavel
que nos interessava era a percentagem de dgua
nessas amostras. Os resultados sdo indicados na ta-
bela seguinte:

linha A 5 10 15 20 25 20 15 10 5
linha B 10 25 15 10 20 5 15 5 20

Do ponto de vista da estatistica classica, as
amostras tiradas na linha A nfo diferem das tiradas
na linha B — tém a mesma média, varidncia, momen-
tos de ordem superior, histograma, ete. No entanto,
do ponto de vista da distribuicio do teor da dgua
no solo é intuitivo que as duas sequéncias sdo pro-
fundamente diferentes e portanto hi um caricter nas
V. R. que tem de ser tomado em conta através de
outra ferramenta que ndo a estatistica classica.

Algumas caracteristicas qualitativas das varia-
veis regionalizadas sio comentadas seguidamente:

a) Loealizaciio —a V. R. esti definida numa
determinada regido do espago A qual se chama cam-
po geomé#trico que pode ser uma formacio geolbgica,
por exemplo, um jazigo em que as variaveis tém um
conjunto de ligacdes entre elas dado pela propria
génese (fenomeno estruturante). Mas na pritica a
V. R. nio é uma funcfo pontual —é o valor médio
numa amostra de dimensdes finitas, perfeitamente
determinadas. O dominio onde a V. R. é medida de-
signa-se por suporte. Para um teor, por exemplo, o
suporte é o volume da amostra onde este foi anali-
sado. Se se muda o suporte, obtém-se outra regiona-
lizacdo diferente da primeira até do ponto de vista
da estatistica cldssica. O histograma das carottes
de sondagem apresentari sempre dispersio malior
(maior variincia) do que o histograma de blocos de
algumas toneladaz (Fig. 1).

-

~ TEOR

Fig. 1

b) Continuidade— é a variagio espacial da V.
R. Apesar da complexidade das flutuacdes verificadas
existe em geral continuidade em média. Esta defi-
ne-se por

lim E(Y(x)-Y(x )}=0
X—X,

HA casos em que tal continuidade néo se verifica
e entdo o limite C =~ o para o qual tende a diferenga
dos quadrados da varidvel quando os pontos se apro-
ximam indefinidamente é o chamado efeito de pepita.
De facto, na fronteira de uma pepita existe descon-
tinuidade:

Pepita Esteril

X—=Xg

L]
lim [Y(X)-Y¥(x,)]*= Co0

X—X i

c¢) — Anisotropias — em certos casos, ligados a
fené6menos geolégicos particulares, a continuidade
numa determinada direccdo pode ser diferente da
que se verifica noutra direccdo., Ao longo de uma
mesma camada sedimentar é de esperar uma varia-
G¢Ao muito mais regular do que na direccdo perpen-
dicular.

d) Fenémenos de transicio — No interior do
campo geométrico da variavel, podem surgir estrutu-
ras particulares como sejam conjuntos lenticulares
em que existe continuidade no interior de cada uni-
dade e wvariacio brusca de unidade para unidade
(Fig. 2).

Este conjunto complexo de descontinuidades rea-
liza uma particido do espago mineralizado em compar-
timentos mais ou menos independentes (*). E de es-

LENTICULA

e 2

2

Fig. 2

(*) Corresponde, por exemplo, a micro-bacias de sedimentaciio onde as condicles de deposicic evoluiram de um

modo mais ou menos auténomo.
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perar que o sistema de relagdes entre a V. R. no
interior de cada lenticula seja mais «forte» do que
quando se passa de uma para outra. Esta estrutura
que conduz a que, a partir de uma certa disténcia,
haja independéncia entre as V. R., € designada por
Fendémeno de Transicéo.

*
* ok

A teoria das Variaveis Regionalizadas foi desen-
volvida a partir dos trabalhos de Matheron [1], [2].

A aplicagdo desta teoria a problemas mineiros,
em especial cdlculo de reservas e planeamento da
exploracio, designa-se por Geoestatistica.

Um resumo do formalismo e campos de aplica-
clco da Geoestatistica encontram-se em [8], [4], [5],
[6] que constituem guias préticos de utilidade para
um primeiro aproach dos problemas levantados pela
aplicacdo da teoria das Varidveis Regionalizadas no
dominio mineiro.

Consideragdes gerais sobre a utilidade da Geoes-
tatistica do ponto de vista da empresa mineira
(utilizaco como instrumento de decisdo econémica)
encontram-se brevemente explanadas em [7], [8],
[9] e [10].

Como exemplo de Varidveis Regionalizadas, te-
remos, como primeiro caso classico, o teor num de-
terminado elemento numa amostra localizada no es-
paco de coordenada x. De facto, o teor apresenta
uma evolucio erritica de ponto para ponto do espaco,
mas serd de esperar que teores em pontos vizinhos
tenham mais relacdo entre si do que teores em pon-
tos muito afastados. Ao aspecto aleatério, sobrepde-se
a estrutura do fenémeno mineralizado que di4 uma
certa unidade ao conjunto de varidveis medidas no
campo geométrico que € a jazida.

A possanga mineralizada é também uma V. R.

Varidveis de tratamento como rendimentos séo
também V. R. pois a aptidio ao tratamento depende
de caracteristicas intrinsecas do minério que se de-
senvolvem no espaco de uma certa maneira, depen-
dente do fenémeno mineralizado.

Além destas varidveis «mineiras» (cuja aplica-
cfio no cdlculo de reservas é imediata) existem mui-
tas outras que podem ser tratadas como V. R.

Por exemplo, o estado de fractura¢do de um
mdrmore, definido como a superficie total de fractu-
ras por unidade de volume é objecto de um trata-
mento geoestatistico em [11].

Na prospec¢do geoquimica, a dimensio e varia-
bilidade das amostras colhidas para estudar a dis-
tribuicdo de determinado elemento no espaco (homo-
geneidade, dispersfio, anisotropias, técnicas de amos-
tragem e ¢mapping») sio aplica¢des tipicas da teoria
das V. R. [12].

Em hidrogeologia e pluviometria, a altura piezo-
métrica num determinado ponto de um aquifero ou
a quantidade de precipitacio que cai num determi-
nado ponto de medida podem ser tomadas também
como V. R. [13], [14].

Em geofisica, em particular na interpretacio de
dados gravimétricos [15], mas também em meteoro-
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logia, em que se pretende tomar em conta a relacio
entre a pressio e a velocidade dos ventos [14], a
teoria das V. R. tem-se revelado como instrumento
poderoso de interpretacio e previséo.

A determinacdo de cartas dos fundos submarinos
é também um caso em que a cota medida num deter-
minado ponto pode ser tomada como V. R. [14].

Em problemas de controle da poluicdo [16] e
outros um pouco fora do &mbito deste trabalho (den-
gidade de drvores numa floresta, distribuicio geogréa-
fica da populacfo e actividades econémicas) também
a teoria da V. R. pode ter aplicacio atil.

EM RESUMO, qualquer varidvel dependente do
espaco, em que, para além de wm cardcter aleatério,
eriste um sistema de relagoes entre os valores toma-

dos em pontos distanciados de wm vector —i? (e esse
sistema de relacGes ndo pode ser interpretado de um
modo simples a partir de uma fungdo que descreva
uma realidade «fisica») pode ser tratada como Varid-
vel Regionalizada e sofrer wma andlise segundo o
formalismo desenvolvido pela Geoestatistica.

2—AS VARIAVEIS REGIONALIZADAS COMO REALI-
ZACAO DE UMA FUNGAO ALEATORIA

Para interpretar o duplo aspecto aleatério e es-
trutural das V. R. utiliza-se a noco de Funcédo Alea-
teéria (F. A.).

Uma F. A. é uma varidvel aleatéria a uma infi-
nidade de componentes.

Sejam x,, X,, ...... , X, as coordenadas dos pontos
do espaco onde se realizam medidas das V. R. Os va-
lores Y(x,), Y(X,), .ocovvernnen , Y(x,)—valores que

a V. R. toma nesses pontos — podem considerar-se
como uma realizacfo particular de uma F. A. a n
componentes, isto €, como um dos resultados possiveis
de uma tiragem a sorte da F. A. Se fosse possivel
repetir a experiéncia, obter-se-ia outras realizacdes
da mesma F. A. cuja lei de distribuicio de probabi-
lidade a n componentes seria f[Y(xi), Y(x,), -.-.u. :
Yix,)].

Como a partir de uma dnieca realizaco de uma
varidvel aleatéria ordindria (um namero tirado ao
acaso) ndo é possivel inferir a lei de distribuicdo
dessa varidvel, também aqui a lei de ditribuicdo de
probabilidade a ®m componentes nfio se pode determi-
nar.

Exige-se assim a introducfo de hipéteses restri-
tivas.

4 — HIPOTESES RESTRITIVAS

Para ultrapassar a dificuldade acima enunciada
podem formular-se algumas hipéteses restritivas.

a) Estacionaridade — A F. A. é estacioniria se
a sua lei de distribuicdo de probabilidade é invariante
por translacgdo, isto é a F. A.

[Y(x]). WX Yy visass 5 Y(xn)] tem a mesma lel
de distribuicdo de probabilidade do que

[¥(x,+h), Y(x,+h), ...... . Y(x,+h)]
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neste caso B{Y(x))=m(x)=E{Y(x+h)=m=c"
portanto a média é invariante por translaccio e pode
ser tomada como nula. .

b) Estacionaridade de 2.* ordem.

Se a covaridncia

K(h)=BE{Y(x+h). Y(x)}—m(x)?

ndo depende de x (isto € do ponto de apoio) e s6
da distincia que liga os dois pontos entre os quais
é calculada, diz-se que hA estacionaridade de 2.
ordem.

Esta hip6tese implica a existéncia da varidncia

Kio)=E{Y(x)2}—m(x)2

finita, o que nem sempde se verifica (*).

c¢) Hipoétese intrinseca.

Consideremos os incrementos [Y(x+h)—-Y(x)]
e admitamos que estes sdo estacionarios, isto é, nio
dependem de x.

Entdo
E{[Y(x+h)-Y(x)]}=m(h) deriva linear (que se
pode supor nula)
E{[Y(x+h)-Y(x)]2}=2 y(h) variograma

No caso da hipétese intrinseca, o variograma
v(h) é independente do ponto de apoio e portanto é
suficiente para definir a estrutura da V. R. no espacgo
em que a estacionaridade se verifique.

Estas hipoteses a), b) e ¢) s@o sucessivamente
mais fracas e devem ser testadas para investigar se
num determinado campo se verificam. ® esta preci-
samente a dificuldade inicial do técnico de geoesta-
tistica aplicada — determinacdo de um variograma
tinico para todo o espago que pretende tratar (ou a
particio do espago em zonas em que a estacionari-
dade, tal como se definiu para a hipétese intrinseca,
seja valida).

De facto, para que o fenomeno geolégico admita
a hipdtese intrinseca, € necessario que o sistema de
correlacbes entre pontos do espaco s6 dependa da
distincia e ndo da zona de trabalho (medida pela
coordenada x). Isto implica que o fenémeno geol6-
gico tenha agido de um modo <«aproximadamente»
constante para a zona onde se pretende estimar o
variograma e que a escala da rede de amostragem
«acerter com a escala em que o fenémeno revela a
estacionaridade (*).

Mas ha fenémenos que, seja qual for a escala
de trabalho, nunca apresentam estacionaridade. Um
fenémeno governado pela gravidade (o teor aumenta

sempre em profundidade, por exemplo) ndo pode evi-
dentemente sofrer o tratamento da geoestatistica es-
tacionaria. Para tais casos, a Krigagem Universal
[18] é¢ a metodologia a utilizar. Vamos no entanto
cingir-noz, meste trabalho, ao caso em que a estacio-
naridade, mesmo local, pode ser detectada.

4 — VARIOGRAMA
4.1 — Introdugdo

O variograma é o instrumento bésico da geoes-
tatistica. ® a partir desta funcio que todas as esti-
macgbes sfo efectuadas e afectadas de um erro. Por
outro lado, € um poderoso revelador de estruturas.
E neste ultimo aspecto que o variograma vai ser
considerado neste trabalho.

Num determinado campo geométrico, considere-
mos o valor que a varidvel regionalizada toma em

dois pontos x e x +_h). onde ? & um wvector.

Na hipotese intrinseca, o variograma nfo depen-
de do ponto de apoio e pode ser calculado para qual-
quer regido do espacgo.

£ portanto o valor médio do quadrado das dife-
rengas entre todos os pares de pontos existentes no

campo geométrico distanciados de _l;’ 5

Na pratica, € necessario que o niimero de pontos
amostrados seja suficiente para que a média tenha
significado estatistico.

4.2 — Fenémenos de transigdo

O variograma, nos fenémenos de transicio, apre-
senta-se com o aspecto da figura seguinte (vario-
grama do teor em Cu num jazigo sedimentar):

2eih) .

L0 .. I

20

e 10 0

Variograma dos teores em Cu (segundo [19])

(*) Um estudo experimental realizado por Krige [9], [17] verificou que a wvarincia de uma amostra num campo
sucessivamente crescente (até atingir todo o jazigo do Rand), aumentava indefinidamente segundo ¢2(v/v)=a log (v/y) e
portanto nfio hd garantia de que exista varidncia 4 priori finita. Sendo y a dimensio da amostra e v a dimensiio do campo

onde a variéincia g2(y/v) é calculada, verifica-se que lim

Ve

o2(v/v)=c0.

| &

(*) & neste aspecto que a informacfo geolégica é muito til na formulacio dos modelos geoestatisticos. A interdepen-
déncia entre as observacdes de campo e o tratamento matemdtico deve ser constante.
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Na maioria dos casos praiticos, h4 um ramo
crescente do variograma para valores pequenos de

..._)
h e a partir de uma certa distincia, este tende para

um patamar. Este facto é interpretado teoricamente
a partir da estacionaridade de 2.* ordem:

7(h) =3 E{ [Yx+h)=Y(x)]" }
7(h) =7 E [Yx+ 1]} - E Y+ h). Y} +

1
TE{[Y®]*}

em virtude da estacionaridade de 2.* ordem,

E([Y (x + h)]2}) = E{[Y(x)]2} = K(o)

y(h) =K(o) — K(h)

Nos fenémenos de transicdo, a partir de uma
certa distincia a, dita amplitude, a covariincia K(h)
anula-se e o variograma reduz-se ao patamar C que
coincide portanto com a varidncia a priori.

Outro parimetro caracteristico do variograma é
o efeito de pepita C que corresponde i ordenada na
origem.

E o caso gque se apresenta na figura seguinte,
correspondente as espessuras mineralizadas de um
jazigo sedimentar de Ferro:

O variograma A foi construido a partir de
amostras cuja distinecia minima era 1. Se for aper-
tada a malha de amostragem, poder-se-ia revelar o
variograma B que corresponde & sobreposicio de uma
transicio a pequena escala (com o seu patamar)
com a transicio a escala da 1. amostragem. Além
deste aspecto («testemunho» de microregionaliza-
¢do), o efeito de pepita reflecte ainda os erros de
amostragem. De facto, se fosse possivel realizar a
colheita de outra amostra no mesmo ponto x, essa
amostra daria um valor para a V. R. Y’ diferente
do inicial devido aos erros de amostragem, analiticos,
ete. Portanto, duas amostras infinitamente préximas
podem contribuir para o termo [Y(x+h)-Y(x)]2
apenas pelos erros de amostragem.

Outro aspecto importante da mineralizacfio reve-
lado pelo variograma é a presenca de estruturas
embricadas e corresponde ao caso ilustrado na Fig. 5
para o variograma global da acumulagio (teor x
espessura) de um jazigo de Au.

Este caso corresponde ao facto de a malha de
reconhecimento utilizada ter «surpreendidos simulta-
neamente duas estruturas de transicio embricadas
segundo o esquema da Fig. 4:

/\/’\_-:._

O efeito de pepita pode ser interpretado como
o «testemunho» de micro-regionalizacbes existentes
a escalas inferiores & de amostragem. De facto, o
primeiro ponto a que temos acesso experimental é
v(1) e ndo se sabe o andamento do variograma entre
os pontos 0 e 1; apenas se pode extrapolar linear-
mente para o eixo das ordenadas.

Suponhamos o caso ilustrado na Fig. 3.

yth)

- -
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Fig. 5

O problema da escala encontra-se aqui de novo:
para pequenas distancias, o variograma reflecte a
transicio a essa escala (no interior das lenticulas) e
para distancias superiores a4 dimensdo média das
lenticulas, o variograma reflecte o modo como estas
se estruturam entre si.

Em resumo, num fenomeno de transigao, os pa-
rametros de que depende o variograma Sdo:

a — amplitude — a distancia a partir do qual as
amostras se tornam independentes (corresponde a
no¢do intuitiva de «zona de influénciay de uma amos-
tra).

C — patamar — é a varidncia a priori da V. E.
estudada e reflecte a «dispersdo» propria do fendme-
no mineralizado para distincias superiores a ampli-
tude.

C —efeito de pepita — é a ordenada na origem
do variograma e resulta da sobreposi¢do de microes-
truturas e de erros de amostragem.

4.3 — Anisotropias

Visto que o variograma depende da direccdo em
que é calculado, podem surgir andamentos diferentes
conforme a direccio. E este aspecto do variograma
como revelador de anisotropia que dia a informacéo
sobre a variacdo das estruturas presentes com a
direccao.

Na Fig. 6 esti esquematizada uma anisotropia
que #e verifica numa jazida de fosfatos.

Num jazigo estratiforme é de esperar que o va-
riograma calculado no sentido da estratificacio seja
muito diferente (maior amplitude) do que o vario-
grama calculado na direccdo perpendicular em que
a independéncia entre amostras estard ligada a es-
pessura média dos estratos.

No caso dos parametros C_ e C (bem como o
andamento do ramo ascendente) se manterem e s6
variar a amplitude a, trata-se de uma amisotropia
geométrica que é possivel «desfazer» através de uma
mudanc¢a adequada da escala de distincias que «re-
produza» o esquema isétropo.
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4.4 — Comportamento na origem

Para além do caso em que o variograma se reduz
a flutuagdées em torno de um patamar (o que signi-
fica que, a4 escala de trabalho, mao foi possivel en-
contrar a estrutura de relagbes entre a V. R.), ha
a considerar dois tipos fundamentais de comporta-
mento do variograma na vizinhanca da origem, que
estdo ilustrados na figura seguinte:

v(n)

¥(h)

No caso A, diz-se que ha4 comportamento para-
bolico na origem e verifica-se que a covariincia, me-
dida pela grandeza K(h ) para uma certa distancia
h,, é superior 4 que se observa, para a mesma dis-
tinecia, no caso B (comportamento linear).

Entédo, um variograma com comportamento pa-
rabolico corresponde a uma variavel mais regular
no espago do que um variograma com comporta-
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mento linear. A covaridncia dissipa-se mais rapida-
mente no caso B para as pequenas distincias, embora
a amplitude possa ser a mesma. O caso A corres-
ponde a uma varidvel como as espessuras de uma
camada sedimentar, enquanto B corresponde aos teo-
res de um elemento num suporte constante,

4.5 — Construgdo do variograma experimental

Perante os dados experimentais de que se dis-
pde, a primeira tarefa que é necessirio sempre efec-
tuar € uma critica cuidadosa do modo como a amos-
tragem foi efectuada. Esta critica exige uma defini-
¢do correcta da V. R. que se pretende estudar, o seu
suporte e a sua distribuicdo «macroscépicar no es-
paco (possibilidade de «viés» por concentracio de
dados numa certa zona, exame de valores aberrantes,
homogeneidade dos dados (*)).

Um variograma sé tem sentido quando calculado
sobre variaveis de suporte constante. As varidveis
devemn ser aditivas para que valores médios se pos-
sam calcular (teores em espessuras varidveis séo
transformados em acumulacbes, por exemplo).

No caso das amostras estarem alinhadas e se-
gundo uma malha regular, o variograma calcula-se
simplesmente pela férmula

[Y(xi+h)—Y(xl):|

onde N' é o numero de pares de dados distanciados
de h.

Pode suceder que um determinado né da malha
nédo tenha sido amostrado e entio o variograma nao
considera os pares de pontos que «liguem» com esse *
ponto (Fig. 7).

T

?(h>= N’ 2

i=1

DADD  INEXISTENTE

Fig. 7

(1) —> 7 pares
(2) — 6 pares
(3) — b pares
(4) — 5 pares
(5) —> 4 pares
(6) — 3 pares
(7) — 3 pares
(8) — 2 pares
(9) — 1 par

R R e

Os variogramas calculados em cada linha séo
agrupados em linhas paralelas por média ponderada
pelo nimero de pares de pontos que entram em cada
linha.

(*)
oxidada e os sulfuretos de um jazlgo de cobre.
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No caso dos dados estarem alinhados mas a ma-
lha de amostragem néo ser regular, definem-se clas-
ses de distdncia e(h) e tomar-se-io todos os pares
de pontos distantes de h == e(h) para a estimacao
da h. e(h) serd menor para as pequenas distincials.

No caso de dados'aleatoriamente distribuidos no
plano, faz-se um agrupamento por classes de Angu-
los. Para a construcio do variograma na direccio ©
e para o passo h, cada valor z(h) é associado com
todos os que caiem, para a distdncia h = e(h), no
angulo 06 == §(0).

Evidentemente que a préitica ditard as classes
de distincia e de dngulos a considerar em cada caso
concreto.

No caso extremo em que os processos preceden-
tes nio se adaptam a uma configuracio extrema-
mente irregular de dados, pode recorrer-se a parti-
cdo do espago em blocos regulares, agrupando toda
a informacio que cai dentro do bloco e calculado o
variograma sobre as médias ponderadas de todas
as amostras interiores a cada bloco.

Todos estes processos de agrupamento de dados
«regularizam» o variograma experimental e é por
vezes necessario reconstruir o variograma real.

O variograma experimental obtido é sempre uma
curva irregular com flutuacées que crescem com h
(menor significado estatistico, visto que as médias
sdo calculadas com menos pares de pontos). Na pra-
tica, s6 se tomari um quarto da dimensio total do
campo, para o ajustamento do modelo teérico.

4.6 — Ajustamento de um modelo teérico

Os modelos tedéricos de que se dispe na maioria
dos casos praiticos reduzem-se aos seguintes tipos:

a) esquemas com patamar

3h h8
C[E——Qa—a] h<a

i h>a

— esquema exponencial

[ —"/a]hzo
py=cli-e

— esquema de Gauss

— esquema esférico

7(h) =

-— h‘/u’

MY e

As amostras devem provir de zonas homogéneas da jazida. Por exemplo, niio se tratard simultaneamente a parte
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b) esquemas sem patamar
— esquema linear

y(h) =ph

esquema logaritmico (de Wijs)

vy(h)y = A logh h3za

O variograma mais utilizado na pratica é o es-
quema esférico e o seu ajustamento faz-se em geral
por um processo grafico (desaconselham-se os pro-
cessos automdticos do tipo minimos quadrados). De-
pois de obtido o efeito de pepita por extrapolacéo
para o eixo das ordenadas, tira-se uma tangente na
origem & curva experimental. Esta intercepta o pa-
tamar (que deve ser comparado com a variincia a
priori e ajustado na pritica) numa abcissa a' que é
24 da amplitude a.

O esquema fica assim definido conhecendo C,
C ea.
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Introdugdo a estimagdo geoestatistica

LEOPOLDO PARREIRA CORTEZ (*)
RESUMO

O problema da estimagdo geoestatistica consiste na inferéncia de estimadores de certas caracteristicas
globais ou médias de um. determinado dominio (por exemplo, a reserva total ou o teor médio de um jazigo
mineral), com base na informa¢do obtida através de wma amostragem parcelar, e na quantificacdo da pre-
cisdgo dessa estimagdo. Esta quantificagdo é feita através da varidncia de estimagdo, e utiliza o variograma
das varidveis regionalizadas que definem as caracteristicas a estimar, como instrumento de trabalho.

Neste capitulo fornecem-se as fung¢des tedricas do cdleulo das varidncias de estimagdo e indicam-se
alguns processos praticos para a realizagdo desse cdlculo. A finalizar, apresentam-se duas aplicagies con-
cretas da estimagdo geoestatistica, respectivamente a optimizag¢do do reconhecimento de um jazigo filoneano
sub-vertical por galerias de nivel amostradas por rougos, e ao cdlculo global da reserva em minério e em
metal e do teor médio de um jazigo estratiforme amostrado por uma malha regular de sondagens.

ABSTRACT

Geostatistical estimation deals with inference of estimators for some global or mean characteristics of
a certain space based on discontinuous sampling, and with the precision of this estimation, which is quan-
tified by the estimation variance; the fundamental function in error computations is the variogram.

Theoretical basis for calculation of estimation variances are referred, and some practical processes
are proposed. In the last part, two examples of applications are given, respectively to the optimization of
the sampling of a vein orebody recognized by horizontal galleries, and to the global ore reserve and mean
grade estimations of a stratiform orebody recognized by a regular pattern of drill holes.

PLANO:
1 — Posi¢éio do problema.
1.1 — O problema da estimacdo em Geoestatistica

1.2 — Calculo do estimador
1.3 — Célculo do erro de estimacéo

2 — Variancia de estimacgdo: definigio.

2.1 — Probabilizacdo do erro de estimacdo

2.2 — Elaboracéo do estimador

2.3 — Estimacdo de uma média por outra

2.4 — O variograma como <«ferramenta» de estimacdo».

3 — Varidncia de disperséo.
3.1 — Definicéo
3.2 — Relacédo de Krige

3.3 — Covaridncia de duas amostras
3.4 — CAlculo da dispersio experimental

(*) Investigador Assistente do I. N, I. C. no C. V. R. M. 1. L., Eq. a Assistente do Instituto Superior Técnico.
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4.2 — Caleulo numérico dos variogramas meédios

4.3 — Fungdes auxiliares

4.4 — Principios de aproximacdo para a composicio de variincias de estimacio elementares
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5 — Aplicacdes.

5.1 — Aplicacdo a optimizacdo de um reconhecimento
5.2 — Aplicagdo ao calculo de reservas

6 — Bibliografia.

1 —POSIGAO DO PROBLEMA

1.1 — O problema da estimacdo em Geoestatistica

O problema da estimacio em Geoestatistica deriva da necessidade de inferior estimadores para os
valores de varidveis regionalizadas (V. R.) em determinados dominios (os seus campos de aplicacio), a partir
de dados experimentais medidos sobre suportes que ndo abrangem totalmente tais dominios, ou que podem
inclusivamente situar-se exteriormente a eles. Trata-se, pois, do problema classico da inferéncia estatistica,
que aparece sempre que se pretende estudar uma populacfio através de uma amostragem.

Como é evidente e conhecido, estas estimacdes sio sempre afectadas de um erro, que é necessirio cal-
cular para que se possa avaliar a precisio da estimacfo. Este erro é normalmente, calculado através da
varidncia, e pode ser fornecido sob a forma, por exemplo, de um intervalo de confianca véilido para um certo
nivel de probabilidade.

Note-se, finalmente, que a inferéncia estatistica é possivel, como se referiu ji, devido as hip6teses de
estacionaridade assumidas para as V. R.

1.2 — Caélculo do estimador

Como se sabe, a estatistica clissica demonstra que o melhor estimador de uma populacdo de varié-
veis independentes reconhecida através de um conjunto de amostras é a média (ponderada pelas respectivas
zonas de influéncia) dos valores amostrados.

Mas, como jA se viu em capitulo anterior, a estatistica classica nio toma em consideragio a estrutura
subjacente ao fen6meno, traduzida pelas correlacdes entre as varidveis, mas somente os valores amostrados
independentemente das suas posices relativas, pelo que as estimacdes realizadas com base na regionali-
zacgAo da varidvel correspondem sempre erros menores do que aqueles que a estatistica clissica apresenta.
Exceptua-se, evidentemente, o caso de distribuicdes puramente aleatérias (efeito de pepita puro), em que os
resultados obtidos sfo idénticos por ndo existir correlaciio entre as amostras.

Assim, sucede naturalmente que o melhor estimador de um conjunto de valores de uma V. R. nfo
seja uma simples média, geometricamente ponderada, dos valores amostrados na zona a estimar, mas uma
combinacio desses valores que tome em conta as respectivas posicdes relativas e, portanto, a ligacio estru-
tural existente entre as amostras, podendo eventualmente tomar também em consideracio valores de amos-
tras exteriores aguela zona, desde que ainda estejam correlacionados com ela.

Este problema de determinar o melhor estimador linear possivel do valor de uma V. R. num certo
campo, com base em toda a informacfo disponivel, foi resolvido por G. MATHERON [(13) ou (14)], que o
designou por Krigagem, e serd tratado noutro capitulo.

1.3 — Célculo do erro de estimacdo
O erro de estimacio, como ji se referiu, é normalmente calculado através da varidncia da distribui-

Gdo dos valores amostrados, que designaremos por variincia <i priori».
Esta, como se sabe, define-se pela expressio:

a = I = 2 1 v;’ :__'2
3 I‘.[Z{—K] :‘N—_l‘—lﬁ\zi—é)
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em que Z, sdo os N valores amostrados, e Z o seu valor médio dado por:

Z
1

4=

S
Ni

I
Y-

no caso de a funcdo de ponderagdo ser constante.
Também é conhecido que a varidncia do estimador do valor médio da populacido é dado por:

A partir destes valores podem-se calcular, por exemplo, os intervalos de confianca para varios niveis
de probabilidade. Assim, sabe-se que o verdadeiro valor médio da populacdo tem uma probabilidade de 95 %

de estar contido no intervalo |-Z‘ —20;,, 7*—1—20;_] , que é o nivel geralmente utilizado como formecendo
uma precisio razodvel.

O método da Estatistica classica atras desenvolvido pressupde, como se mencionou, que as amostras
sdo independentes entre si, o que nfo é o caso das V. R. Para estas, o método de célculo dos erros de estima-
¢do tem de ser outro, baseado na teoria das funcdes aleatérias, que se expde a seguir.

Para tal, convém fazer uma primeira distincdo entre dois tipos de varincias: a wvaridncia de esti-
magdo (notacio g2), que caracteriza a qualidade de uma estimacéo, e a varidncia de dispersdo (notacio D2),
que caracteriza a variabilidade espacial de uma quantidade (de um teor, por exemplo).

2 — VARIANCIA DE ESTIMAGCAO: DEFINICAO
2.1 — Probabilizacdo do erro de estimagdo

Seja z o verdadeiro valor desconhecido de uma caracteristica de uma determinada zona do campo
onde ela é definida, que se pretende calcular pelo estimador z* (de valor conhecido através de uma Kriga-
gem, ou pela média de valores amostrados, ou mesmo por uma unica amostra, por exemplo). O erro que se
comete na estimacfio de z por z* é (z—=z*), e poderd ser caracterizado, em termos probabilisticos, pela sua
varidncia. Vejamos como:

O método probabilistico usado na Geostatistica interpreta z, z* e (z — z*) como realizagbes parti-
culares de funcoes aleatérias (F. A.) Z,Z* e (Z—2Z*), isto é, como V. R.

Esta interpretacdo é possivel gracas as hip6teses de estacionaridade jA referidas, nomeadamente a
hipétese intrinseca que permite admitir que as caracteristicas estatisticas de um dado dominio permanecem
as mesmas, em média, quando este se desloca por translacio através do espaco.

Assim, se deslocarmos no espago a zona (um painel mineiro, por exemplo) e as amostras que servi-
ram para a construcdo do estimador z*, ligados um ao outro, a cada implantacdo do painel corresponde
um valor para o seu teor verdadeiro z, e um s6 valor do estimador z*.

Quer dizer, o erro (Z—Z*) & uma varifvel aleatéria que pode ser caracterizada pelos seus dois pri-
meiros momentos:

—a média: m = E[Z-2Z*]

—a varidncia de estimagfio: ¢, —=FE { [z—12z* ]i} — m?

Esta varidncia de estimacdo de Z por Z* é portanto, a varidncia do erro (Z—2Z*), em que cada valor
numérico € tomado numa implantacio particular do conjunto ligado painel-amostras.

Devido a hip6tese intrinseca, esta varidncia permanece constante se for medida numa outra zona do
mesmo dominio, mas varia se for calculada para outra posicio das amostras na zona (painel).

Note-se que sendo m £0, a estimagfio é enviezada. Se m = O, a variancia de estimacdo seri dada por:
o} =B [2-2°]2

2.2 — Elaboragdo do estimador
O estimador Z* é sempre, de um modo ou de outro, uma funcio de informacfio T disponivel através

da amostragem realizada. Suponha-se, por exemplo, que I seja um conjunto discreto de N amostras z(x,),
i=1 a N.
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Entéo, sera: Z* = le{xJ:, Z(x,), ...4(x,), .,,Z(xN)J

Esta funcdo de N varidveis ndo pode ser qualquer. Tem, nomeadamente, de respeitar as duas condi-
¢oes seguintes:

a) deve verificar a condigdo de ndo enviezamento: E[Z-Z*] = O

b) deve ser tal que se possa calcular a variincia de estimacado, quer dizer, os termos do desenvol-
vimento:

E[Z-2*] "= B[2°] + E[Z2*"]|-2E[22*
E devido a4 segunda condigdo que se utilizam geralmente estimadores lineares, do tipo:

Z¥ =3 )\ Z(x,)

Um estimador de certo tipo diz-se dptimo se minimiza a variincia de estimacdo; por exemplo, o
estimador de Krigagem é um estimador linear, ndo enviezado e 6ptimo.

2.3 — Estimacao de uma média por outra

Para fixar ideias, estudemos o caso particular da estimacdo do teor médio z_num dominio v através

do teor médio z, calculado sobre outro dominio v', estando ambos os dominios compreendidos num campo
homogéneo.

Entdo, admitindo uma distribuicdo uniforme da V. R., sera por definicio:

%, = ’ z (x) dx
. v
-~

Zy ‘1—, ’ z (x) dx
o !

Onde z(x) designa a V. R. pontual, e seja Z(x) a F. A. correspondente, suposta estacionaria de 2.
ordem e com variograma y(h).

Note-se que os dominios v e v' podem ser definidos no espaco a 1, 2 ou 3 dimensdes; por exemplo, no
espaco a 3 dimensdes, dx serid dx, dx, dx,.

Admitindo a hip6tese estaciondria, ndo h& enviezamento, pois E[Z | = E{Z‘_,]. Portanto, a varidncia

do erro (Z,—%,) serd: o‘i = E[2,-2,]° = B[2}] + E[2,*] — 2E[2,2,,]. Mas a variancia de Z(v) é dada

1 ~ ”~ 1 ~
E [ /E—I = —73 I ‘ EI:Z (x) . Z (y) —J dx dy = —5 ‘ r C (x-y) dx dy

¥ o ¥

por:

em que: C(x-—y) = E!_Z(x) CZ(y) ] ¢ a covaridncia da V.A.Z quando x e y descrevem, independentemente
um do outro, o dominio v.

De igual modo:

N " i (R S
I',[KVI\I = —3 ‘ y ‘ ‘,-h [z‘f (x). Z (y)

y
dx dy = v | ’ G (xy) dx dy

o T o¥

percorrendo agora x e y, independentemente um do outro, o dominio v'.
A covariincia de Z com Z , sera:

. .o _ _ {7
F_| 7, /.v‘:l = ’ J El Z (x}-z{()'):| dx dy = -7 ‘ ' C (x-y) dx dy

o ¥ o V' o ¥ v
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onde x e y percorrem, um, o dominio v, e o0 outro, o dominio v'.

Logo, substituindo valores:

' 1 r r 1 2
E[ Z,— Z,.] = ‘ j C (x-y) dx dy + Tf f C (x-y) dx dy — — f f C (x-y) dx dy
v v v’ V' v ow

Mas, conforme ji se referiu, o variograma pode-se escrever:
v (h) = C(O) — C(h)

Donde, fazendo |x —y| = h, e substituindo C(h) por C(O) —.},(h). como C(O) desaparece, vem a
expressio final:

[k 2 10T 1
0‘:=E|:Zv—-2,.] :V.v'f }‘(x-y)dxdy-ﬁjj .] y(x—y)dxdy—ﬁf f 7 (x-y) dx dy

Ou, em notacfio simbblica:

G:__=2?("s"’)_?(":")—7("‘s"lj

O simbolo Ty(v, v'), por exemplo, designa o valor médio do variograma ?(x—y) gquando os dois pontos
de apoio x e y descrevem indepedentemente, um o dominio v e o outro o dominio v'.

Esta expressio tem a vantagem de permanecer véilida para qualquer F. A. intrinseca, mesmo se a
covaridncia C(x—y) nfo existir. Todavia, se se preferir trabalhar com covariincias (e se elas existirem)

pode-se usar a notacio simboélica:

7 =C(v,v) +C (v,v')—2C (v,V)

Estas expressoes podem estender-se a dominios v e v' de qualquer geometria e nfdo forcosamente
compactos ou continuos: por exemplo, o dominio v a estimar pode ser constituido por dois painéis distintos,
v=v, +v,; os dominios v e v’ podem ser disjuntos (total ou parcialmente) ou estar um incluido no outro;
o dominio v' pode ser constituido por vérias amostras discretas, etc.

A leitura das expressdes de c’ mostra 4 factores essenciais e intuitivos de que depende a qualidade
E

de qualquer estimacdo de v por v':

a) a geometria do dominio a estimar: termo (v, V)

b) a geometria do dominio estimante: termo 7(v', V')
¢) o grau de regularidade do fenémeno estudado: utilizagio da caracteristica estrutural variograma

d) a geometria relativa (distincias) de v e v': termo "}(v. v').

O modo de cdlculo dos valores médios do variograma seri tratado & fremte. No caso, atris referido,
de v' ser constituido por N amostras discretas x, e z, ser a média aritmética desses valores, isto é:

1 N
Tp= Z z (x,)

N
Sera: ?(v,v')=N1v E 7(x—x )dx
N =1 v
- 1
7(v,v) = —3 f f 7 (x-y) dxdy
. 1 N N
T = 8 B 7 (n—x)

=1 j=1
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A férmula atris deduzida também se aplica, como é evidente, 4 variancia de estimacdo do teor
médio z de um painel v por uma combina¢do linear z* das informacgdes disponiveis.
A} v

Por exemplo, se se dispde de N informacgdes S, de teores médios z(x,), e sendo A\, o ponderador asso-
ciado a informacgfo 8, o estimador €, como ja se viu:

N
z® 2 X z(xl)
{i=t

A variancia de estimacado escreve-se entdo, em notacao simbdlica:

71-. E[Z ___:/_-"'ngzh_i—/ (v,5)— ?[v‘\'}—.\:‘ EJ‘I H?tﬁi"‘ﬂ)
] Ly

Esta expressdo € geral quaisquer que sejam as geometrias do painel v e das informacdes S, e quais-
quer que sejam os ponderadores ). Contudo, o ndo enviezamento deve ser assegurado: E[Z — Z*| = O,

para o que basta impor a condicdo: X A\ = 1, como se verd no capitulo seguinte sobre Krigagem.
|

24 — O variograma como =ferramenta- de estimagao

As expressdes atrds deduzidas tém a vantagem fundamental de necessitarem apenas do cilculo de
variogramas médios para se conhecer o erro de qualquer estimacdo. Isto €, realizada uma anilise estrutural
do campo de aplicacdo da V. R, em estudo, e definido o esquema teérico (o modelo) que melhor interpreta
o variograma experimental da regionalizacio (observando todas as condi¢gdes ja mencionadas no capitulo
respectivo), podem-se avaliar os erros inerentes a qualquer estimacio feita dentro do dominio de validade
desse modelo.

Esta propriedade nfo € de estranhar visto que, como se sabe, o variograma (pela sua prépria defi-
ni¢do: 2 y(h)=E[Z(x+h)—-Z(x)]?) pode ser interpretado como a variancia do erro que se comete ao esti-
mar um teor desconhecido (em (x-+h)) por meio de um dado z(x) (em x). Como em estatistica se carac-
teriza a amplitude de um erro aleatério pela sua variincia, pode-se considerar 2 y(h) como a variincia de
estimacdo de z(x+h) por z(x) (ou vice-versa).

3 — VARIANCIA DE DISPERSAO
3.1 — Definigdo

Considere-se um conjunto discreto de N valores z(X,), com i=1 a N. Seja: 7 -

N
Y z(x;) o valor
médio deste conjunto. =

Z|=

Os N valores z(x,) dispersam-se em torno da média z, podendo esta dispersdo ser caracterizada pela
expressio:

-

Z|=

N i
E[z(xi)—zl
i=1 L i

Tendo o conjunto dos N valores sido tornado aleatério, pode-se definir a varidvel aleatéria d: cuja
esperanca €, por definicdo, a varidncia de dispersio do conjunto discreto das N V. A. Z(x,), i=1 a N:

1 " iz
- - ) 1
D2 - N—.h [ NlZ(x)—2Z] ]
4 i
A dispersfio experimental d2 representa entdo um estimador desta variincia de dispersfio D2,

Esta defini¢do pode ser generalizada a conjuntos continuos do seguinte modo: seja um painel qual-
quer de volume V centrado no ponto x. O teor médio deste painel sera:

-

1
z, (x) = v ‘ z (x + u) du
Jv
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Considere-se, no interior deste painel V, um bloco (unidade de produq&o) de volume v centrado no
ponto y, e de teor médio:

7, (y) = ﬂ'] 7 (y +w) dw

A cada posigio y da unidade v no interior do painel V, corresponderd um valor particular z (y); a
dispersio destes valores em torno da sua média z (x) pode ser caracterizada por:

S = | (20 =2 (T d
oV

O conjunto dos valores z (y) e z (x) tendo sido tornado aleatério, entdo s?(x) aparece como uma
realizacdo particular da V. A. S2(x), dada por:

s* (x =——j [Z, (y)—Zy (x) I dy

A esperanca (valor médio) desta V. A. S2(x) ¢, por defini¢do, a varidncia de dispersdo do volume v
no volume V:

-

D! (v/V) =E | =
D? (v/V) = V.Jv

[Z,(y)—=2Zy (x) d?‘]

A hipétese da estacionaridade da F. A. Z(x) implica que E[S2(x)| ndo depende da posicio particular
x do painel V, e portanto a expressio de D2(v/V) € geral e pode ser calculada do seguinte modo: consi-
dera-se o volume V como a reunido de N volumes v, disjuntos, todos iguais entre si e de valor v (ou seja,
cada um dos v deduz-se de v por translacdo). Seja Z{xl) o teor médio de Z(x) em v, € Z(V) o teor médio
de volume V. Entdo, de acordo com o que se referiu, vem:

1

1
D* (v/V) =Dt= —- '{Z[Z{xl)—Z(V -~ JE —Z(W) ]
]

Ou seja, € o valor médio das varidncias de estimagio de v, a V. Donde, notando que V = 2. v, = Nv,
o desenvolvimento da expressio vem:

D? (v/V) = %2[ E{[Z(x,)]’}—l—E{[Z(V]]’}+—2E[Z(x,).Z(V)]}:
i

1 1 a
= “{2 I—_‘?f"l ]v C(x-y;) dx d‘l:l f f C (x-y) dx dy —
B 1
N “‘[v \,]f f X;-y) dx; dy=v—,f f C (x-y) dx dy —

1 r
f C (x-y) dx dy

T oy2
A" v ¥

Ou seja, em notacio simbéblica:
D*(v/V)=T¢C (v,v)— ¢ (V,V)

Ou ainda, utilizando o variograma de F. A. pontual Z(x) em vez da covarifncia:

D’("IV)*_.{f}’(x-)')dxd)’——f [‘?(x-y]dxd)’—?’(v V) =7 (v,v)
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Isto &, a expressio da varidncia de dispersdio depende apenas do variograma e das geometrias respec-

tivas de v e V.

3.2 — Relagao de Krige

Suponha-se o caso da variincia de dispersdo de v em V, quando o volume v estd reduzido a um ponto.
Entfo, a varifineia D2(0/V) da variavel pontual Z(x) é dada por:

D*(0/V) = B[Z(x) — Z(V)]*
Ou seja, desenvolvendo:

D2ONV)=E{[ZXP}+E{[Z2(V)F}—2E[Z(x).Z(V)] =

. A ‘ ;7
—— C(xy) dxdy—— | € (xy) dy
\*-‘J\,__ v V./vy

Atendendo a que:

- -

1
C (x-y) dy = — C (x-y) dx dy
(\ o ¥ .’v .l v

Vem finalmente (passando para variogramas):

1 /. - o
D? (O)V) = — J ] 7 (xy) dx dy =7 (V,V)
\..t VJ YV
Isto &, o valor médio do variograma quando os dois pontos de apoio descrevem, independentemente
um do outro, o volume V.

E evidente que serd tamhbém:
D (O/V)=T7 (v,V)
Donde se pode escrever a expressio da variancia de dispersio de v em V:
D2 (v/V)=D? (O/V) — D? (O/v)

Designe-se por G o volume de um jazigo composto por vérios painéis de volume V, dividido, por
exemplo, em unidades de volume v, de tal modo que vcVeG. Neste caso, serd:

D? (v/G) = D?* (0O/G) — D?* (O/v)
Subtraindo a expressio anterior desta:

D? (v/G) — D2 (v/V) = D? (0/G) — D* (O/V) = D* (V/G)

Ou seja, a relagio de aditividade: {|
D? (v/G)=D? (v/V) + D? (V/G) |
|
Isto é, a dispersiio da unidade v no jazigo G ¢é igual 4 soma da dispersio de v no painel V com a |
dispersio de V em G.
Esta relacdo € conhecida como relagdo de Hrige, por ter sido experimentalmente verificada por este
técnico nas minas de ouro sul-africanas, bastante tempo antes de ter sido estabelecida teoricamente.
Verifica-se assim que, qualquer que seja a posi¢io do painel V no jazigo G, as suas unidades internas
possuem a mesma varidncia de dispersio (resulta de D‘ (v/V) = D? (v/G) — D*(V/G) ). Isto & esta nio
depende da localizacfo particular do painel, mas Gnica e exclusivamente do seu tamanho e forma.
Diz-se entdo que o espago mineralizado possui uma lei de dispersdo intrinseca, ou seja, que o grau de
descontinuidade da mineralizacdo é sempre o mesmo (V. hip6tese intrinseca).
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3.3 — Covariancia de duas amostras

Sejam v e v' duas amostras de distincia e disposi¢do mutua fixas no campo V.

Define-se, de forma andloga as anteriores, a sua covariancia como:

5| 1 - -
D (v,v/V)= v [ f 7 (x-y) dx dy — ) f f . 7 (x-y)dady =7 (V,V)—7(v,v)

Assim, a varidncia de estimacgio pode ser expressa em funcdo das varidncias e covaridncias de v e V'
em V por:

g, =D (v/V) 4+ D (v'/V) —2D (v,V'/V)
3.4 — Célculo da dispersao experimental

Se se dispde de N dados experimentais z (x ), i=1 a N, repartides uniformemente no campo V, a
dispersio experimental:

é um estimador do valor tedrico da disperséo D’(v,/v e

Convém notar finalmente que os resultados teoricamente obtidos traduzem dois fenémenos experimen-
tais bem conhecidos dos mineiros:

a) A dispersio de um conjunto de dados amostrados num volume V em torno do seu valor médio,
cresce com a dimensfio de V; tal é a consequéncia légica da existéncia de correlagdo espacial
entre as amostras: quanto mais préximas estdo, mais os seus valores sdo, em média, préximos
uns dos outros.

b) A dispersio de um conjunto de dados de volume v, amostrados num volume V fixo, em torno
do seu valor médio, diminui quando v cresce; é o fen6meno da regularizacdo: a variabilidade dos
teores médios dos blocos de exploracéo é atenuada em relacdo a dos teores de «carottes» de sonda-
gens, por exemplo.

4 — PRATICA DA ESTIMACAO GEOESTATISTICA
4.1 — Generalidades

As expressies atris deduzidas sdo, normalmente, de dificil aplicacdo pratica. Note-se que, por exemplo,
o céaleculo do variograma médio:

= 1 -~ -
wtv,v')=—\7j | 70y dxdy

implica o cdlculo de um integral sextuplo (num espaco a 3 dimensdes), cujo célculo analitico directo é
complexo.

Duas solucdes praticas se apresentam:

a) Cdlculo numérico (em ordenador) dos valores médios dos variogramas.

b) Decompor a resolucdo analitica dos integrais sextuplos em etapas sucessivas, algumas das quais
sio previamente resolvidas e tabeladas uma vez por todas. Estas etapas intermédias correspondem
a definicio de fungdes auxiliares e a utilizacdo de dbacos, e a sua interligacio implica a admissio
de principios de aproximag¢do para a composicio dos véarios termos.
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Note-se ainda que o problema do suporte das amostras, como se referiu em capitulo anterior, tem
implicagdes no cdlculo dos variogramas. Com efeito, as expressdes deduzidas sio validas para variogramas
pontuais (ecom suporte de volume nulo ou que possa ser tomado como desprezivel em face do volume a
estimar), enquanto que, na prética, nfio se tem nunca acesso a valores pontuais z(x;), mas sim a dados
regularizados sobre um certo suporte de dimensdes, por vezes, consideraveis.

E, entdo, necessario deduzir os variogramas pontuais a partir dos variogramas regularizados.

Este problema da regulariza¢do seri tratado adiante.

4.2 — Calculo numérico dos variogramas médios

E a solucio mormalmente mais rapida se se dispde de um ordenador, ou mesmo de uma pequena
calculadora programével.

Implanta-se uma malha regular (ou aleatéria, ou aleatéria estratificada) x;, com i=1 a N, no volume
v, uma outra (idem) ¥, com j=1a N', no volume v', e assimila-se o integral sextuplo a uma dupla soma
discreta:

N N'

s o 1
Tev) =T ) =55 3 B 7 (x- %)
N =

Conhecidas as coordenadas X, ey eo modelo y(h), o ordenador calcula automaticamente este esti-
mador do valor médio do variograma.

Um exemplo de programa deste tipo € dado em M. DAVID (5), existindo também outros na biblio-
teca de programas do C. V. R. M. U. L.

O erro deste estimador estd dependente, como é o6bvio, da densidade de discretizacdo no interior de v
e v', diminuindo quando N e N’ aumentam. E essencial que este erro ndo seja tal que mascare a variabili-

dade estudada. Assim, para uma varidncia de dispersdo D’{V/V)z?(V,V]—')"z(v,v) os estimadores numé-
ricos y*(V, V) e y*(v,v) devem verificar a relacio de ordem teérica y(V,V) > y(v,v). Também para uma

variancia de estimacdo g2 =2+y(v,Vv')—y(v,Vv)—y(V', V'), 05 trés erros numéricos arriscam, ao acumular-se, a
E

mascarar a varidncia ¢° procurada.
E
Na pritica, as trés regras seguintes devem ser sempre observadas:

a) Os diferentes estimadores numéricos devem conservar entre si todas as relacdes de ordem tedricas.

b) A discretizacdo deve ser a mesma para todas as estimacdes numéricas y* dos valores v de uma

mesma férmula. Assim, por exemplo, os trés valores y da expressdo 5 =2 (v, V') — y(v, v) —y(v', v')
E
devem ser estimados com a mesma discretizacdo (N pontos em v e N’ pontos em v'). Esta regra
garante a coeréncia da féormula: com efeito, a variancia ,° ¢é entdo calculada como a variancia de
E

estimacdo de N pontos de v por N' pontos de v'.

¢) A densidade de discretizacio depende dos objectivos visados, e serd em geral optimizada com a
experiéncia. De inicio, pode-se proceder por iteragdes, até que o suplemento de discretizacdo ja
nio melhore significativamente a precisio da estimacéo.

Como regra empirica, e para fins de Krigagem, bastam, em geral, as seguintes discretizacdes:
— N=10 pontos, para v a 1 dimensao
— N=6X6 pontos, para v a 2 dimensdes

— N=4X4X4 pontos, para v a 3 dimensdes.

No capitulo sobre krigagem, onde o célculo dos valores médios do variograma é essencial, este ponto
serd retomado e aprofundado.

4.3 — Fungdes auxiliares

Uma fungdo auxiliar é um valor médio ?( v, V') correspondente a geometrias v e v' particularmente
simples mas de uso frequente nos estudos habituais. Normalmente, usam-se 4 funcbes auxiliares, simboli-
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"4 Guindastes eléctricos para o cais comercial do Porto de Aveiro:

— 1 Guindastede 6 —12t/24 — 20 m
— 3 Guindastes de 3 — 6t/24 — 20 m"’
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zadas y, F, ¢ e H, definidas no espaco a 1 dimenséo (as duas primeiras) ou a 2 dimensdes (as quatro),
consoante a dimensfo da figura de integracio.

a) HEspago a 1 dimensdo:

x = MM’

1>
@

L —

Seja o segmento AB de comprimento L, e y(x) o variograma

pontual neste espaco.

— Valor médio de y(x) quando M estd fixo em A e M’ descreve o segmento AB de comprimento L:

L(L)=

~=2|
=

1 fod
(A, B)=TJ0 7 (x) dx

— Valor médio de y(x) quando os 2 pontos M e M' descrevem, independentemente um do outro, o
segmento AB de comprimento L:

S 1 . pL
l'l‘L)——?(AB,AH‘]‘_—.l—g[ j }‘[|x-:¢'!)dxdk'
* W0 0

Demonstra-se que este integral duplo se reduz aos integrais simples seguintes:

9 L 9 L
12 f x.X(x)dx:—Ej (L=x) . 7 (x) dx
5 0 o

o

F(L)=

b) Espa¢o a 2 dimensées:

" e
An L - B N
7r' h = MM
Seja o rectangulo ABCD de lados (L, 1) no espaco a 2 dimen-
l soes, e seja y(h) o variograma pontual isétropo (ou tomado como
tal, depois de desfeitas eventuais anisotropias geométricas) neste
espaco.
* C D — Valor médio de y(h) quando M descreve um lado de com-

primento 1 e M' descreve o lado oposto 1, distante de L:

R . N
a(L,l)=7 (AC,BD):-;;JG ()7 (V2 g) dx

De modo anélogo, define-se também a{l,L}——-?(AB,C—D). Note-se que esta fungdo ¢ nfo é simétrica:
ally, 1) £ a(l, L).

— Valor médio de y(h) quando M descreve um lado de comprimento 1 e M’ descreve todo o rectin-
gulo (L,1):

- L
X(L,I}=7(IC,ABCD)-:?[B_ﬁ,ABCD]z%f a(x,1) dx
’ ]

Esta funcdo também nfo € simétrica: y(L,1) = (], L).
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— Valor médio de y(h) quando M e M’ descrevem, independentemente um do outro, tode o rectn-

gulo (L,1):
B o 9 |, 9 vl
F{I..l_}mF(l.L)——'/{ABCU,AHCU):I—,J x. A (x,1) dx:F f (L-x) .2 (x,1) dx
= 0 o 0

— Valor médio de y(h) quando M descreve um lado de comprimento 1 e M’ descreve um lado adja-

cente de comprimento L:

H(L,)=H(Q,L)=7 (AC,AB)=7 (AC,CD) =7(BD,AB) = Y(BD,CD) =

1

: .2 (L,] s oo, (L* 1L F (L, 1)
a1 Al D=0 Grar T F Bl

Demonstra-se que H(L,1) é também o valor médio de y(h) quando M estd fixo num vértice e M’

percorre todo o rectangulo (IL,1):

H(L,1) = y(A, ABCD)

c) Equivaléncias:

1
o

(

B

qr'}

L

Note-se que basta reduzir a zero um dos lados do rectiangulo ABCD para fazer corresponder as fun-
¢Oes auxiliares a 1 e a 2 dimensdes:

@(L,0)=7(A,B) =7(L) a (0,)=7 (AC,AC)=F (1)
X (L;0)=7(A,AB) =x(L) % (0,1)=7(AC,AC)=F ()
F (L.,0)=7 (AB,AB) =F (L) F (0,1)=7 ( AC,AC)=F ()
H(L,0)=7 (A,AB) =J(L) H@,)=Y(A,AC) =)

Observe-se ainda que todas as fung¢des auxiliares a 1 ou 2 dimensdes se podem deduzir duma s6,
F(L, 1), por derivagdo ou anulacdo de um parametro:

Bl e e e (P

Goslies 5 . 9Pl

il o B o

U TR YA R Ly =X, =57 71 &F i)
62

H(L . )) = L*. 12 F (L,] F(L)=F (L,

L-D=311 ra | (L 1) (L) =F(L,0)

d) Espago a 3 dimensdes:

Existem também as correspondentes funcoes auxiliares g, y, H e F para configuracdes paralelipipé-

dicas a 3 dimens0Oes, mas na pritica nio sdo utilizadas.

Empregam-se Abacos para as fungdes auxiliares definidas sobre paralelipipedo de base quadrada (LX
X1X1), dados, por exemplo, em A, JOURNEL (9), em M. DAVID (5), ou em J. SERRA (17), ou entéo
usam-se oS principios de aproximacfdo para a composicio das varifincias.

e) Hxpressoes e Abacos das Funcdes Auwiliares para Esquemas Isiétropos

Em A. JOURNEL (9), M. DAVID (5), J. SERRA (17), F. MUGE et al. (15), entre outros trabalhos
listados na Bibliografia, apresentam-se expressdes e 4bacos das fungdes auxiliares vilidas para os esquemas
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mais vulgares (linear, logaritmico ou de De Wijs, esférico ou de Matheron, parabélico ou de Gauss, exponen-
cial ou de Formery, etc.), vilidos para campos isétropos no espacgo a 3 dimensdes.

A titulo exemplificativo, indicam-se as expressdes das fungdes auxiliares a 1 dimensdo para o esquema
esférico normalizado (efeito de pepita C =0, patamar C=1, alcance a):

3oh 1w

N b e o ¥ he[0,a]
1 ¥h>a
3 L 1 I3
T a8 w ViLal9:al
£ (L) = 1
3 a
1—— & YL>a
N 1 18 _
2 2 20 & YL e[0,a]
F (L) =
3 a 1. 8% )
'~ TS Ll

L 1
Nos dbacos n.°* 1 a 6 estdo tabelados, em funcdoc de — e de —, as funcdes seguintes:
a a

Abaco n.” 1: g(L,1) e (0O,1)

» n° 2 x(Ls1)

»  n® 3: H(L,1)

»  no 4: F(L1)

» ne° b F(1L,L1)

» n°6: a(l,1,1) e (0,1, 1)

Os Abacos n.** 7 a 10 referem-se as varidncias de extensio elementares e sfo explicados adiante.
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ABACO N. 10
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f) Cdaleulo das varidncias de estimagdo elementares.

A escrita das variincias de estimagdo utilizando as func¢oes auxiliares ¢ imediata. Assim, apresentam-se
alguns exemplos de uso corrente:

— A 1 dimensdo:

Estimagao do segmento L por uma amostra pontual central:

N\

B — ) B L\
o = 2 v(0,AB) — y(AB, AB) — y(0) =2 X( 5 ) — F(L)

L8 B

reo

Estimagéo do segmento L. pela média de duas amostras pontuais extremas: A

1
Op = 2 y(L) —F(L) — ?y(L)

A
Estimacio do segmepto L por um segmento 1 central: J L
Al

o = 2 X (J—;—)—-F(LJ—F(U

Estimacio do segmento L. por dois segmentos 1 extremos:

1
op = 2 y(L) — F(L) — % I—F(l) + 7(1}1

— A 2 dimensdes:

Estimagdo do rectangulo (L,1) por uma amostra pontual central:

0 L 1
l . g.=2H(—.‘—\—F(L.”
3 22
L
A B Estimacéio do rectingulo (L, 1) pela média de 4 amostras pontuais nos vértices:
l . =
1 : \
o =2 H(L,1) — F(L,1) — — (L) + +(1) — L4 |
c L D E n .Y Y ‘Y( VLi+1 _
l Estimacdo do rectangulo (L,1) pela sua mediana 1:
L i
op =2 x:;.l — F(L,1) — F(1)
|
Estimacio do rectingulo (L,1) pela média dos seus dados 1:
L

1 1
O = 2 y(Iy 1) — F(L, 1) — Ea(L’ 1) — E—F{l]
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— A 3 dimensdes:

1
i
;
i : Estimacéo do paralelipipedo (L,1,1) pelo eixo L:
1
1 1 1
i og =2 H (L, —,—)—F(L,11) — F(L)
! E ‘2 *a /
b e i ---l.‘
Lz L/z

BEstimacio do paralelipipedo (L,1,1) pelo plano mediano (1,1):

L
og=2y (?.l,l) - F(L,1,1) —P(1,1)

Nos dbacos n.>* T a 10 estido tabeladas algumas destas varidncias de estimacdo elementares.

4.4 — Principios de aproximacdo para a composi¢cdo das varidncias de estimagdo elementares

Como ja se referiu, admitem-se geralmente um certo nimero de hipéteses, ou principios de aproxi-
macgio em Geoestatistica, com o objectivo de simplificar os célculos sem lhes diminuir significativamente
a precisio.

Um desses principios utilizados na estimacfo geoestatistica é o principio de independéncia dos erros
elementares, que permite a sua composicio directa. Consiste em reduzir o erro global (Z —Z*) de uma esti-
magao a uma soma de erros parciais elementares considerados como independentes entre si e cuja variincia
é simples de calcular,

Assim, seja o erro global: (Z —2Z*) = 1 ), (%—%*), em que }, é a fun¢do de ponderagéo.

A variancia de estimacfio global seri:
or =E[Z,-2*]"= I \'E[Z-2°] + = T M N B[(2-27) (2,-27*)]
]
Se os erros (Z,—Z*)), (zi—zj*), com i=£j, poderem ser considerados como independentes, todos os ter-
mos rectangulares (covariAncias) se anulam, e fica somente:

T o P prz 7 . N
°'1:__):1)~; [i_il_i):‘:lliaﬂi
= -

As configuracdes das estimacdes elementares de Z, por Z* seriio escolhidas suficientemente simples para

que se possam calcular directamente as variAncias O::Zi por meio de férmulas gerais ou com o auxilio das fun-
¢Oes auxiliares ou de abacos.

Pode-se avaliar o grau de aproximacio da hip6tese de independéncia calculando os N(N-—1) termos
rectangulares tais que:

E[(2,-2*) (2,-2*)] =E[Z, 2,|-E[Z, Z*|-E[Z, Z*|+E[2* Z*]  (com i%j)

pois cada um dos termos deste desenvolvimento exprime-se em funcdo dos valores médios do variograma
caracteristico da regionalizacéo estudada.
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Distinguem-se dois tipos de composicdo de erros elementares:

— 08 que provém de uma mesma configuragdo (composi¢iao directa)
—o0s que provém de configuracdes diferentes (composigdo de termos).

a) Composicao directa de erros elementares:

Seja, no espago a 1 dimensdo, uma linha L reconhecida por N pontos regularmente espagados de 1.

— Dispositivo centrado:

! L

i i i i

4 L

L =

o | ——
A linha L. é constituida por N segmentos 1 reconhecidos cada um por uma informacio (amostra)
central:

A variancia da estimagdo elementar do teor médio Z; de cada segmento I pela informacao central
Z(x,) € dada pela expressdo geral:

; — i o {1\
o =2 v (LX) -, x) —v(L1) =2 x| 5 |-F() (%)

O teor médio Zl de L serd dado pela média dos teores Z, em cada segmento l,:
1

N
Z, =— ¥y Z(x)
N i=1

E o seu estimador por:

* 1 N
Z = — Z(x)
I N?:]: i

A variincia da estimacdo global de Z, pela média aritmética das N amostras Z(Xx,) vem:

) * 1
op = B[2-2,]*= —— B([%,~%(x)] )

Supondo os erros de estimacgdo elementeares (Z,—2(x))), (Z,;,-2(x))) como independentes, ¥ iz],
vem:

2.2 I B[Z,~Z 8,
O = — —~Z(x)]"= — ¢
E N? | I i i N

T
¥ r—
1

— Dispositivo fechado:

A mesma linha L pode também ser estimada por (N+1) amostras em dispositivo fechado (segmen-
tos amostrados nos extremos).

Neste caso, o teor médio Z, de cada segmento 1, € reconhecido pela média dos teores dos seus extremos:

" 1
= 5 12(x) +2(x.) ]

li
Entao, o estimador do teor médio Z de L vem:

1N 1 zx) Z(X,,,)
2 =—3, 2. =— +Z(x) + ... +2Z(x,)+———
L T I Y i 2 I

N it N [ 2 N] 2 J
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Fitas auto-adesivas Tesa
para a induastria electrica
e electronica.

.-

L

%

As fitas auto-adesivas Tesa
para a industria eléctrica

e electronica oferecem todas
as vantagens das fitas, que
foram estudadas para um fim
especifico. E nas mais diversas
finalidades: para isolar, ligar,
fixar e referenciar. Elas
consoante a.sua aplicagéo
satisfazem as especificagoes

técnicas referentes a
isolamento térmico,
resisténcia em superficies de
verniz, inalterabilidade as
variagées atmosféricas e ao

ataque de lexivias ou acidos.

Tesaflex, Tesaband, Tesakrepp,
Tesafilm, Tesamoll e Tesafix,
séo fitas auto-adesivas Tesa
indispensaveis na industria

eléctrica e electrénica. Uma
gama completa; cada variedade
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para um sem numero
48)
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Masg agora, dois segmentos contiguos 1, e 1., tém em comum uma mesma amostra, pelo que ji nio ¢é
possivel considerar os seus erros de estimacfo elementares como independentes,

Todavia, demonstra-se que & possivel, com boa aproximagio, assimilar um dispositivo fechado com
(N+1) pontos a um dispositivo centrado com N pontos, desde que N > 5. Esta regra pritica estende-se a
dispositivos fechados a 2 ou 3 dimensées,

— Dispositivo aleatério:

TF

L y

it i ‘ N ' I achd

el

Considere-se agora a mesma linha L reconhecida por N pontos em dispositivo centrado mas de malha
irregular (11), sendo cada um dos segmentos ], estimado pela sua amostra central Z(x;).

1 N
Entédo, o teor médio em L serd: Z, = ‘T L Z
i=1

M=

-
E o seu estimador: Z, = L Z(x,)

1
L

A composigio directa dos erros de estimagao elementares (2Z,—2(x,)) da:
2 _ L 2 2_ 1 2 2
o = B[22, -2, ] = T ) B[Z2,~2(x)]"= =TE oy

E, contudo, necessdrio que a malha seja aleatéria (pura ou estratificada), isto é ndo esconda uma
implantacio preferencial das amostras,

— Dispositivo a 2 dimensdes:
Este principio de composicdo directa de estimacfo elementar estende-se a configuracds a 2 dimensdes:

Seja, por exemplo, a estimacido do teor médio de uma superficie
poligonal S constituida por N 4reas elementares s, reconhecidas cada
] " 51* x uma por amostra central.

Com raciocinio idéntico aos anteriores, obtém-se:

1 N

2 _ 7.2
oy = 0 B ey

i=1

Sendo 5, =8, vem:

_________ Seja ainda, por exemplo, a estimacio do teor médio numa super-
ficie S comstituida pela reuniio de N rectangulos de érea s, =L, 1,
l' cada um deles reconhecido pela sua mediana L, Entdo:
"""""" 1

2 -

oy = S Z:: 9 Oy

. st}

Sendo 1 = li, vein:
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— Dispositivo a § dimensdes:

Para configuragdes a 3 dimensdes, o princi-
pio aplica-se de modo idéntico: por exemplo, para
um volume V constituido pela reunido de N volu-
mes v, =8, h, cada um deles reconhecido pela
sua seccao mediana, sera:

3 & 2 2
i T
v o
I 1 2 2
L5 T 2Z_:Si"’u
(= 8)* i
1

A aproximacdo, neste caso, consistiu em supér os erros de estimacfo elementares de cada volume como

independentes entre si.

b) Composigio de termos

A informacdo disponivel para o reconhecimento de um fenémeno a 3 dimensdes estd, frequentemente,
concentrada sobre linhas preferenciais (sondagens, grupos de sanjas, galerias, chaminés, etc., numa jazida
mineral), ou sobre planos (os diferentes niveis de implantacdo das galerias, por exemplo).

A estimac¢io global do teor médio de um volume (uma massa mineral) pode ser decomposta, por exem-
plo, em trés etapas, correspondendo aos trés termos da varidncia de estimacio:

— Estimacido das galerias pelo conjunto das amostras (rougos) disponiveis: € o termo de linha.
— Estimagio de cada nivel pelas galerias (supostas perfeitamente reconhecidas): é o termo de plano

ow de sec¢do.

— Estimacgfo de cada «fatias» da massa pelo seu plano médio (nivel), também suposto perfeitamente

reconhecido: &€ o termo de fatia ou de camada.

Massa

Termo de Fatia

Nivel

Termo de Plano
2
g p

Galeria
z X X

Galeria
x x

Amostra

Termo de linha

0’

Se se admitirem os trés erros de estimacdo, correspondentes a estas trés etapas, considerados como
independentes, a varidncia de estimacao global da massa é constituida pela soma de trés termos:

2_2+2
O'E‘_O'; c'p
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Para cada um dos termos, e atendendo ao que ja se referiu, sera:

21 (paraNamostrastotatsregulamenheaspa@.dasm
o =—o0
LN e galerias, sendo c-?i a variancia de estimacdo elementar
do ponto central ao segmento e,)
1 M
gn=—— 12 82q? (¢ € a varincia de estimacdo do rectangulo s, pela
8 B sua mediana 1, suposta perfeitamente reconhecida)
1 Q
c’? = N T v: crf (g-fk ¢ a varidncia de estimacio do paralelipipedo v, pelo
k=1 . seu plano meridiano s,, suposto perfeitamente reconhe-

cido)

Esta composi¢io de termos apresentada pode, evidentemente, ser aplicada de modo anilogo a outras
configuracdes.

45—0 problema do suporte: regularizagdo e acumulagdo

Uma V.R. é sempre definida num certo suporte caracterizado pelo seu volume, forma e orientagéo.
Portanto, nunca podemos conhecer, na prética, os valores pontuais z(x,) das varidvels estudadas, mas sim

valores regularizados por uma certa funcio de ponderacdo; por exemplo, o valor médio z,(x) no volume v
amostrado:

1
Z,(X) = = { z(y) dy

O problema pritico que se pde é o de, a partir do variograma experimental regularizado (o fnico a
que temos acesso), reconstituir o variograma pontual, visto ser este que deve entrar no calculo das varifincias
e covariimcias,

Em certos casos, o suporte da regularizacio é bastante pequeno, podendo considerar-se pontual, e entio
€ possivel trabalhar directamente sobre o variograma regularizado. Quando tal ndo for possivel, ter4 de se
trabalhar sobre varidveis regularizadas.

Define-se a regularizada de uma fungio z(x) por uma funcio de ponderacio p(y), como o produto
de comvolugdo (¥):

+ > .
Z (x) = [ zix+y) p(y) dy =z * p
‘-—'QO

em que: p(§} = p(—y) € a transposta de p(y).

O valor médio precedente z (x) corresponde & funcio de ponderagio proporcional & indicatriz geomé-
trica do volume v:

1
p(y) = — k(y)
v

k(y) [1 se YeV

0 seygv

Pode-se interpretar zp(x) como uma realizacio particular da F. A. Zp( x), dita regularizada da F. A.
Z(x) pela funcao de ponderacio p.

a) Variograma regularizado:

Se Z(x) 6 uma F. A. estacioniria de 2.* ordem e admite a covaridncia C(h), a regularizada Zp(x) é
também F. A. estaciondria de 2.* ordem e admite a covarifncia:

(*) O produto de convolucio de duas funcdes f e g & definido por:
frg= { £(y) gx—y) dy
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