Formacdo e integracdo empresarial de quadros (FIEQ)

Por despacho conjunto dos secre-
tarios de Estado da Populacio e
Emprego e das Industrias Extrac-
tivas e Transformadoras foi criado
o programa experimental FIEQ, a
ser lancado pelo TAPMEI, com o
objectivo de desenvolver um esque-
ma de apoio &s PMEs nos domi-
nios tecnolbgico, de organizacio e
gestao.

Para melhor elucidacao dos pos-
siveis interessados transcreve-se de
seguida o citado despacho, de 1T
de Novembro de 1978.

Despacho conjunto

1 — Graves caréncias das peque-
mas e médias empresais industriais
(PME's) nos dominios tecnolégicos
de organizacio e gestdo coexistem
com numerosas situacgdes de de-
semprego e subemprego de quadros
técnicos, nomeadamente jovens re-
cém-licenciados, que, embora sem
experiéncia profissional, poderédo
prestar servigos uteis Aquelas em-
presas se lhes for proporcicnado
um estigio que lhes assegure con-
di¢gées de melhor integracio na em-
presa.

Considera-se, pois, necessirio e
oportune lamcar uma acgio que de
algum modo possa contribuir para
tal obiectivo, pondo-se a disposicio
das PME's, praticamente sem so-
brecarga para os respectivos orca-
mentos, durante o periodo do es-
tagio, técnicos com importante
formacédo de base, capazes de de-
sempenharem missdes de apoio &
geistio daquelas empresas.

O que, por outre lado, permitira
também aprofundar o conhecimen-
to das situacdées de desemprego e
subemprego dos quadros técnicos
e das caréncias dazs PME's neste
dominio.

Deste modo, o Instituto de Apoio
as Pequenas e Médias Empresas
Industriais (TAPMEI), como orga-
nismo especializado no apoio e
asgisténeia as PME's industriais, e
os servicos competentes da Secre-
taria de Estado da Populacio e
Emprego (SEPE), especializados
em matéria de politica de emprego
e formacdo profissional, desenvol-
verdo as acgdes necessdrias por
forma a dar a melhor execucdo a
um plano experimental visando a
formacao e integracio empresarial
de quadros, que se designaria por
FIEQ.

2 — As empresas candidatas a
este apoio deverdo ser selecciona-
das tendo em atencio as seguintes
prioridades e de acordo com a re-
particio regional adiante referida:

1) PME's objecto de apoio es-
trutural por parte do TAPMET;

138

2) PME's beneficidrias de finan-
clamentos da SEPE ou de avales
do TAPMEI com planos de recupe-
ragao,;

3) Outras PME's credenciadas
com necessidade de admissao de
quadros.

3 —a) Serao apenas considera-
das solicitacdes apresentadas por
PME's, conforme indicado no n.® 2,
relativamente aos titulares de li-
cenciaturas ou bacharelatos minis-
trados pelas diversas escolas ofi-
ciais do Pais, com interesse nos
dominios tecnolégico, de gestdo e
organizacio e economia.

b) Podera também ser incluida
no Ambito deste plano experimen-
tal a realizacio de estigios para
possuidores de cursos especializa-
dos, nomeadamente de design, em-
bora neste caso se deva adoptar
um esquema de funcionamento
adequado a sua especialidade,
eventualmente com a colaboracio
das respectivas escolas no ambito
de acordos a celebrar,

c) A seleccio e proposta dos
candidatos é da responsabilidade
das PME's, ndo podendo ser admi-
tidol, por empresa, ao abrigo deste
esquema. de apoio, mais do que
dois estagiirios de entre as dreas
referidas na alinea a).

4 —a) Este plano experimental
compreenderd setenta e dois esta-
gios igualmente distribuidos pelas
Regides Norte (Porto), Centro
(Coimbra) e Sul (Lishoa).

b) Para os estigios previstos no
n.° 3, € fixado o nimero maximo
de dezoito, no Ambito deste plano
experimental;

¢) A =eleccdo dos estagiirios pe-
las PME's deveri circunscrever-se
a recém-licenciados em situacio de
desemprego pOs-escolar comprova-
da e ter em centa, entre outros, o3
seguintes critérios:

1) Maicr ambiguidade de forma-
tura;

2) Maior nota de curso;

3) Maiores encargolz familiares.

5 — A coordenacio do FTIEQ ca-
berd a uma comissio coordenado-
ra, funcionando junto do TAPMEI,
a qual serd por dois re-
presentantes, a temmo completo,
dos servicos da SEPE, e outros
dois do TAPMEI, cabendo a presi-
déncia a um dos representantes do
Instituto.

6 — O estigio decorreri na em-
presa, tera a duracido de seis me-
ses e incluird, além do trabalho a
realizar ma mesma, dois cursos de
formaciao com a duracio méaxima
de trés semanas, sendo o primeiro
subordinado ao tema genérico
«Fmpresa: técnicas gerais de ges-
tios.

T—a) O acompanhamento dos
estagidrios cerd feito, ma medida
do possivel, durante a sua perma-
néncia nas empresas, pelas equi-
pas de assisténcia do TAPMEI em
colaboracao com os quadros e di-
rigentes daquelas.

b) Os estagidrios deverao apre-
sentar um trabalho & sua escolha,
sob orientacio da comissido coor-
denadora, relativo a um problema
epecifico da empresa.

8 —a) Cada PME beneficiaria
do FIEQ devera celebrar com os
estagiarios um contrato individual
de trabalho, obrigando-se a4 sua
insericio na Previdéncia Social e
ao seu seguro por acidentes de
trabalho, encargos estes que serio
de sua conta.

b) A cada PME seri atribuido,
durante o periodo de estigio, e por
estagiario, um subsidio fixo de
10 000$00 mensais, mao podendo,
em casp algum, a remuneracio do
estagiario ser inferior a este mon-
tante.

O3 encargos respectivos serio
suportados pelo TAPMET (40 9) e
pelo Fundo de Desenvolvimento da
Mio-de-Obra (FDMO) (60 %), fi-
cando a cargo do Instituto o apoio
administrativo mecessario.

9 — O IAPMEI assegurari o pa-
gamento da totalidade dos encar-
gos para com terceiros, apds o
visto da comissio coordenadora,
transferindo o FDMO para o Ins-
tituto a parte da verba orcamen-
tada que lhe correspenda suportar.
No final da execucio do plano ex-
perimental serd efectuado encon-
tro de contas mediante apresenta-
cio pelo TAPMEI da respectiva
documentacéo.

10 — Todos os acordos e contra-
tos com terceiros serio celebrados
por intermédio do TAPMEL

11 — Serid elaborado um relat6-
rio final pela comissao coordena-
dora, do qual deveri constar uma
andlise geral da situacio do de-
semprego e subemprego dos qua-
dros téenicos, a avaliacio dos re-
sultados deste plano, um mapa
com as despesas efectuadas e pro-
postas de accdo subsequentes de
Ambito mais geral, enquadrando
iniciativas desta natureza ma poli-
tica de manutencio e criacio de
postos de trabalho e formacio pro-
fizsional.

12 — Os membros da comissio
coordenadora, a nomear no prazo
de quinze dias pelo TAPMEI e pe-
los servicos competentes da SEPE,
deverdo comecar por elaborar uma
programacio detalhada da forma
de execucdp e de acompanhamento
deste plano.

(Continua na pdg. 201)
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Pratica de Krigagem
FEANANDO HUMBERTO MUGE (*)

RESUMO

Introduz-se a nog¢do de estimador linear optimizante — estimador de Krigagem. Constroi-se o sistema
de Krigagem para o caso estaciondrio, Ddo-se exemplos de varidveis regionalizadas em que ndo é vdlida
a hipétese de estacionaridade e definem-se para estes casos os estimadores de Krigagem Universal.

Dao-se exemplos de Krigagem de varidveis intercorrelacionadas (Cokrigagem) e constroi-se o res-
pectivo sistema de Cokrigagem.

Indica-se a estrutura bdsica de um programa de Krigagem.

ABSTRACT

It is introduced the notion of best linear unbiased estimator — Kriging estimator. It is presented the
Kriging system of equations for the stationary case.

They are given eramples of regionalized variables for the non stationary case and are defined, for
these cases, the best linear unbiased estimador — Universal Kriging estimator.

They are also given examples in which are kriged intercorrelationated variables (cokriging) and is
presented the respective cokriging system.

It is shown the basic structure of a Kriging program.
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1 —POSICAO DO PROBLEMA

O problema da Krigagem consiste em encontrar o melhor estimador linear possivel de uma caracte-

ristica desconhecida a partir da informacéio disponivel.
A informacfo disponivel consiste geralmente numa informag¢do experimental, por exemplo nos teores

(*) Assistente do Instituto Superior Técnico; Investigador do I. N. L. C. no C. V. R. M. U. T. L.
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de trocos de sondagem implantados no interior e no exterior do painel a estimar e numa informagdo estru-
tural, por exemplo o variograma da Fungdo Aleat6ria representativa da regionalizagdo dos teores estudados.

Sendo Z (x) a Fungfio Aleatéria estudada, pontual ou considerada como tal & escala da estimaclo
projectada, estacioniria de 2.* ordem, de esperanca:

E[Z(x)] = m(constante)

Vamos supor conhecido o seu momento de 2.* ordem:
E {[Z(x)-m] [Z (x+h)—-m]}=C(h) — covaridncia centrada
ou E({[Z(x+h)-2Z(x)]2} =2. y(h) — variograma
— A informacdo experimental é constituida por um conjunto discreto de N teores Z, (com i=1 N).

1

Estes teores Z, sdo, ou teores pontuais Z(xl) ou teores médios Z = — f Z(x) dx definidos em suportes
Vi Yy

de dimensdo v, (volume, superficie ou comprimento). Introduzindo a hipétese de estacionaridade todos estes

suportes tém por esperanca m: E[Z,] =m V.
— O propé6sito da Krigagem é o de obter o melhor estimador linear do valor médio de Z(x) num domi-

nio V (bloco, painel, totalidade do depédsito ou simplesmente num ponto de espacgo): Ly = % f Z(x)dx
i

G

* -

O estimador de Krigagem: Z,_ tomarad entdo a forma: 7 = Z I Zy
1=I

em que 0s A sdo os ponderadores a afectar a4 informacdo experimental.

2 — EQUACOES DE KRIGAGEM

O estimador de Krigagem deverd ter as seguintes propriedades:
—Z: deve ser um estimador nfo enviezado isto é: E [}{\_ - /:1 R 2 dp =14
4
]

— A varifincia de estimacfio (varidncia de Krigagem) deverd ser minima, o que conduz ao seguinte
sistema linear de equacdes (sistema de Krigagem):
2 HhTO,v)—p=CM V) VI=LN
i

3y =1
J

A variéncla de Krigagem escreve-se:

ol =E[Zy—Z{]"=C(V,V) +— 3 h T (%, V)
1

Podem-se estabelecer as equacdes de Krigageém partindo do variograma y(h) em vez da covariincia
C(h). Obtém-se entdio o seguinte sistema de equagdes:

Yo7, y)+e=7(v, V) , VIi=LN
)

Z),j — 1

j

=Y 0T, VVFE=T (V,V) &Y
1
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Em notacio matricial o sistema de Krigagem escreve-se:

(2] =[6]"". [M]

[6] =< [2] = [M] => _ _
o =[] M =7 (V,V)

4

em que a matriz do 1. membro ou matriz de Krigagem [G] se escreve:

;(vl 2 [ (¥, V) e 7(\!,\"\) 1

o | 7m PO R R
:;(Vv Vidisnmaas /{"_\',"l" ....... ;(vx‘v‘\.) 1

1 1 1 \ 0

Note-se que a matriz de Krigagem é simétrica:

A matriz dos ponderadores de Krigagem [A] e a matriz 2.0 membro [M] sfo duas matrizes-coluna:

K Y
= | SRR
2 7 (v4.V)
I 1

A variincia de Krigagem o': nfo é sendo o produto da matriz transposta [A\]' pela matriz 2.° membro
[M] menos o termo y (V, V).

OBSERVACOES AO SISTEMA DE KRIGAGEM

1-— O sistema de Krigagem é um sistema de (N+1) equacdes lineares a (N+1) incégnitas que sfo
os N ponderadores A, das N informacdes experimentais Z e o parimetro de Lagrange p. Demonstra-se
que o sistema de Krigagem é sempre regular, isto é fornece sempre uma solugio flnica.

2— A Krigagem, estimador linear e nfio enviezado, é também um interpolador exacto isto é, se o
suporte V a estimar se confundir com o suporte v, de uma qualquer das informacgdes experimentais dispo-
niveis, o sistema de Krigagem fornece:

— Um estimador Z_ idéntico ao teor conhecido Z, desse suporte v, =V.
— Uma varidncia de Krigagem nula: o] — E[ [7; _ 211‘? }=0

Isto significa que a «superficie Krigada» passa pelos pontos experimentais,

TECNICA 451/452 141



Esta propriedade nfo é verificada por todos os processos de estimagfio, em particular pelos processos
de ajustamento polinomial utilizando o método dos minimos quadrados.

3 — A escrita dos sistemas e variincias de Krigagem com as notacgdes simbélicas v ou C é perfeita-
mente geral quaisquer que sejam os suportes Vs v, da informagdo e o suporte V da grandeza a estimar.

Assim, certas informagdes v, podem estar inclusas em V: v, © V. As informagdes podem ainda sobre-
por-se parcialmente v, V; % ¢. Pode-se ainda considerar como (N+1)" informacfo a média aritmética das
N informacgdes jA consideradas.

O tipo de estrutura subjacente caracterizada pelo variograma y(h), embricado ou néo, isbétropo ou
anisétropo, também nfo interfere na forma genérica do sistema de Krigagem.

4— O sistema de Krigagem e a varidncia de Krigagem dfo, além disso, conta dos seguintes factos
essenciais que condicionam toda a estimacdo:

— Geometria do dominio a estimar: termo ? (V, V) de g-lk.
— DistAncia entre o estimado e o estimante: termos ;("1' V) do 2.° membro [M].

— Geometria interna da informacdo: termos 'f«(vl, "j) da matriz do 1.® membro [G].
— Estrutura subjacente caracterizada pela funcfdo estrutural semi-variograma vy(h).

Note-se ainda um facto extremamente importante, a variancia de Krigagem:

g, = [Alt. [M] —?(V, V) ndo depende sendo da estrutura y(h) e das geometrias e ndo dos valores
efectivos da informacao.

Pode-se portanto, conhecendo y(h), prever a qualidade da Krigagem deste ou daquele painel V com
esta ou aquela configuracdo da informacgéo.

Este facto permite optimizar o reconhecimento das jazidas (V.g. seccio Geostatistica como instru-
mento de Planeamento Mineiro).

5—A matriz do 1.° membro [G] nf#o depende sendo das geometrias relativas internas (v,, v,) das
informacdes disponiveis e ndo depende da geometria do painel V a estimar. Isto deve-se ao facto de o sis-
tema de Krigagem ser um sistema linear de equagdes o que conduz a que a duas configuracdes de informa-
¢do idénticas corresponda a mesma matriz [G].

As duas matrizes-coluna solucdo [)] e [)'] obtém-se entdo pelo produto da mesma matriz inversa

[G] -1 pelas 2 matrizes coluna do 2.° membro:
-1 -1
(A = [G] . [M] e (A1 =1[G] . [M]

2.1. — Composicao de Krigagens

Na prética o estimador global de uma zona ou mesmo de todo o jazigo é obtido por composicio dos
estimadores de unidades locais (painéis ou blocos).

Como vimos atrids (observacdo 5 ao sistema de Krigagem) o suporte V a estimar s6 intervém no
2. membro do sistema. Assim a solugdo do sistema de Krigagem: [A] = [G] —1. [M] é& linear em V.

Seja A, (x) a soluciio da Krigagem do teor pontual Z(x) implantado em x, a partir de uma dada confi-
guracéo de informaclo (C). A partir da mesma configuragio (C), procura-se agora Krigar o teor médio:

7 (x) d x
\.'

v =
definido no suporte V. A solugdo A, (V) desta Krigagem seri entdo:
1
_1,:_\.’)=? Vll(x}dx , ¥ige C

H4 portanto combinacdo linear das Krigagens pontuais para constituir a Krigagem global de V.
Donde se conclui que é indiferente Krigar directamente a média global para todo o jazigo ou proceder
por composiclo de Krigagens locais. ’ :
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Esta propriedade é extremamente (til pois permite calcular imediatamente, por simples ponderacéo,
o melhor estimador do teor global de um jazigo a partir dos teores Krigados para cada painel em que ele
foi dividido.

A estimacdo painel a painel é deste modo perfeitamente equivalente a estimacfo global.

Observacdes:

— A varidncia de Krigagem:o® —E 2y — ZV]’ } ndio se obtém por simples combinagdo linear das
varidncias de Krigagem pontuais.

— O teorema de composicio de Krigagens supde que todos os estimadores sdo construidos a partir da
mesma configuracio de dados.

3 — KRIGAGEM EM PRESENCA DE DERIVA — KRIGAGEM UNIVERSAL

3.1. — Introdugiéo

Consideramog até agora varidveis regionalizadas Z(x) tais que E[Z(x)]=m =constante.

Existem no entanto muitos fenémenos para os quais a hipétese de estacionaridade ndo é valida.

Assim, por exemplo, a plataforma continental afunda-se progressivamente e em média um ponto mais
afastado da costa apresentari uma profundidade maior, Esta deriva m(x) ¢ além disso, o factor preponde-
rante de variabilidade entre as V.R. [1].

Em certas zonas de um jazigo pode-se detectar a existéncia de uma deriva (empobrecimento progres-
sivo nas zonas limitrofes do jazigo, por exemplo). B portanto necessirio de tomar em linha de conta a
deriva quando se pretende efectuar a estimacido por Krigagem dessas zonas do jazigo.

J a

painel a estimar

/\I

sondagens disponiveis

Assim, por exemplo, consideremos uma lenticula mineralizada cujos bordos terminam em bisel. Pode
acontecer que se tenha que estimar a possanga média de um painel de borda a partir de sondagens situadas
fora do painel.

Uma Krigagem estacioniria como qualquer outro processo de estimacfo estacionirio sobreavaliard
inevitavelmente a possanca média real do painel. E portanto mecessdrio ter presente a deriva das possancas
na direccdo ¢ de empobrecimento da lenticula.

Em gravimetria é usual distinguir duas componentes do campo gravitico: uma componente regional
e uma componente local.

Esta separacdo é utilizada nos problemas de interpolacio e extrapolacfo da gravidade distinguindo-se
uma componente determinista denominada deriva regional («regional trends) e uma componente nio deter-
minista que tome em linha de conta os desvios locais tomados em relacdo a deriva.

Os métodos correntemente utilizados para resolver este problema sio métodos de ajustamento polino-
mial que consistem em minimizar a soma dos quadrados das distincias entre os dados experimentais e a
deriva. (minimos quadrados). O modelo subjacente a tais métodos pressupde que o fenémeno é a soma de
uma componente deterministica e um termo de erroe(x) com média nula, varidncia constante e sem auto-
-correlagao (ruido puro):

k
Z(x) = 2 a, ' (x) + e(x)
1=1
Este modelo que pode ser adequado quando as varidveis aleatérias sfo independentes, revela-se con-

tudo inapto para representar fenémenos espaciais em que a autocorrelagio desempenha um importante papel.
O modelo adaptado na Krigagem Universal (K. U.) € o seguinte: o fen6meno em estudo é visto como a reali-
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zacio de uma funcdo aleatéria Z(x) que € a soma de dois termos: Z(x)=m(x)+Y(x) em que m(x) € a
componente determinista chamada deriva que € igual ao valor expectivel de Z(x) no ponto x:

m(x) = E[Z(x)]
Admite-se que a deriva admite uma representagao sob a forma:

m(x) = 2 a, f' (x)
1

Y(x) é a componente aleatoéria denominada residuo. Este termo mao deve ser confundido com o termo
¢ (x) dos minimos quadrados e isto porque Y(x) € uma fungido aleatéria com estrutura proépria.

3.2, — Sistema de Krigagem Universal

.

1
Suponhamos que queremos estimar o teor médio: 2, = v ’ v Z(x) dx a partir da informacédo dispo-
1 .
nivel constituida, por exemplo, pelos N teores médios %, = — ’ Z(x) dx em presenca de:
v v
- I
k
— uma deriva m(x) = E a f'(x) de forma suposta conhecida
1=0

—um variograma +(h)

*
Tomemos um estimador linear da forma: ZKU = IE )‘i Zi

Os ponderadores sio escolhidos de modo a que as condi¢des de ndo enviezamento e de varidncia minima:
sejam respeitadas:

-
(1) E[Z, —Z;,] =0 ndo enviezamento

O que conduz a:

1 1
‘ E = 1 e = 1 | 2 =0
t y N f‘n f'(x) dx fv f (x) dx_ : a,

O que € uma identidade em a,, Donde; designando por:

1 1 1
bvz—{‘ f'(x) dx
v

L

vem:

Z 8 bf_: b'v V1=0k

(2) Varidncia de estimag¢do minima
A minimizagdo de o2 =B[Z, ~2% |7 sujeita aos constrangimentos de ndo enviezamento obtém-se
classicamente através do formaliismo de La.gra.nge e conduz ao sistema de Krigagem seguinte:

Y MTE Y+ Y bl =5 V) ¥ =1LN
|
PIRILS
I
k
Z N vy, V) +Z w bl =Y (V, V)
J =0

Il
o
<

¥, =0k

144 TECNICA 451/452

__4



Observagoes:

— O sistema de Krigagem Universal é um sistema de N+K+1 equagdes lineares a N+K+1 incégni-
tas que sdo os N ponderadores de Krigagem ), e os (K+1) parametros de Lagrange.
Demonstra-se que este sistema é sempre regular, isto é que admite uma solucfo lnica, se e somente

se as (K+1) funcdes f'(x) forem linearmente independentes sobre o conjunto das N informacgdes, quer dizer
se o sistema:

Z 3 -b:iz 0

¥, = 1N ¢ =0, ¥

— O sistema de K. U. conduz ao sistema de Krigagem estaciondria fazendo K = 0: m(x) = a0 = cons-

tante. Com efeito f (x) =1 e b?=1, V . Dos (K+1) constrangimentos de ndo enviezamento:

1

E ll' b"j
I

— O sistema de K. U. aparece como um sistema de Krigagem estacioniria ao qual se juntaram K equa-
¢des suplementares correspondentes aos K termos a, £'(x), 150, da deriva m(x).

A matriz 1. membro [GU] do sistema universal obtém-se completando a matriz 1. membro [G] do
sistema estacionirio com K linhas e K colunas:

1

b\n

¥, 86 resta um: 3 % =1
]

H —
\;l'";_‘w} _____________ ?l"._",] _____________ 1 hi“l ................. hl"i ................. htl
(K] | )
; o b ool X
i b" by, b.r‘
"F(v“\") ............ 7 (Ve V) s 1 b"“ ............... hi".\' ................ btn
QU] = 1o, Lo, 0 \p ................... Bisisviaaing 0
i S ’ LYY O, 0
bl e b._. ...... 0 : \
bl eversersersenererns Bl eoreaersassensense 0 Ly 0 i o 0
i i E \
L ...................... l .................... (1] (Il ...................  § 0
b": b‘,‘ \

Note-se que a matriz [GU] permanece simétrica.
Para as matrizes coluna desconhecidas [LU] e 2. membro [MU] vem também:

-11— _7("!!\")_ ?
. 7 (¥ sV) N+1 linhas
[AU]= o [MU] = 1 i
1
lui.‘ b;v k linhas
f*;k by |
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O sistema de Krigagem Universal sendo: [GU]. [ U] = [MU], a variancia de Krigagem escreve-se:

gy = L UT'. [MU] = (V, V)

— Da Krigagem estacionaria a esperanca desconhecida a Krigagem em presencga de deriva vido apare-
cendo condicbes de nao-enviezamento cada vez mais numerosas. A esperanca desconhecida mas suposta
constante m, (Krigagem estacionaria) aparece a condigao unica: J A, = 1. Quando a esperanga € desco-

i
nhecida e nio estaciondria mi(x), aparecem (K+1) condigbes sobre os ponderadores.

Quanto mais mumerosas sio as condigdes, quer dizer quanto mais complexa é a estrutura da espe-
ranca desconhecida, mais dificil serd a estimacfo, quer dizer mais forte serd a varidncia de Krigagem. O que
se ganha protegendo os riscos de enviezamento devidos a uma eventual deriva perde-se em varidncia de
Krigagem.

4. — COKRIGAGEM
4.1, — Introdugéo

O objectivo da cokrigagem € o de melhorar estimacgdes locais tomando em consideragdo a informagéao

adicional trazida por uma varidvel diferente da que se pretende estimar.

Acontece por vezes que se estima uma grandeza, o teor em Pb dum painel, por exemplo, nao s6 a
partir da sua regionalizacdo em Pb, insuficientemente reconhecida, mas também a custa doutra regionali-
zacao, a dos teores em Zn por exemplo.

Um outro exemplo é a estimagdo do teor em U O, & custa da informagdo existente sobre teores e
da radiometria dos furos de sondagem o que constitui outra variavel regionalizada cuja estrutura apresenta
forte correlagdo espacial com a dos teores em UAOR.

B evidente que a utilizacdo da cokrigagem s é 1til quando:

— a informacado disponivel na varidvel em estudo € insuficiente para obter boas estimativas;

— a correlacido espacial entre as varidveis € suficientemente forte para que a varidvel adicional traga
algum ganho de informacao que sirva para a estimagio da primeira.

Sejam entdo K funcdes aleatérias intercorrelacionadas:
Z,(x), Zy(x), ..., Z(x)
sendo os seus momentos dados por:
momento de 1. ordem: E{Zk(x)} =m,
momento de 2." ordem: E{Zk, (x+h) Zk{x)} —m,m = Ckk, (h)

ou:
B{[Z, (x+h)—Z, (x)] [Z(x+h)-Z_(x)]} =2 v, (h)

Yo (h) designa-se por variograma cruzado das varidveis k com k.

4.2. — Sistema de Cokrigagem

Consideremos entdo a estimacdo do teor pontual Z, (x, ) a partir da informacédo constituida por:

N, teores pontuais Z (x,), ik =1, N_ ¥y

*
Seja Z, (x.) o estimador de cokrigagem:

*
Zicy (Xiy) = E A2y () + E Mg Zy (x5) + . F %)“ﬂ( Zy (Xig)

il iz
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A condigio de nédo enviezamento conduz a:

B, (%) = Zry (%)) =0 => Y hu,=1e Y % =0 ¥ ketk,
ik

A minimizagio da variincia:

Gy =B [ 2y (%) ~Zny (%) ]}

com o0s K constrangimentos precedentes conduz ao sistema de (E N +K)|aquaqbas lineares designado
por sistema de cokrigagem:

"
DY it Gie X) = Yige (i Xe)r VK e vk
k=1 ik=1
Ni,
z T =1
ik0=1
N
> M =0, ¥ kk,
ik=1

A variAncia de krigagem é dada por:

z
Oko = E 2 M Y (R X)) o, — Mg, (B X))

k ik

Supondo duas varidveis 1 e j vem em notagdo matricial:
[CK] X [A] = [M] => [\] = [CK]™' X [M]

A matriz do 1. membro ou matriz de cokrigagem escreve-se:

T (X X)) ———— (X Xx;) 5By ¥y ) (X} Vi) 1 0
| | | | |

Yoy (K %) ———— (K10 Xxy1) iy Kxgr Vi) ————7;; (Xxs Fxpy) 1 0

Ty T X)) ————7;; (¥4 Xeps) ¥ Wip Yy)———71;Vy ¥oege) 0 1

[CK] = |
Ty (s %) ————7;; (Fx00 Xnp) ¥y Iy ¥yl ———7; (¥ Yn0) 0 1

P | | 0o 0

0 0 1 1 (I
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e as matrizes coluna solucido [)] e matriz 2.° membro [M] sio.

p v (X, V)

}.\l.. _?j(x‘i" V)
e )\'lj M = Tiiiyr;‘ V)

Ay ?.:i(yl\-lj. V)

Hy 1

Ity 0

A varidncia de Krigagem vem na mesma notacio:
oo = — v (V, V) + [AJt X [M]

féormula esta idéntica 4 de krigagem estacionéria.

5.— ESTRUTURA BASICA DE UM PROGRAMA DE KRIGAGEM
Os dados de partida de um programa de krigagem sido os seguintes:

— um ficheiro de amostras com os respectivos teores e coordenadas.
— um ficheiro de blocos a serem estimados (caracteristicas geométricas e implantagao espacial).

— um modelo para a fungdo variograma.
Para cada bloco a krigar serd repetido o processo seguinte (ver fig. 1):

— Considera-se um bloco.

— O ficheiro das amostras é percorrido, procurando-se as amostras que caem na zona de influéncia
(auréola) do bloco.

— Uma vez encontradas, sio calculadas as covariincias destas amostras, o que define a matriz
1. membro do sistema de krigagem [G].

— Sio calculadas as covaridncias destas amostras com o bloco a krigar o que define a matriz coluna
2. membro do sistema de krigagem M (ver fig. 1).

— O sistema de krigagem: [G].[)] = [M] ¢é resolvido para a determinacio da matriz-coluna dos
ponderadores ou coeficientes de Krigagem [)].

— O estimador de krigagem do teor do bloco é obtido multiplicando os ponderadores pelos teores das
amostras retidas.

— A precisdo da estimacgio é calculada pela férmula (1).

5.1. — Observagbes

5.1.1. — Pesquisa das Amostras

Na maior parte dos programas que utilizam os métodos clissicos (método dos poligonos, das distan-
cias ponderadas, ete...) a pesquisa das amostras que intervém na estimacéo dum bloco é realizada a duas
dimensdes por poligonos ou por cones no espaco a 3 dimensdes. Isto é feito para assegurar uma represen-
tagido uniforme para todas as direcgdes do espaco de modo a evitar o efeito de «éeran» que se verifica
quando ocorrem concentragdes de amostras preferencialmente em certas direcgdes.

Este cuidado € desnecessirio em krigagem e isto porque a introducdo das covariincias entre as
amostras provoca uma distribuicio automética da influéncia pelos constituintes do grupo evitando a sua
sobrerepresentacio no sistema de krigagem.
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PROGRAMA DE KRIGAGEM
(DIAGRAMA DE BLOCOS)

7 INPUT:

‘COO‘FDENADAS DA INFOR-
MACAO

*PR AMETROS DO VARIO-
GRAMA

DIMENSOES E ORIENTA-
GAO DOBLOCO A KRIGAR

v

CALCULO DO VALOR

MEDIO DO VARIOGRA-
MA NO BLOCO (VARI-

ANCIA DUM PONTO
NO BLOCO!

4

PESQUISA DO BLOCO
A KRIGAR

FIM DO
PROGRAMA

PESQUISA DA INFOR-
MACAO EXISTENTE
NA AUREOLA DO
BLOCO

N _(ExISTE

DEFINIGAD DO ESTIMA-
DOR DO TEOR DO BLOCO

S

CALCULO DAS COVARI-
ANCIAS ENTRE AS
INFORMACOES (EX:
SONDAGEM A SONDAGEM|

I

CALCULO DAS COVARI-
ANCIAS ENTRE AS IN-
FORMACOES E O BLO-
CO A KRIGAR

I

Fig. 1

RESOLUGAO DO SISTE-
MA DE MAT HERON




5.1.2. — Calculo das Covariancias

em que V é o volume do bloco Z_ e X, ¥, e z sio as coordenadas da amostra X.

o que conduz a assimilar cada suporte v, & reunido de N; pontos Xlk. k =1, N, dispostos segundo malha
regular em V.

A covariancia do bloco Zu com a amostra X.i: [ . é por definicdo:

o™i

y (Vx=x)2 + (y-y,)? + (z—2)? ) dx.dy.dz

O céleulo desta covariancia é feito pelo processo numérico ilustrado na fig. 2.
Os wvalores médios ?(vl. vj) sdo calculados numericamente, discretizando cada um dos suportes Vi Yy

| /
—— -f—l-—-
/—\ | v 1 l
Ki i K] 1 o | e
Kk k IL,/I—‘ ‘*—,7- +/7
; L7 T2
[ ol e
= ook ol o
= !o/’*.._ .l/,.._i-——
U ja 4_/_1{__
\"l s |/
v
Fig. 2
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Uma nova parametrizacdo de jazidas minerais

RESUMO

Apontam-se algumas limitagbes a prdtica habi-
tual do critério de rejeicdo baseado sobre pequenos
blocos e respectivo teor tal-qual.

E-se assim conduzido a considera¢do do bloco de
beneficiamento e @ construgdo da caracteristica opti-
mal, a qual permite orientar a escolha do projecto
optimal e, traduz, portanto a parametriza¢do mais
significativa.

Mostra-se seguidamente que o controlo do des-
monte é realizado apés parques de homogeniza¢ao e
desenvolve-se a teoria bdsica que permite a avaliagdo
das politicas de constituigdo e retoma de tais parques.

1. INTRODUGAO

1.1. S6 em fase preliminar do planeamento da
exploraciio de uma jazida se justifica reportarmo-nos
4 distribuicfo de teores exibida pelos trogos dos tes-
temunhos das sondagens S, visto que o respectivo
histograma tem malior variincia de dispersio do que
o dos blocos tecnolégicos V, sobre os quais se ird
exercer a decisdo de tratar ou nfo tratar ou ainda
de como tratar o minério.

A conhecida relagfo de aditividade de Krige
mostra como se relacionam as varifncias de disper-
sip em causa (1).

k] 2 2
Tyin = %ip — v

Deve tambgm notar-se que se sabe calcular ci, i
uma vez que, pelo menos, exista variograma e V
seja uma particdo de D ou ainda V < D:

f:’m_ = 7(D,D) —7(V, V)

Por outro lado, se as sondagens forem suficien-
temente abundantes, os primeiros momentos espa-
clais das duas distribuicdes serio aproximadamente
iguais:

(1)

(2) % costume admitir-se a estabilidade da lei se:
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ABSTRACT

Some limitations are pointed out concerning the
usual cut off criterion based on small blocks and
respective crude ore grades.

By this via the concepts of beneficiation block
and optimal characteristic are built up. This charac-
teristic is useful for framing the design of the opti-
mal mining project. Thus, it is the convenient way
for the parametric description of an ore body.

It is also shown that the exploitation control is
usually carried out on the output of a stockyard.
The theoretical basis which governs the adequate
stacking and reclaiming stockyard policies is deve-
loped.

2, =0

Ou, consequentemente, admitida a ergodicidade
do primeiro momento:

E[Z,] = E[Z,]

Todavia, a estabilidade da lei de distribuicdo néo
se pode garantir (2), excepto no caso gaussiano que
& anormal entre as varidveis regionalizadas, como se
sabe.

Quer dizer que o histograma dos teores verda-
deiro dos blocos V &, na maioria dos casos, inaces-
sivel.

O que se conhece é a distribuicdo dos seus esti-
madores, que, no que se segue, consideraremos esti-

®
madores de krigagem Z .

Assim, por definicdo de estimador néo enviezado,
como & o de krigagem, seri:

Alids, a esta mesma conclusio se pode chegar sem recorrer a citada relacao de Krige I5].

2 2
qK\'/D\' £ 02
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B(2,) = E(Z,)

Contudo, este estimador sub-estima a variancia
de dispersio dos teores reais, como mostra a relagdo
de atenuag¢do na sua expressio pratica:

Dy ~(D}) 4 7y
Dy =E[(z,—m)']

(Dy)"=E [ (73— m)']

com:

N

B [ S SN ETINE <

Oy —EL(Z, =2 |=1ND o,
i

Portanto, o teor de corte baseado nos estimado-
reg de krigagem dos teores dos blocos V pode, ji por
esta razdo, ndo ter muito significado.

Porém, durante a exploracio, admitindo mesmo
que o bloco de decisio continua a ser o que foi como
tal adoptado no planeamento, surge informacfo adi-
cional que resulta da amostragem de controle que
precede o arranque nas frentes,

Dai que aplicando mais uma vez a relacio de
aditividade, serd, ji que nova krigagem é possivel:

D;, —= (D)™ a

e porque é certamente

o N

KV = “K,yV

ter-ge-4:
(D9)** £ (DY)

Isto €, o teor de corte inicialmente escolhido tem
pouco interesse ao nivel da exploracdo, porque ha-
verd que corrigi-lo & medida que a informacio nova
surja, o que ndo tem significado, jA que o critério
de rejeiciio € um conceito global e ndo local.

Para sair deste impasse, pode recorrer-se a kri-
gagem disjuntiva com a qual, em situacgdes favoraveis,
¢ possivel prever o histograma futuro dos teores
dos pequenos blocos, condicionado pela informacio de
que se dispde ao planear a exploragio.

Naéao abordaremos aqui este importante progresso
da Geoestatistica mineira.

1.2. Por outro lado, o teor de corte baseado no
teor tal-qual é, em geral, uma aproximacio grosseira
da anilise econémica que assume, posto que a mar-
gem monetiaria por unidade de peso de minério tal-
-qual calculada a saida do concentrador é:

by =Ry pey— (m41)y

= NypZy — (m+1)y

Dai, que o teor de corte econdmico (baseado no
critério marginalista mineiro) se nfio possa estabe-
lecer com o teor tal-qual, embora razdes tecnologi-
cas, muitas vezes, exijam um primeiro nivel de rejei-
cdo baseado naquele teor. Com efeito, a maioria dos
processos de tratamento nfo pode garantir teor mé-
dio de concentrado acima de certo limite se o con-
centrador ndo for alimentado com teor médio tal-
-qual superior a determinado limiar.

Surge, todavia, desta anilise, uma situacdo nova
que importa explicitar.

Efectivamente, o rendimento em metal e O
rendimento em peso R e o teor do concentrado ¢
determinados por ensaios padrdo bem definidos (1),
quando reportados a resultados industriais, sio varia-
veis regionalizadas mais regularizadas do que o teor
tal-gqual.

Quer dizer, os variogramas respectivos tém am-
plitudes superiores aquela que exibe o de Z .

E por essa razfo, induzem volumes de influéncia
madiores. B, portanto, mais fAcil encontrar similitudes
utilizando parimetros mineralirgicos do que quando
se lida com teores tal-qual para agrupar blocos for-
mando <«clusters» |JV coerentes que constituirdo os
blocos de beneficiamento.

Contudo, os processos industriais de que os refe-
ridos ensaios padrdo pretendem ser as réplicas néo
sdo, como se sabe, operacdes totalmente determinis-
ticas. Contém, por isso, componentes aleatérias, cer-
tamente correlacionadas, em certa medida, com Z .

Quer isto dizer que os variogramas das varidveis
reais 7, R, e ¢ devem exibir significativo efeito
de pepita.

Portanto, se se pretender estimar g, R e c
tomando por suporte o volume V, que é normalmente
pequeno, pois se trata do bloco de escolha de des-
monte, é de esperar que as variincias de krigagem
aumentem sensivelmente em relacdo as dos teores
tal-qual e, além disso, que o chamado efeito de
«6crany se desvaneca acentuadamente, tornando os
cdlculos mais onerosos.

Deve, por isso, fazer-se a estimaco baseada em
blocos de volume |JV nitidamente superior aos usados
quando se estima os teores tal-qual.

Todavia, a avaliacio da massa mineral e do res-
pectivo teor médio tal-qual, é 6bvio que deve fazer-se
a custa dos dados directamente obtidos na prospec-
¢do, pesquisa ou reconhecimento.

E de notar, porém, que muitas vezes ndo se
ganha grande coisa em krigar, sendo preferivel efec-
tuar os cdlculos baseando-nos nos volumes de influén-
cia: a variancia da extensio & jazida do teor médio
das sondagens conduzird a erro razodvel para o teor
médio e massa mineral assim calculados.

1.3. Outro aspecto que ¢ relevante, embora pou-
co referido, é que o histograma da jazida ou de parte
importante da mesma ndo é estivel as operacdes de
desmonte, se se nido tomarem cuidados apropriados

(1) Para cada tipo de minério que e hoja caracterizado na joazida.
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Dai, a vantagem, ou mesmo a necessidade de
organizar a exploracdo tentando estabilizar o pri-
meiro momento do teor do concentrado e, se possivel,
também o do rendimento em peso ou em metal res-
pectivos, o que se consegue se se puder explorar ré-
plicas da jazida ou de parte importante desta refe-
ridas a certas bases de tempo [2].

2. CARACTERISTICA OPTIMAL

2.1. Entende-se por parametrizacio o estabele-
cimento de bijeccdes entre a tonelagem tal-qual ou a
massa mineral ou ainda o teor médio e determinado
pardmetro de contréle que pode ser o teor de corte
do minério tal-qual, o teor de corte do concentrado,
o valor de corte do rendimento em metal, etc.

Quando a parametrizacio se faz a custa das
varidveis mineralirgicas, pde-se o problema de esco-
lher, para cada bloco de beneficiamento UV, o mais
adequado ponto de funcionamento de forma a maxi-
mizar a margem monetiria total nfo actualizada B,
minimizando a perda em metal, uma vez fixadas a
reserva total a explorar Q e a taxa de desmonte r.

Tem-se entfo:

B=Up—-(fC+ M(Qr) +L(Qr))

Considere-se, para resolver este problema, o es-
paco das configuracies mineralirgicas T X U.

Trata-se, obviamente, do espaco dos estados do
sistema jazida/beneficiamento.

Cada afixo P — T X U representa um ponto pos-
sivel de funcionamento desse sistema, que resultara
de explorar todos ou parte dos blocos de beneficia-
mento (JV, realizando, em cada um deles, determi-
nada operacio mineralirgica (considera-se, por ra-
zbes metodolégicas, como operacdes distintas, regu-
lagoes diferentes do mesmo processo mineralirgico).

Notar, que este espago nao inclui componente
temporal, embora se possa falar em trajectéria do
afixo P, significando com isso que se adopta certa
relaclo de ordem nas configuracdes possiveis do sis-
tema.

Esta é, alids, uma situacdo tipica da programa-
cio dinAmica, quando aplicada a estrutura de um
gistema susceptivel de combinatéria entre estados.

Assim, o estado inicial do sistema serid definido
pelo afixo P (T, U ): O estado inicial €, portanto,
a imagem do minério in situ.

Muito raramente, como ¢ sabido, esta configu-
racdo inicial & aceite pela tecnologia de juzante,
quanto mais nfo seja porque T, é inferior ao minimo
por ela exigido.

Ha pois que considerar outro afixo P(T, U) para
que aquele pre-requisito seja satisfeito.

Por isso se pde a questio de saber como organi-
zar a exploracio do sistema jazida/beneficiamento,
de forma a passar de P a P com perda minima em
metal U, uma vez que se nio conhecem processos de
exploracio sem perdas.

E 6bvio, que a perda em metal serd minimizada,
se de P se passar a P seguindo a trajectéria extre-
mante (maximizante) da funcional linear

.:f

To

AL lar
dll

Trata-se claramente de um problema do calculo
das variacbes e, como tal, pode ser resolvido no do-
minio do continuo.

Usar tal método implica, porém, interpolagdes
analiticas das aplicagdes R — ¢ trabalhosas e, como
sempre, duvidosas, sem vantagem adicional, por-
quanto a classe dos processos minerallrgicos prati-
camente admissiveis forma conjunto discreto finito.

Assim sendo, poder-se-ia, entre outros, usar o
algoritmo de Bellman discreto, pois é vilido o prin-
cipio da optimalidade.

Felizmente porque R(y) € um convexo, mostra-
-se¢ [3] que o conjunto de operadores

* R

E— L

[A' (Re)

construidos transferindo sucessivamente cada bloco

de beneficiamento (JV do ponto de funcionamento

correspondente a concentrado de teor mais baixo

(e, portanto, de rendimento em peso mais elevado)

para o ponto de funcionamento possivel relativo ao

teor imediatamente a seguir, fornece critério muito

mais simples e muito menos oneroso para maximi-
zar I.

Com efeito, estabelecida uma relagio de ordem
total em E, induz-se uma ordenacdo em (T}.

Assim, fixado T, basta procurar a p (E) c E
ordenada, cujo supremo conduz a atingir-se T.

Demonstra-se [8] que, deste modo, se alcanga T
com perda em metal U minima:

*R
max(I|T)-)sup'?) L - IT
A (Re)

Variando T, obtém-se a bijeccdo optimal de U
em C, a qual é, alids, o convero superior das confi-
guracdes possiveis do sistema, projectado no espaco
Uxece

Aquela bijeccio chama-se caracteristica opti-
mal [4], porque traduz a curva de Lasky generali-
zada optimal da jazida, tomando em consideracéo o
desenvolvimento tecnolégico coevo e a informacéo
disponivel,

2.2, Em relagio a esta caracteristica optimal
da jazida, qualquer projecto de exploracgéo fica de-
finido pelos parametros

M(Q,r)+L(Q,r), que determinam a taxa de
desmonte r em minério tal-qual a Q
fixado, ou vice-versa;

(1) Notar que, no espago U X C ¢ representa uma recta de coeficiente angular f/p e de trago em U igual a (M+Q)/p.
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p que reflecte o mercado; e
f que introduz a localizacdo da jazida atra-
vés o frete.

A margem monetaria global nio actualizada de
qualquer projecto é expressa, no espago U X C, por

B/p=U —§
com E W C f/p+ (M(Qr) + L(Qr))/p

onde a parcela subtrativa representa os custos, ex-
pressos em unidades do valor pro-rata de metal con-
tido no concentrado e B/p a margem global néo
actualizada expressa na mesma unidade (2).

Em relagio a determinado projecto, o teor %
optimal é o que corresponde a Sup (U— £} e ao ponto

de funcionamento {I},é] optimal.

Notar que pode dar-se o caso de ser, por toda a
parte, U— ¢ negativo.

Num caso destes, nio querendo funcionar com
margem negativa (isto é, desenvolver actividade sub-
vencionada), haveri que mudar de escaldo de produ-
gao, aumentando-o para diminuir M(Q,r) +L(Q, r),
isto ¢, a despesa total de lavra e beneficiamento,
fixado Q.

Em certos casos, por razdes de integragdo na
macro-economia, poderd ndo ser possivel ou conve-
niente aumentar o escaldo de producgdo. Haveri en-
tdo que rejeitar blocos da jazida, mantendo r fixo.

Mostra-se [8] que a politica que, neste caso,
minimiza as perdas em metal, consiste em abandonar
prioritariamente os blocos cujos teores dos concen-
trados sfo 0s menores.

Ao seguir-se tal politica, Q deixa de estar fi-
xado (porque diminui) e, portanto, mantendo-se r,
M(Q,r) + L(Q,r) diminul aproximadamente na pro-
porcfio da variacio de Q.

Nas aplicagbes, deseja-se conhecer M + L. com
o malior rigor possivel, o que 86 se obtém elaborando
ante-projecto ou projecto concreto.

Pode entdo utilizar-se qualquer critério aceitd-
vel de optimizacio da exploracdo, com Q livre, em-
bora limitado superiormente A reserva avaliada mas
com r fixado ou vice-versa, «mutatis mutandi».

Encontrar-se-4 assim (U- ¢) coerente com o
critério adoptado. Contudo, se se quiser garantir,
dentro de tal critério, perda minima em metal, os
blocos eventualmente a rejeitar deverdo ser, priori-
tariamente, os de menor teor de concentrado no ponto
de funcionamento correspondente & -caracteristica
optimal tedrica.

3. CONTROLE DE DESMONTE

JA4 se referiu que assegurar, para determinada
base de tempo, que o minério que se extrai da jazida
seja uma sua réplica, é condicio necessiria e sufi-
ciente para manter estAveis os histogramas.

E claro que esta pratica implica mistura de des-
monte, a qual, por si 86, nada diz sobre a variabili-
dade do minério tal-qual extraido, considerada que
seja outra base de tempo.

Trata-se de ponto que merece anélise mais deta-
lhada.

A variabilidade, em relagio a um valor médio de
qualquer parametro de controlo, avalia-se, como se
sabe, pela variancia, a qual s6 tem significado se se
fixar:

— 0 suporte (ou lncremento)

— o0 volume do lote (base de tempo)

— a localizacdo, na jazida, dos miltiplos in-
crementos que irdo constituir o lote.

A importincia da localizagfo resulta da acessi-
bilidade na jazida ndo ser total e, por isso, os incre-
mentos que constituem determinado lote a controlar
nfio podem ser colhidos de forma uniformemente dis-
tribuida em toda a massa daquela, mas apenas em
determinados painéis sucessivamente seleccionados e
preparados para desmonte em consequéncia de cons-
trangimentos vérios.

Admita-se, pois, que se escolhem n painéis V,

cujos teores médios krigados sdo m; e que deles
se extraem volumes v, na proporgio p,, cuja reunido
constitui o lote, a dispersio do qual se deseja contro-
lar. Sejam ainda os v, particdes de V, ou v, € V,.

Se v,, por hipétese, puder ocupar qualquer loca-
lizacdo no painel V , os estimadores das respectivas
dispersdes de teor serdio

[ [)'(v,) —| ; 'JTK\‘: + ?'(Vi ?VI} =7 ( W "l)

Portanto, o estimador da dispersio do teor do

(3)
lote L. ~ serd

[1)2(1,)];2(]3,?[0“( vl)]'): i€(1..n)

Por outro lado, o estimador do teor médio de L

seré, obviamente,
) BT .
lm(l.)] =p; M

Suponha-se também que os incrementos sdo se-
quencialmente depositados num parque, adequada-
mente manuseado, isto é, actuando como um opera-
dor linear continuo (filtro linear).

Seja Z o parametro em contréle (para concre-
tizar, Z pode supor-se um teor).

Ter-se-4 um fluxo de entrada no parque que se
caracteriza pela série cronolégica Z, (t) e um fluxo
de saida, pela série Z_ (t).

As massas ou volumes destes dois fluxos séo
iguais, em valor médio, calculado sobre base tempo-
ral adequada, embora possam apresentar taxas «¢ins-
tantaneas» distintas.

(1) Notar que, no espago U X C, f representa uma recta de coeficlente angular f/p e de traco em U fgual a (M+Q)/p.

5
(2) Ou em unidades monetfirias usuais.

(3) L é, habitualmente, o volume ou massa da pilha constituida no pargque.
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Tesapack

um sistema de segurang¢a
para todas as embalagens.

N&do ha embalagem que
dispense um fecho inteiramente
seguro. Para esse fim, é que
existe Tesapack. A fita Tesapack,
auto-adesiva,
resiste nas
embalagens de
cartdo fortes e
espessas e

mantém a sua aderéncia
e elasticidade sob todas

as condicdes atmosféricas.
Para todas as embadlagens,
quer sejam grandes ou
pequenas, largas ou estreitas,
baixas ou altas, o sistema
Tesapack - fitas e maquinas -
oferece sempre um méaximo de
seguranca.

Tesapack aumenta ainda a
rentabilidade das linhas de
embalagem, quer com

J

g
\-'f"‘:" .
maquinas simples, quer com
maquinas automaticas de
grande cadéncia. Tesapack,
uma gama completa de fitas
auto-adesivas para embalagens,
em todas as industrias.

£9)
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Tesa, sempre a solucéo do seu caso
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Por isso, e por ser mais significativo, é preferi-
vel substituir a varidvel tempo t pela variavel q,
significando massa ou volume:

Z, (t) = Z, (q)
Z (t) > Z, (q)

Se o parque actua como um filtro, existe a se-
guinte relacdo entre as duas séries cronologicas:

loa] ) q ;
2(0)= | Z(n(eas= [ 2fa)n(aye
o -G

onde 7 {:q-'.) & a resposta do pargue a impulsiao
de Dirac centrada em g a qual, escoado Aq, prati-
camente se anula

Isto €,

Z(q) =2 (a) * 1,
¢ a regularizada de Z pela fungédo de amostragem r .

Seja Ru{h) iRy ¥ ‘i'u o covariograma transitivo
associado a r  (q), serda [1]:

1) =70 R ()= [ [ ) ) 5) g

Ay by

K
onde: y_(h) e v (h) sdo os variogramas de Z_e Z,

respectivamente, calculados no suporte Agq

’ r (q) r(q + h)dg, por
o Aq

v
R M) =1 * .=
definicao

K é o valor médio do variograma vy, ponde-
rado por ru(q). ru( q') no suporte Aq; trata-se
de uma constante que se pode determinar
pela condigdo fromteira y (o) =o, isto ¢,
K=y +o0) * R, ( +0): B, pois, o efeito de
pepita de vy, no suporte Ag.

4. LISTA DE SIMBOLOS NAO DEFINIDOS NO TEXTO

Por outro lado, a variancia pontual do teor cor-
respondente ao lote L. serd (1)

DY(o/L)= 7, (LsL)= 7,(h )"
= 7(h)* Ry(h)"

SCOREXO

Se a resposta do parque, & impulsio de Dirac,
for estavel, sera Ru(hj constante.

Em qualquer caso, pode saber-se calcular ou

. (2) L
medir R (h) .
Donde
2 2 L
D (o/L) = D, (o/L) * R (h)

Todavia, o que de facto se controla, por amos-
tragem, é a variancia de uma toma de volume ¢.
Serd entio:

D.(¢/l.) = D.(o/L) — D.(ofe)

=7(b)" =7, (n)

o que se sabe calcular, visto poder-se conhecer o
variograma pontual do lote L a saida do parque,
feita a desconvolucio respeitante ao suporte Ap.

Vé-se assim, que a questdo do controlo, se reduz
a4 determinacio do variograma da série cronolbgica
de entrada Zc(t). Dai o interesse na fase de projecto,
em utilizar as técnicas da simulacido condicional,
condicionada pela acessibilidade.

— variancia do teor tal-qual verdadeiro do bloco V na jazida D

9y[p

trgm — idem da sondagem S

%y — idem da sondagem S mno bloco V

¥(D, D) — variograma médio da jazida D

Y(V, V) —- » » do bloco V

VGV YV ¥ — » » do bloco V, ou v, respectivamente

fw 53 — média espaciais de Zv e Zh, respectivamente, E[Z\,], E[Z_‘].‘., esperancas de Z, %, ete.,
respectivamente

Ckv — varifncia média de krigagem do bloco V

D — dispersio (varifncia a priori) dos teores verdadeiros

(1) Notar gue, tratando-se de variincia pontual, o efeito de pepita serd nulo.
(2) Recorrendo, por exemplo a um analdgico, método adoptado no Laboratdrio de Preparacio de Minérios do I. 8. T.
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(DZ)*, [D* (v,)]1*

—- dispersdo dos estimadores de krigagem dos teores de V e v, respectivamente

m=E|[Z.] — esperanca dos teores verdadeiros

5;\: — variancia de krigagem do bloco V|

(D‘\{;* — dispersido dos estimadores de «segunda» krigagem

R, — rendimento em peso do concentrado obtido do bloco V
My — rendimento em metal do concentrado obtide do bloco V
p valor da unidade do metal

By — teor do cncentrado obtido do bloco V

(n+1), — custos de lavra e tratamento por unidade tal-qual do bloco V
C — peso do concentrado global

U — metal contido do concentrado global

f — frete por unidade de peso do concentrado

M(Q,r) + L(Q,r)

despesa global de lavra e tratamento, fixadas Q e 1.

iy — teor do concentrado global

R — rendimento em peso do concentrado genérico

c — teor do concentrado genérico

m: — estimador do teor médio do bloco v,

p — proporgio do bloco v, na constituicio do parque L

1
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Teoria e pratica de amostragem de materiais a granel

segundo o formalismo de P. Gy

RESUMO

Eaxplicam-se os mecanismos geradores dos dife-
rentes erros de amostragem, identificam-se as varid-
veis de que dependem, estimam-se o0s seus dois
primeiros momentos e determinam-se as «qualidadess
que uma amostragem deve possuir e como se pode,
na prdtica, assegurar-lhas. Sdo analisados o0s pro-
cessos fundamentais de amostragem — partilha e im-
plantac¢do de incrementos — através de dois modelos
matemidticos: Modelo Probabilista e Modelo de Inte-
gragdo, utilizando a FEstatistica Cldssica e Geoesta-
tistica.

Apresentam-se exemplos de aplicacdo a materiais
a granel da indistria mineira, nomeadamente con-
cepgdo e cdlculo de instalagdes automdticas de amos-
tragem.

Tem, contudo, maior generalidade, sendo aplicdvel
a materiais a granel de outras industrias, nomeada-
mente metahirgica, quimica, farmacéutica, agricola
e alimentar, do cimento, do vidro, da cerdmica e do
papel, a residuos urbanos e indusiriais e ainda a
materiais continuos, sdélidos ou liguidos, como chapas,
barras, lingotes e produtos metalirgicos fundidos em
deslocamento.

INTRODUCAO

A amostragem tem uma importincia fundamen-
tal quer técnica (controlo de qualidade) quer eco-
némica (2) e € incontestavelmente uma realidade
complexa.

Efectivamente, a amostragem, no sentido lato,
divide-se num certo nimero de andares, a saber:

* andares de amostragem propriamente dita;

* andares de fragmentacgio;

* andares auxiliares (homogeneizagfo, secagem,
manuseamento, ete.),

terminando pela determinacdo dum pardmetro de
qualidade (andlise quimica ou granulométrica, teor

JOAO CARVALHO MARQUES (')

ABSTRACT

The paper explains all types of sampling errors

- and estimates their first and second wmoments. It

defines the «qualities» and the rules to respect in
sampling procedure.

The main sawpling procedures are studied
through two mathematical models: Probabilistic and
Integration Models, developed by Classical Statistics
and Geostatistics.

Applications to bulk materials of mining industry
namely predesign of automatic sampling plants.

The models can be applied to bulk materials of
many other industries such as Metalurgical, Chemi-
cal, Food, Agriculture, Concrete, Glass, Ceramics and
Paper, to industrial and city wastes and even to
continuos solid and liquid materials such as ingots,
rods, bars, steel plates and fused wmetalurgical pro-
ducts in continuos mooving.

de humidade, etc.) objectivo final de toda a opera-
cdo de amostragem.

Do ponto de vista teérico, s6 os andares de amos-
tragem propriamente dita provocam erros de amos-
tragem. Na pratica, todos os andares sem excepcio,
todos os manuseamentos a que se submete o lote e
suas amostras sucessivas podem introduzir erros, pois
h& sempre o risco de alteracio do material a amostrar
(quer por perda de fracgdes, quer por adiclo de
materiais estranhos, quer por modifica¢ctes de estru-
tura, quer ainda por erros involuntérios e até volun-
tarios). Como o nosso objectivo é procurar criar um
modelo geral de amostragem, desprezaremos provi-

(1) Investigador do C. V. R. M, U. L. e Docente do I. 8. T.
(2) A Producio Mundial anual de matérias-primas minerais s6lidas representa cerca de 2 % do Produto Mundial Bruto,
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soriamente todos estes erros operatérios, embora
nunca esguecamos a sua existéncia.

A amostragem, no sentido restrito, serd anali-
sada nos seus dois processos fundamentais— o pro-
cesso de implantacio de incrementos e o da parti-
lha — aplicados respectivamente a lotes nio mani-
pulaveis e manipulaveis.

O processo de implantagao de incrementos serd
ainda estudado através de dois modelos tebricos:
«Modelo de Integracdo» e «Modelo Prohabilistas.
Cada um destes modelos interpreta a realidade con-
soante a Optica, continua ou descontinua em que é
encarado o lote, resultante da ambivaléncia da natu-
reza da matéria ou, se quisermos, do maior ou menor
recuo com que analisamos a realidade.

Veremos pois que, em cada andar de amostra-
gem — amostragem no sentido restrito — podem
ocorrer diferentes tipos de erros que, no caso mais
geral, constituem o erro total.

De forma esquemética indicam-se os erros que
integram o modelo geral da amostragem e cuja sim-
bologia é a seguinte:

ET — Erro total

EQO — Erros operatoérios

EM, — Erros do modelo

EM. — Erros de materializacio

EC — Erro de «découpex»

EP — Erro de toma

EQ — Erro de flutuacao de qualidade (a(x))

ED Erro de flutuacdo do caudal (erro de
ponderacio)

ET, - Erro de integracgdo do termo regionali-
zado

EI, —Erro de integragio do termo local

EI, —Erro de integracao do termo periédico
EF — Erro fundamental
ES — Erro de segregacio e agrupamento

@ E.l2 E.la

Os erros de ponderacao e de integragiao dos ter-
mos regionalizado e periodico sio estudados através o
modelo de integracio.

Os erros de materializagdo, fundamental e de
segregacao sio estudados no modelo probabilista, se
bem que o erro de integracido do termo local tamhém
seja analisado a4 luz do modelo de integracio.

1. ANALISE GERAL DO PROBLEMA

1.0 — O modelo geral aplica-se aos andares de amostra-
gem propriamente dita, ou seja, a operagao, no de-
curso da qual, sem alterar a sua estrutura, se extrai
duma certa massa de matéria, uma fracgdo suposta
representativa daquela

1.1 — Propriedades gerais dos lotes de material a granel

1.1.1 — Definicdo dum lote de material a granel

a) Na sua definicio continua o lote é conside-
rado:

* geometricamente: como o conjunto de pon-
tos x interiores a um certo dominio D, do
espaco considerado.

* Fisicamente: como o conjunto dos valores
tomados por um grupo de fungdes descri-
tivas da matéria, presente em cada um dos
pontos x interiores a um certo dominio D
do espaco considerado.

b) Na sua definicdo descontinua o lote & consi-
derado:

* geometricamente: como um conjunto dis-
creto de subconjuntos continuos. Cada sub-
conjunto pode conter quer um fragmento
unico, quer um grupo de fragmentos.

* Fisicamente: como o conjunto dos valores
tomados, pada cada um dos subconjuntos
continuos, por um grupo de pardmetros
deseritivos da matéria constitutiva.

1.1.2 — Expressdo do teor dum lote de material a granel
1.1.2.1 — Meio continuo

Se a, é o teor do lote L. em constituinte cri-

tico A, poderemos escrever:

a ;f :|(x}‘u_(x')dx/ {- w(x) dx
. DL . DL

ou seja, € a média ponderada da funcao indicatriz
a (x) — teor, em constituinte A, mo ponto x, sendo a
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funcédo ponderada pi(x) — massa de s6lidos por uni-
dade de espaco.

Por unidade de espago entende-se:

unidade de volume: lotes com trés dimensdes es-
paciais; .

unidade de superficie: lotes com duas dimensoes
espaciais;

unidade de comprimento: lotes com uma dimen-
sao espacial;

unidade de tempo: lotes com uma dimensio tem-
poral.

1.1.2.2 — Meio descontinuo

(i) — Se considerarmos o lote como um conjunto
de um nimero N de grupos de fragmen-
tos Grl (caso dos lotes de zero dimen-
sbes) teremos:

aL=2anMn/E M,

em que:

a, —teor em A do Lote L;
a —teor em A de G ;
Mn — massa de Gn.

{ii) — Se considerarmos o lote como um conjunto
de N, fragmentos teremos:

angal M, /Z M,

em que:

a, —teor em A do lote L;
a, —teor em A do fragmento F';
M, — massa de F..

1.2 — Critérios de apreciagdo de uma amostragem

Tendo a amostragem por objectivo a estimacdo
de um parametro de qualidade desconhecido dum
lote L. e sendo ela uma operacio aleatéria, como tal
geradora de erros, analisemos quais as propriedades
de que deve gozar uma <boa» amostragem.

1.2.1 — Propriedades definidas «a priori»

Sdo as qualidades que devem possuir os apare-
lhos de amostragem e que devem ser respeitadas
aquando da sua concepcio e realizacdo. A qualidade
fundamental é a correc¢do que se define como:

* Optica continua: quando assegura uma densi-
dade uniforme de probabilidade de colheita
em todo o dominio D, e nula no seu exterior.
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* optica descontinua: quando assegura uma pro-
babilidade uniforme de colheita a todos os
fragmentos que constituem o lote L.

A amostragem diz-se incorrecta quando ndo asse-
gura uma probabilidade uniforme de colheita.

1.2.2 — Propriedades definidas a «posteriori»

580 aquelas que contam para o utilizador.

Sejam:

a, — teor de L em constituinte A

E — uma amostra extraida de L

a, —teor de E em constituinte A

e —erro de amostragem em constituinte A

e=a,—a,

Como jA é sabido, nma préatica, a amostragem
nunca € rigorosamente justa. Assim, consoante os
objectivos, teremos:

(i) — amostra comercial de rotina, entre um
mesmo comprador e um mesmo vendedor:
a principal qualidade devera ser a equita-
bilidade para o que € condicdo suficiente,
mas ndo necessdria, a amostragem ser
justa —m (e) = O— quando o teor é
funcdo linear do valor comercial.

(ii) — Amostra técnica de rotina (controlo de
qualidade). Interessa principalmente a
fidelidade — ¢ (e) < o

(iii) — Amostra isolada com objectivos técnicos

ou comerciais. Interessa a precisio—

m(e) =0 e c.r?'(e] 4 c.rj-—ou. pelo menos,
a representatividade — m(e2) = o2 (e) +
+m2 (e) < R

Do ponto de vista pratico, justica e fidelidade
sH sdo parcialmente dissocidAveis porquanto os erros
mais graves, que surgem quando a amostragem &
incorrecta, afectam-nas simultaneamente. Assim, o
objective fundamental deveri ser a correccio que
constitui a ftnica garantia de representatividade.
Como segundo objectivo teremos a fidelidade.

Tudo o que se segue serd consagrado a determi-
nar as condicdes de correcgdo e fidelidade, numa
palavra, de representatividade de uma amostragem.

1.3 — Analise dos processos de amostragem. Introducdo
aos modelos de amostragem

1.3.0 — Todos os aparelhos e métodos de amostragem
sao baseados em um dos dois processos seguin-
tes: processo de implantagdo de incrementos e
processo de partilha
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Ambos se encontram esquematizados na figura 1.
Os primeiros aplicam-se a lotes ndo manipulaveis e
ainda a certos tipos de lotes manipulaveis (ex.: cor-
reias transportadoras e tomas para andlise quimica).
Os segundos aplicam-se exclusivamente a lotes mani-
puléveis.

1.3.1 — O Processo de Implantacdo de Incrementos

Pode-se decompor o proecesso de implantagéo de
incrementos num certo nimero de operacoes elemen-
tares como segue:

(i) — Integra¢do: & a seleccdo, no dominio D
ocupado pelo lote L. e segundo uma lei
definida, dum certo nimero @Q de pontos
que constituem os incrementos pontuais.

(ii) — «Découpes: é a aplicacio, em cada um dos
incrementos pontuais, dum certo volume
a que chamaremos «découpes e que deli-
mita um ineremento modelo,

(iii) — Toma: consiste na materializacao da
extracciio dos fragmentos contidos nos
incrementos modelo. Na toma obtém-se os
incrementos reais.

(iv) — Reunido: € a operagdo que conduz &
amostra real através o agrupamento dos
inerementos reais. ¥ uma operacio exac-
ta na sua esséncia.

Destas quatro operagdes elementares apenas a
integracdo constitui uma amostragem propriamente
dita. As operacgdes subsequentes limitam-se a mate-
rializar a amostra pontual.

1.3.1.1 — Integragao

O processo de integracio insere-se na Optica
continua j4 apresentada.
Seja:
L.: Lote de material (a granel ou compacto)
a avaliar;

D .

,; Dominio ocupado por L mno espago R*

(p=1,2,3);
x: Um ponto R?
a(x): Teor no ponto x;
p(x): Massa por unidade de espaco no ponto x;

Um ponto de D, seleccionado, segundo
uma certa lei de probabilidade, para
constituir um incremento pontual;

Q: Numero de incrementos pontuais;

E: Amostra pontual formada pela reuniio de
Q incrementos pontuais;

a,: Teor de L. em constituinte eritico.

a.: Teor de E em constituinte eritico.
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Por definicéo:

a, =J a(x) p(x) dx /f p(x) dx
D, D,
ap :E a.(xq) p(xq) / Z P(xq)
q q

A andlise destas duas expressbes mostra que a
operacio que consiste em considerar a, como esti-
mador de a; se assemelha muito estreitamente com a
estimacdo por pontos de um integral.

Designa-se por lei de integracfo, a lei segundo
a qual sfo designados os @ pontos X, As leis mais

usuais séo:

* integracio sistemaética com implantacido alea-
toria;
* integracdo aleatéria estratificada;

* integracdo aleatéria.

O modelo de amostragem que estuda o processo
de integracdo é o modelo de integracéo, que se apoia
na definicdo continua do material a granel e na ca-
racterizacdo da heterogeneidade geral de distribuicao.
Podera pois aplicar-se a todos os meios materiais,
desde os solidos compactos aos liquidos, passando
pelas associacfes gds-sélido, liquido-sélido e liquido-
-liquido.

Pode ainda dizer-se que o modelo de integracio
¢ o estudo do problema com um certo recuo, numa
escala tal que a estrutura fragmentaria da matéria
se desvanece, para melhor revelar a estrutura em
grande escala da distribuicio espacial ou temporal.

1.3.1.2 — «Découpe»

A operacdo pontual de integracfo, sendo mate-
maticamente fécil de tratar, é materialmente irreali-
zdvel. Serda necessirio pois materializar os pontos
de colheita o que é habitualmente feito em duas eta-
pas: uma geométrica («découper») e outra material
(toma).

Considere-se um certo dominio D,, do espago RF,
definido em forma, dimensio e orientagfo, e pequeno
comparado a D, a que chamaremos «découpe: (ou
volume regularizador ou de suporte) e que é apli-
cado a cada um dos Q pontos X,

O incremento modelo é constituido pelo conjunto
dos fragmentos cujo baricentro estd no interior da
«découper modelo.

A amostra modelo resulta da reunido dos incre-
mentos modelo.

A «découper ndo € uma amostragem. No entanto

¢ uma operacdo aleatéria que convém representar
por um modelo. Como ela define um grupo de frag-
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ESQUEMATIZACAO DOS DOIS PROCESSOS DE AMOSTRAGEM

PROCESSOS DE
IMPLANTACAO
DE INCREMENTOS

lote
d
avaliar

1) Integracdo —
Incrementos pontuais

2) "Decoupe’ —
Incrementos modelo

OO
G101
G010

3) Toma —
Incrementos reais

00O
OO0
OO0

4) Reuniao -
Amostra real
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A0 Ll

1) Divisao —
Fraccoes — modelo

(Segundo P.Gy)

PROCESSOS
DE
PARTILHA

2) Separagdo —
Fraccoes reais

aininln

L L

3) Escolha —
Incrementos reais

— ———

4) Reunido —
Amostra real

Fig. 1
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mentos, poderda ser encarada, dada a sua ambiva-
léncia, segundo duas perspectivas:

a) Perspectiva continua

Se considerarmos D, como o dominio regu-
larizador, quando D, < D,, teremos:

L= a,(x) p (x) dx f o (x) dx
& .,(.DL (} / DL e
a, = 2 a,(x,) 4 (x,) /2 (X))

q q

A estimagio de a;, com a ajuda de a. € uma
integracio que faz intervir as fungdes regu-
larizadas, e nfo as fungdes pontuais. Como
os variogramas experimentais sfo obtidos a
partir de funcbes regularizadas (o suporte
nunca € pontual) pode-se afirmar que o
o modelo de integracdo regularizado cobre
simultaneamente a integracio e a «découpes.

h) Perspectiva descontinua

A especulacio sobre a probabilidade de colhei-
ta dos fragmentos que compdem a «découpes
e respectiva amostragem pode ser feita com
a ajuda do modelo probabilista, o qual se sub-
divide em dois submodelos:

* modelo probabilista simples, no qual cada
fragmento F| de L intervém individual e
independentemente com uma certa proba-
bilidade Pi de ser colhido;

* modelo probabilista composto no qual cada
grupo Gll de fragmentos, suposto indivisivel,
intervém individual e independentemente
com uma certa probabilidade P de ser
colhido.

O problema da «découpe» situa-se a nivel do
modelo probabilista composto.

1.3.1.3 — Toma

E a operacao material que permite extrair os
incrementos reais. O problema do erro de toma esta
inteiramente ligado ao respeito ou desrespeito da
regra do ressalto(1l), Na préatica a toma & sempre
uma operacdo aleatoria.

Se a regra do ressalto fosse rigorosamente
cumprida, a probabilidade de colheita P, de um
fragmento contido na «découpe» seria igual a 1, e
igual a 0 a probabilidade de colheita de um frag-
mento exterior & «découpes.

A toma é pois analisada no 4mbito do modelo
probabilista simples.

1.3.2 — Processo de Partilha

Os seus prot6tipos sdo a amostragem através de
um amostrador Jones ou por pazada alternada.

Pode-se decompor um processo de Partilha numa
sequéncia de operacdes elementares, a saber:

(i) — Divisdo: é a demarcacio do dominio
ocupado pelo lote, através a delimitacédo
de um certo nimero de subdominios com-
plementares, de extensdo igual ou desi-
gual, que constituem as fracg¢des modelo.

(ii) — Separacgao: é o isolamento das diferentes
fracgdes-modelo que se transformam em
fracgbes reais.

(iii) — Escolha: é a seleccfo, segundo uma lei
definida, das fraccgdes reais que consti-
tuirdo os incrementos reais.

(iv) — Reunido: é a operacdo que conduz &
amostra real, por agrupamento dos in-
crementos reais.

Na realidade, a divisdo é assimiliavel a «découpe»,
a separacio 4 toma, a escolha a integracéo e a reu-
nido a4 reunido. Assim, tudo o que se disse no Capi-
tulo 1.3.1 se aplica ¢mutatis-mutandis» ao processo
de Partilha.

1.3.3 — Conclusdes

As operacoes elementares dos dois processos de
amostragem estio incluidas no imbito de dois mo-
delos de amostragem:

* O modelo de integracdo que constitui o pro-
longamento da definicdo continua da matéria,
a granel ou néo;

# O modelo probabilista que constitui o prolon-
gamento da definicAo descontinua da matéria
a granel e que se subdivide em dois submode-
los: o simples e o composto:

(i) — No ambito do modelo de integracéo, o
lote L. a avaliar é considerado como o
conjunto de pontos x interiores a um

certo dominio fechado D, C R’. Cada
ponto x é suficientemente caracterizado
pelos valores de duas fungdes: a(x) teor
e u(x) massa por unidade de espaco (ou
de tempo);

(ii) — No &ambito do modelo probabilista sim-
ples, o lote L. é considerado como um
conjunto discreto de N, fragmentos F,.
Cada fragmento F, de L ¢ suficiente-

(1) Regra segundo a qual os fragmentos ao chocarem sobre uma aresta horizontal ressaltam para o lado em que

ge encontra o =seu barieentro.
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mente caracterizado pelo valor de dols
parimetros: a sua massa M, e o seu
teor a,;

(iii) — No aAmbito do modelo probabilista com-
posto, o lote L. & considerado como um
conjunto discreto de N grupos de frag-
mentos G, supostos indivisiveis. Cada
grupo G  é suficientemente caracterizado
pelos valores de dois parimetros: a sua
massa M e o seu teor a .

2. HETEROGENEIDADE DE UM LOTE DE MATERIAL
A GRANEL

2.0 — Introdugdo

A amostragem dum material rigorosamente
homogéneo é uma operacdo exacta. Os erros de
amostragem sfo devidos a4 heterogeneidade da ma-
téria e a sua multiplicidade estd logicamente rela-
cionada com a multiplicidade de formas de que a
heterogeneidade se pode revestir.

Dai ser légico comecar por aprofundar a nogéo
de heterogeneidade antes de desenvolvermos os mo-
delos de amostragem.

AT

L]
2.1 — «Aproach= qualitativo da nogao de heterogeneidade

* Diz-se que um lote de material continuo (a
granel) goza de constituicio homogénea quan-
do todos os seus elementos constitutivos (frag-
mentos que o compdem) sflo idénticos entre
si. Caso contrério, diz-se que possui uma cons-
tituicdo heterogénea.

* Diz-se que um lote de material, continuo ou a
granel, goza de distribuicio homogénea gquan-
do um volume corrente, de dimensdes cons-
tantes, levado a ocupar todas as posigbes
possiveis no espaco do lote, possui uma com-
posicdo média constante.

Pode pois dizer-se:

— A heterogeneidade de constituicio & uma ca-
racteristica intrinseca e inalterivel da matéria, sobre
a qual a homogeneizacio nio tem qualquer influéncia.

— A homogeneidade de distribuicdo é funcfo da
heterogeneidade de constituicio, da distribuicdo espa-
cial dos fragmentos e da escala de observacgdo, ou
seja, da dimensfo do volume corrente. O seu limite
superior € a heterogeneidade de constituicido,

(') Para mais detalhes vide Bibl. 22 (pgs. 16 a 27).
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2.2 — Classificagdo e propriedades das distribuicdes de
fragmentos

2.2.1 — Introdugéo

Embora nos interesse mais particularmente a
fungdo a(x), as conclusdes sdo também validas para
a fungéo u(x).

O espaco no qual existem os lotes estd mergu-
lhado no campo gravitico, pelo que é inevitdvel que
a segregaclo gravitica tenda a classificar vertical-
mente os fragmentos de acordo com a sua dimenséo,
massa volimica, etec., sendo a principal responsével
pela alteragdo da homogeneidade de distribuigéo.

A classificagio que se indica parte da ordem
perfeita, que corresponde a uma segregacdo com-
pleta e a uma relacdo biunivoca entre a personali-
dade de um fragmento e a sua posicdo no lote e
chega A desordem perfeita que corresponde a uma
correlagdo nula entre a personalidade de um frag-
mento e a sua posigéo.

Os casos préiticos estio obviamente situados
entre estes dois limites e séo ('):

* Desordem local sobreposta a uma ordem pro-

funda;

* Ordem relativa;

Desordem local sobreposta a uma ordem rela-
tiva (distribuigdo ordenada);

* Ordem relativa delineada e redistribuida;
Desordem local sobreposta a uma ordem rela-
tiva delineada e redistribuida (distribuicfio de-
sordenada) ;

Distribuicées peri6dicas.

2.2.2 — Expressdo mais geral de a(x)

No caso mais geral pode-se decompor a fun-
¢éo a(x) numa soma de quatro termos:

a(x) =a +a,(x) +a,(x) +a,(x)

em que:

a, ~ — constante e igual ao teor médio do lote L

a,(x) — componente nio periédico de ordem (ter-
mo regionalizado)

az(x) — componente de desordem (termo local)

a,(x) — componente periédico de ordem (termo
periédico)

Alguns destes componentes podem ser nulos.
No quadro 1 indicam-se resumidamente as carac-
teristicas das principais distribuigdes.

2.2.3 — Hipétese ergodica e estacionaria

As hipéteses erg6dica (similitude entre a média
temporal e a média estatistica) e de estacionaridade
da média e da varifncia s6 poderfio ser consideradas
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véalidas para a(x), quando o lote tiver sido submetido
a uma tentativa de homogeneizagdo. Contudo, sfo
perfeitamente aceitiveis para a funcfo a(t) quando
se trata de um tal-qual de mina, um concentrado ou
estéril duma lavaria, uma alimentacido duma meta-
lurgia, um minério comercial, da alimentacio duma
fabrica de cimento, de vidro ou de ceramica, etc.

2.3 — Caracterizagdo da heterogeneidade geral de dis-
tribuicdo

2.3.1 — Definigao do variograma integral

G. Matheron mostrou que era possivel caracte-
rizar uma distribuicdo através da funclo intrinseca

QUADRO 1

RESUMO DAS DISTRIBUIGOES

ORDENADA
Completamente Completamente
Distribuicio ordenada Besordsnads desordenada
Nao periddica Periédica
Né&ao nulo Nao nulo Nulo ou néo nulo
a (x) Identicamente nulo
: mondétono ndo mondtono nido mondtono
a,(x) Qualquer Minimo
a,(x) Identicamente nulo Néo nulo Identicamente nulo

2.2.4 — Propriedades dos componentes de a(t)

a,(t) — componente estocéistico a longo termo.
Traduz as tendéncias profundas da a(t)
bem como a continuidade das variacdes
a grande escala. A sua curva represen-
tativa é continua e desenvolve-se em
torno de constante a,. B integravel e
Independente do suporte D..

a ,(t}—componente estocdstico a curto termo.
Traduz os fenémenos locais, as perturba-
¢bes a pequena escala e a natureza dis-
creta da matéria. Representa-se por uma
linha quebrada em torno de a(t)+a,(t).
E integravel e depende do suporte D..

a,(t) — componente periédica. Pode pér-se sob a
forma duma soma de teores do tipo

a,(t)=a, sen wt+a’', cos wt

E continua, integrdvel e independente
de DC.

ou semi-variograma e a partir dele deduzir a disper-
sfo dos erros de amostragem.

Seja:

L — Lote de minério a granel em desloca-
mento

D, — A duragdo do deslocamento de L (%)

8 — Intervalo de tempo

a(t) — O teor do material que se desloca no

instante t.

8(t,p) — O acréscimo algébrico da funcio a(t)
entre os instantes t —¢/2 e t + 4/2

§(te) = a(t 4 4/2) —a(t—g/2)

V(s) — O semi-variograma integral de a(t)

l fad
V(g)=_1lim X &' (tg) dt
D —w 2D -JD

L

i1) Supor-se-f a origem dos tempos coincidente com a origem do deslocamento,
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2.3.2 — Propriedades do variograma integral (')
(i)— Atendendo a que
a(t) = a, + a,(t) + a,(t) + a,(t)
Y
el

teremos:
FI

==
Vi) =) V, (o) +
i
Se considerarmos que a(t) & estacionéria
no 2.0 momento e erg6dica e que, em cada
instante, as realizagdes dos componentes
5, (t,9) sdo independentes, podemos con-
cluir que V,, (¢) =0 e que

Vi) =) v,
]

(11) — Se for: p, (g) o coeficiente de autocorrela-
cAo A escala do intervalo g e c-jl a espe-
ranca matemaéatica de a.il( t), teremos:

V, (0)=[1—p, (8)] 0,2

Para j=1 e 2, teremos:

(iii) — Propriedades de V/(g) e seus componentes.
O variograma V (g#) e seus componentes
gozam das seguintes propriedades:

1) —0g V(o) €025 all_% Vi(e)=0 ;

6> V,(8) =02
lim
2)—¥ve>e i Vye)=c2
3) —V,(g)=g,(1—cosw ¢)
4) —V(g)=V,(s) + V,(8) + V;(a)

lim V(g)=cz? i ¥6> g,V(e)=c?+
L

+o,2+0y? (1—cosw#)

Nas figs. 2 e 3 estdo indicados alguns exemplos
de variogramas (segundo P. Gy).

2.3.3 — Determinagdo experimental do varlograma

Distinguiremos as seguintes formas do vario-
grama:

lum  p;(8)=0 (i) — Variograma integral V(g). 2 a funcho
0<p(8) <1 68— definida acima;
0 V.(0) <o m Vj(B)Zgiz (ii) — Variograma discreto V'(je,). B o estima-
A dor pontual do variograma integral(2);
VARIOGRAMA V(4) E SEUS COMPONENTES
CASO GERAL
Y o] [1]:v (6] v, (6] (2] : v, 0]
o Prasea e g ;
| 3
8,1 "portEe” E
’ a o 6
[ 8, 0 :
vye] [3]:vy[e]

T = periodo

vie] = v[e] « vy[0] + vy[e]
2 2 2 2
U: 0 = 0y + 0y + 0y
)
0
Fig. &

(1) Vide Bibl, 11, pgs, 124 a 163 e Bibl, 22, pg. 28.
(2) De aplicagdo imediata nos lotes com zero dimensdes.
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VARIOGRAMA V(¢

viel 1l: viel = vile]

(Efeito de Pepita Puro)

a? —

olzg?

vie) 3 viel =v,[8]s+ Vyl8]

)= casos particulares

121 = vi8] E\leelo vyl@]

viel (6] . V(@) = v,y(@)+Vy(e)

(varicarama nao neri &dico)

——— - — = B

Fig. 3

(iii) — Variograma experimental 6’ (je,). B o
estimador experimental bruto do varlo-
grama discreto;

(iv) — Variograma corrigido \Ar (je,). B o vario-
grama experimental apés correcclo dos
erros de determinacgfo;

(v) — Varlograma interpolado V (¢). B a rela-
¢Ao funcional que é possivel deduzir dos
pontos conhecidos do variograma -corri-
gido \}{j #,) e que constitui a represen-
tacdo do variograma integral, a partir da
qual poderemos calcular os momentos do
erro de amostragem de a(t).

2.3.3.1 — Estimacdo de 0,2=V,(f)

1. Céleulo de V, (9)=02=% (s,)

2. O patamar do variograma g_

vie,>e: Vie)—V(e) >0

2.3.3.2 — Estimagdo do variograma interpolado

Apenas se indica o caso em que o termo peri6-
dico é nulo (1).
(1) — Céleulo de V, (jo,) = V (j8,) — V (s,)
(ii) — A partir dos pontos ’01( 1s,) assim defi-
nidos e de V (g) = 0, deduz-se a compo-
nente V (4) do variograma interpolado.
E habitualmente possivel adoptar uma
das expressdes seguintes:
V., () =V,s
= _ A
V,(8) =V, 0

V,(8) =V, 0+ V62
cujos parimetros podem ser determina-

dos quer por método grafico quer pelo
método dos minimos quadrados.

(1i1) — Como ‘\?2 (g) = {"(31}. teremos:
V)=V, () +V, (o)

(1) No caso em que V, () #0, remete-se o leitor para a bibliografia (Bib. 11, pgs. 140-145). Também em Bib. 11,
pgs. 145-161, se descreve a organizaclio de uma experifncia variogrdfica e um exemplo de andlise completa dum variograma

periddico.
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2.4 — Caracterizagdo da heterogeneidade local de distri-
buigdo

2.4.1 — Variograma das distribuicbes ndo ordenadas

Sao caracterizadas por a,(x) =a,(x) =0,
donde a(x) =a, + a,(x)

J (a, (x)]2 dx=constante

D,

1
e V(g)=V (g)=0z2=
2 2 DL -

EE, - T—

2.4.2 — Analise da nogdo de heterogeneidade duma dis-
tribuicdo ndo ordenada (")

2.4.2.1 — Introdugdo e expressdo matematica das dife-
rentes formas de heterogeneidade

Considere-se um lote de material a granel (ex.:
minério). Para comparar as diferentes formas de
heterogeneidade teremos que nos fixar sobre a popu-
lagdo dos fragmentos isolados e sobre as populagdes
dos grupos de fragmentos. Seguidamente utiliza-se
a técnica da andlise da varidncia e caracteres adi-
tivos (volumes ou desiquilibrios relativos das massas
do constituinte critico).

Chega-se assim & expressio matemética das
diferentes formas de heterogeneidade:

* heterogeneidade de constituicdo do Lote L:
1
o A

E uma caracteristica intrinseca do estado de
fragementacdo do lote;
* heterogeneidade de constituicio do Grupo Gn.

1
< Y (8,

ed — A

HC (Gn) =

n

* heterogeneidade média de constituicfo dos

grupos G .
E a média de H, (G,) ponderada pelo seu

efectivo N .

= 0§ 1
HC(GB)— N]_ ; Nn HC{Gn}: N:'_, E Z (An.'l_an)2
a ]

* heterogeneidade de distribuicio de L. entre os

os grupos G
D>
N Az
NL - n n

H,(G,) =

em que:
A, = (a,—ay) Mn/ahﬁh'
Ay = (8 —a )M, /2, M,.
N, — efectivo do grupo G,.

N, — efectivo do lote L.

M

L

a, — teor do lote.

a , —teor do fragmento j do grupo G,.

— massa do fragmento médio do lote.

a, — teor do grupo G, .
M, —massa do grupo G,.

n

M, , —massa do fragmento j do grupo G,.

com a seguinte relacio entre elas:
H,(L) =H(G,) + H(G,)

2.4.2.2 — Homogeneidade natural de distribuigdo. Parame-
tro de agrupamento

Diz-se que um lote apresenta uma distribuicéo
naturalmente homégena quando hé Iindependéncia
entre a personalidade de um fragmento e a posigéo
do seu baricentro. A distribui¢io espacial dos frag-
mentos é uniforme ou, por outras palavras, os frag-
mentos estfo distribuidos aleatoriamente pelos grupos
G, que se podem formar no seio do lote L.

Consequéncias: pode-se considerar o lote L como
um dos lotes possiveis de efectivo N extraido ao
acaso e um a um duma populagio Lw de efectivo
infinito.

Seja A, a heterogeneidade do fragmento F| de L
e o2 a varidncia de A nesta populagfo de efectivo
infinito.

A hipétese da homogeneidade natural é equiva-
lente A colheita ao acaso e um a um dos fragmentos
constituintes dos grupos G .

Sabe-se da estatistica classica que:

W — D) Y (8,2 fo2 =N, Hy (L) /o2
n

se distribui em x2 com N, —1 graus de
liberdade

— Y ¥ (4,42 /02 =N, H; (G,) /o2
1 J

se distribui em x2 com N, —N graus de
liberdade

(i) — B N, (A,—A)2 /ot =N H, (G) /o2

se distribui em x2 com N-1 graus de
liberdade.
Por outras palavras:
(i) —a variancia total N /N, , [H. (L)],
(ii) —a varidncia residual N, /N, . [H.(G))],
(iii) — a variancia entre estratos N, /. . [H (G )]

(1) Dado este assunto ji ter sido abundantemente tratado, limitar-nos-emos aos passos e conclusdes essencials, reme-

tendo o leitor interessado para a bibliografia.
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constituem trés estimadores independentes e nfo en-
viezados da mesma varidncia g2.

Como H, (L) é um dado do problema, pode-se
dizer gque a homogeneidade natural de distribuicéo
é caracterizada por:

N,

mIH(‘(Gn) I :N

H.(L)=H.(G )mé.xZ—T—HC(L.)
n—1 " 1+~

N-1 1
L

O parametro de agrupamento vy, caracteristico
da escala de «découpes (do suporte) sera definido por

Yy = (N, —N) / (N~1)
2.4.2.3 — Caracterizagao do grau de segregacdo

No dominio natural, pode-se escrever:
1
H,(L) > H, (G)) > ﬁ_‘:;Hc (L)

O parametro de segregagdo ¢ caracteristico do
grau de heterogeneidade da distribuicdo € definido
por:

H, (G)=1+7v.HH (L) /(1+7)

¢ pode tomar os seguintes valores:

0 < £ < 1— heterogeneidade natural da distri-
buicgfio

£ — 0— homogeneidade natural
—1/y < £ < 0— hiper-homogeneidade (artificial)

E=— 1/y — homogeneidade rigorosa

Esta expressido contém efectivamente os trés
elementos responsiveis pela heterogeneidade de dis-
tribuicdo:

H, (L) — heterogeneidade de constitui¢io
E— segregacio

v — dimensdo dos grupos, ou escala de
observacéao.

Os dominios de H (G, ), T,(G,) e ¢ estdo esque-
matizados no quadro 2.

A influéncia da escala de observacéo estd esque-
matizada no quadro 3.

2.4.2.4 — Expressdo geral de Hp (Gn)

Explicitando a expressao do capitulo anterior
em funcido das caracteristicas do fragmento genérico
I-T‘i de L, obtém-se a seguinte expressido geral da he-
terogeneidade de distribuicdo do lote L. que sera uti-
lizada na teoria de amostragem:

£ = 1—a distribuicio é rigorosamente hete-
rogénea

QUADRO 2

I(G )=(1+y &) (N-1)
D n ¥ N

N,

DOMINIOS DE Hy, (Gn), Hg (Gn) e £

S‘ (3-1‘—31, MI
1 ol
i 8

a M

Heterogeneidade Heterogeneidade Homogeneidade Hiper-homogeneidade Homogeneidade
rigoroza de natural de natural de (artificial) de rigorosa de
distribuicio distribuicio distribuicio distribuiciio distribuicfio
HC{L] Hn (Gn) Tty Hc (L) b HD{G“) - 0

0 H, (G,) 24 Hy (L) < H, (G) < H, (L)
14y
1 ¢ 0 > £ > —1/y
Distribuicédo S Distribuicéio

perfeitamente ‘?lstrl:ulcgo perfeitamente Distribuicdes artificlais

ordenada esordenada desordenada sem existéncia natural
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QUADRO 3

INFLUENCIA DA ESCALA DE OBSERVAGAO.
VALORES LIMITES DE v, Hy(Gn) e H.(Gn)
NO DOMINIO O < £ < 1

N, S N S 1

0 < Y < + o
H, (L) S H,(G) S 0

0 < Hy(G) < Hy(L)

3. PROCESSOS DE IMPLANTACAO DE INCREMENTOS
— MODELO DE INTEGRAGAO

3.0 — Introducgiéo

O modelo de integracdo resolve o problema da
amostragem na perspectiva continua, o que lhe da
uma grande generalidade.

Os resultados do estudo deste modelo aplicam-se
indiferentemente a todos os tipos de teores e nomea-
damente:

* teores em componentes quimicos ou mine-
ralégicos.

* teores de humidade.
* proporgdes das classes granulométricas.

Na sua esséncia o problema é rigorosamente o
mesmo, qualquer que seja o nimero de dimensdes
do espaco do lote. Para fixar ideias estudou-se o caso
importante do espago com uma dimensio temporal
que serve de modelo aos lotes em deslocamento (1).

3.1 — Leis usuais de integragdo

As leis mais usualmente utilizadas para designar,
no seio do dominio D, ocupado pelo lote L, os pontos
sede dos incrementos pontuais sdo, como se sabe:

* integragdo sistemética com implantacéo
aleatéria.

* integracio aleatéria estratificada.
* Integracéo aleatéria.

Podemos, resumidamente, dizer o que se passa
quanto as trés leis:

(i) — Integragdo sistematica e aleatéria estati-
ficada.

a) Quando. D, /¢ € um namero inteiro
qualguer, a densidade de probabilidade
de implantacdo g(x) é uniforme e igual
a 1/¢ em todo o dominio D,. O nime-
ro Q de incrementos ¢é constante e
igual a D, /g.

b) Quando D, /¢ 'é um nimero néo intel-
ro > 50, a densidade de probabilidade
de implantacdo g(x) € praticamente
uniforme, embora ndo o seja de modo
rigoroso. O nimero Q@ de incrementos
€ uma variavel aleatéria podendo to-
mar os valores Q' e Q' +1.

¢) Quando D, /¢ € um pequeno numero
nfo inteiro, a densidade de probabili-
dade de implantacdo g(x) j& néo €
sequer praticamente uniforme. O na-
mero @ de incrementos é uma variavel
aleatdria podendo tomar os valores Q'
e Q+1.

d) Sé6 sdo correctas se e s6 se g for um
submiltiplo de D,.

(ii) — Integracdo aleatéria.

O nimero Q de incrementos é o
parimetro determinante da lei e é cons-
tante. Donde, a densidade de probabili-
dade de implantacdo g(x) é uniforme
em todo o dominio D, e igual a Q/D,.
A integracfio aleatoria é sempre correc-
ta.

3.2 — Desenvolvimento do modelo de integragédo

3.2.1 — Distribuigdo da massa da Amostra My

(i) — No caso que nos ocupa, o variograma

V,(8) pode, na pratica, ser reduzido,
numa regido limitada, a uma expressio
linear da forma

V(e) =Vv,,0+V,

(ii) — Na hip6tese de Q » 50, a massa M, da
amostra. E segue uma lei praticamente
normal, cujos momentos sfo:

(1) A amostragem primdria dosg loteg a 1, 2 ou 3 dimensbes espaciais deve ser resolvida com hase nos trabalhos de

Matheron.
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* Integracdo sistemética:

v!q vk;
m,(M;) = D, D./6; o,2(Mp) = Dy 5 + 3
* Integracdo aleatoria estratificada:
Vi, Vu,
m,(M.) = M, D./8; 2(My) = Dy + =

* Integracdo aleatéria:
VM1 DI.
my(Mp) =M; D./D;; o;?(M) = Q S + Vi,

equivalente a da estatistica classica

T A(My) = Q o2(M,)

3.2.2 — Distribuigdo de Ag — Correlagdo Ag, Mg

(i) — O que se disse para a distribuicdo da
massa da amostra é valido para a distri-
buicido da massa do constituinte critico A.

(ii) — Quando as componentes periédicas a,(x)
e p,(x) sdo nulas, é habitualmente possivel
admitir como hipé6tese de trabalho que os
incrementos G_ e G, duma mesma amos-
tra E tém caracteristicas independentes.
Pode pois escrever-se

p{A‘E' ME) :p(Aq' Mq}(‘)

3.2.3 — Distribuigao de ag

3.2.3.1 — Integragdo correcta. Caso geral

Def.: ¥ x e D;; g(x) =g,
dxe D opx)sFu
pl(n(x), a(x)) *o0
a(x) £ a,

(1) — Qualquer que seja a lei de integracfio, a
variAncia relativa e o teor de a; podem
exprimir-se, em 1.* aproximacdo, a partir
das variancias relativas de M e A, e da
correlacgio p(A, M) calculaveis a partir
duma experiéncia variografica

U2(a,), = U2(a;) + U2(M) —2 p(A, M). U(A,). U(M,)

Esta primeira aproximacio é sempre su-
ficiente na pratica(2).

(ii) — Quando a lei de integracio é correcta, a
integracio € justa.

(1) plAy Mp)=Cov (Ay My)/g(Ay) . o(My).

(iii) — Qualquer que seja a lei de integracéo,
desde que assegure densidade uniforme de
probabilidade, a integracio € justa em 2.*
aproximacio unicamente nos 3 casos se-

guintes:
pix) = cte
p(a(x), n(x)) =o
a(x) = cte

Em todos os outros casos € enviezada, podendo
0 viés ser calculado a partir de uma experiéncia
variogréafica.

A origem profunda deste viés reside na natureza
da funcgio teor. Um teor médio ¢ uma média ponde-
rada e nfo aritmética, excepto nos 3 casos apresen-
tados.

3.2.3.2 — Integragdo correcta. Ponderagdo constante

¥ Xe DL: glx) =g,
p(x) = p = V,(0) = (distribui¢io homogénea)

* média:

Quando a fungdo de ponderacio j1(x) e a densi-
dade de probabilidade g(x) sfo uniformes no domi-
nio D, o teor a. segue uma lei normal de média igual
aa.
A integracdo é rigorosamente justa.

* Variincia.

As expressoes da varidncia apresentadas no caso
geral continuam validas(3). Basta notar que:

3.2.3.3 — Integragdo correcta. Correlagéo nula

¥xD: glx) =g,

p(a(x), p(x)) =o

O teor a_ segue uma lei praticamente normal de mé-

dia m(a,) = a, e de variancia relativa

U2(ay) = U2(Ap) — UAMy)

3.2.3.4 — Integragdo qualquer. Teor constante

V(x) e D: a(x) =a
ap=a, = m(a) =a
o(ay) = o

(2) Para explicitacio em funcio das trBs leis de Integracfio e para o céleulo da 2.* aproximac¢do, vide bibliografia

—Bib. 11, pag. 213-217.
(3) Vide Bibliografia Bib. 11 —pég. 219,
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3.2.3.5 — Integracdo incorrecta. Ponderagdo constante(')

¥xeD | gx)s£g,
p(x) = py

Na integracdo sistematica e aleatéria estratifi-
cada quando 6 — 0 e Q' é grande (> 50) pode admi-
tir-se que o desvio sistematico é desprezivel, isto é,
a integracdo € praticamente justa.

A integracdo aleatéria é sempre justa.

A bibliografia (Bib. 11, pag. 229-241) apresenta
numerosos exemplos de aplicacdo.

3.3 — Critérios de apreciagdo de uma amostragem na
optica do modelo de integragédo

Como ja vimos a hierarquia das qualidades glo-
bais de uma amostragem é:

1.° exactidéo.
2.» precisfo.
3." representatividade,

As condicdes préaticas sfo:

(i) — Integracéo exacta.

Para que a integracio seja exacta é
necessirio e suficiente que a matéria a
amostrar tenha constituicio rigorosamen-
te homogénea:

Yix) e DL:,a.(x) =a

No caso geral, a integracfio nunca é
exacta.

(i) — Integracfo precisa.

E necessirio:

a) que seja rigorosamente justa, o que
implica que a densidade de probabili-
dade de implantacdo de incrementos
seja uniforme:

YxeD —>g(x) =g,
¥X¢gD —>gx)=o

b) que seja satisfeita uma das duas con-
digdes suficientes seguintes:

b. 1) VKEDL_’IL(X) =y
b. 1) ¥ x e D, = pla(x), p(x)] =o

¢) que seja fiel, isto é, que a lei de inte-
gracho e o seu parimetro determinante
sejam escolhidos em funcfo do nivel
de fidelidade fixado.

(1) Para mais detalhe vide Bib. 11, pdg. 223-229,

(iii) — Integracdo representativa.

B necesgsirio:

a) que seja justa o que implica a correc-
céo(2)

vxeDL—)g{x}:gu
Vx¢D —glx)=o0

b) que seja fiel (vide (il) —e).

3.4 — Analise do erro total de integragéo

Tudo se passa como se o erro total de integracéo
EI = (a,—a ) /a, fosse a soma de dois erros inde-
pendentes:

* O erro de integracido da funcgido
a(x) = EIR = (a.E.—a.L]/aL
em que ag, & uma média aritmética.

* O erro da fungdo ponderadora p(x) = ED.
ED é definido de tal modo que

m(EI) = m(ED) + m(EI)
o?(E1) = ¢2(ED) + g2(EIL) (3)

Por outro lado, o erro da fungéo a(x) — EIE—-
pode ser considerado como a soma de trés erros:

* Erro de integracéo do termo regionalizado a,(x)
local a,(x)
periédico a,(x)

* » » » » P

* » » » »

Os dois primeiros momentos destes erros, supos-
tos independentes por hipotese, sio:

m(EL) = m(EIL,) + m(EL) + m(EL)
G2(EI) = g2(EI,) + g2(EI,) + ¢2(EL)

O erro total de integracdo pode pois considerar-

-se como a soma de quatro erros independentes, o
que permite somar os seus dois primeiros momentos.

3.5 —Erro de Ponderagdo ED
(i) — Média.
m(ED) = m(EIL)
isto é, o viés do erro total de integracdo é

inteiramente devido as flutuacgdes de p(x),
86 se anulando quando (1(x) = constante.

(2) Esta condiclio € satisfeita para as trés leis de integracio, desde que D, /8 seja inteiro ou maior que 50.

(3) oUBI) = Uiay),
o¥(EI,) = Uay').
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Daf o interesse em regularizar o cau-
dal de forma precisa, antes da amostra-

gem.
(ii) — Variancia,
Por definicdo ¢2(ED) = U2(a;) — U(ay’).

Quer a média, quer a variincia de ED podem
gser determinadas através da realizacio duma expe-
riéncia variogréfica. Para os leitores interessados
recomenda-se Bib. 11, pag. 265-275.

Na prética, os erros de caudal cometidos, quando
este é regularizado, ponderal ou volumicamente de
forma precisa, sfio aceitveis.

3.6 —Erro de integracdo do termo regionalizado a;(x)

3.6.1 — Definigédo

Chama-se termo regionalizado A componente
a,(x) da funcdo a(x) que tem por variograma a com-
ponente V,,(8) de V (8). Pode-se determinar a com-

ponente V,.(6) do variograma interpolado a partir
do resultado duma experiéncia variografica.

Ao longo deste capitulo, consideram-se as se-
guintes hip6teses de base:

ii) — x pertence a um espa¢o com uma dimen-
sio temporal;

(ii) —p(x) = cte = i
(iii) —a(x) =a + a,(x) ; V,(8)=V_(0);

(iv) — A densidade de probabilidade de implan-
tagdo dos incrementos é uniforme.

¥xeD —gx) =g,
¥x¢D —gx)=o0

(v) — A componente regionalizada do variogra-
ma € linear, no dominio que nos interessa,
admitindo por equacho

YO<D :V,(0)=V,8
expressdo, na qual, V,, é o parimetro de

regionalizaciio linear. HEsta hip6tese é
confirmada, com frequéncia, na prética.

3.8.2 — Média do erro El,
Devido a (ii) e (iv):

m(EI]) =0 ou m(a.ﬂ} =a,,

(1) WVide bibliografia.
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3.6.3 — Variancia do erro Ely
Como a,(x) =0 e V,,=o0, teremos:
(i) — Integracdo sistemética
Va) [’L Va, 6*
cBl) = —— = ————

0 Qa0 6ar® Dy,

(ii) — Integragédo aleatéria estratificada

\.-"ul “:. V“; b?

o2(EL) = B Qa,: = TN
(iii) — Integracio aleatéria
Val Dy,
o2(BEL) = ———

3Qa*

Uma experiéncia variografica permite determi-
nar V,,.

Verifica-se pois que a integracio sistemaética é
duas vezes mais fiel que a aleatéria estratificada e
2 Q vezes mais fiel que a aleatéria.

* Condigbes de anulacdo de ¢Z2(EIL).
S6 se anula quando V, =o, o que corresponde
ao caso particular a,(x) = a,, = constante.

* Condi¢des de minimizago de ¢Z(EIL,).

a) Escolhendo a lei de integragio mais fiel com-
pativel com os outros dados do problema.

b) Escolhendo o mais pequeno valor de 6 com-
pativel com os outros dados do problema.

3.6.4 — Exemplo de aplicacdo

Tomemos o exemplo de uma experiéncia vario-
grafica efectuada por P. Gy(') e consideremos uni-
camente os dados pertinentes,

DL = 480 min (um turno de 8h);

a, =158 X 10 (g Pb/g s6lidos);
WO o< b<140 min : V,k{e} =

= 0078 X 10° 6
a) Calculo das variincias,

Das expressdes indicadas em 3.6.3 calculam-se
imediatamente as varidncias:

o2 = 1.085 X 107 82
217 X 107 g2
0.05/Q

2
a;

2
gy
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b) Célculo do intervalo 8 do comprimento do es-
trato ou do nimero de incrementos necessirios para
que a varidncia relativa seja < g2

De 3.6.3 — tem-se imediatamente:

(i) — Integracdo sistemética.

0<08,=0,a (6D/V,)” =300 g

(ii) — Integracédo aleatéria estratificada.

0<08, =g, 8 (3D/V,)>=2150 g

(iii) — Integracéo aleatoéria.
Q> =V, D /3 g2 3,2=1005 gy

Assim, supondo que se desejava fixar um inter-
valo de confianga de * 19 (ao nivel 24) ter-se-a

que tomar para co=5x10'3, o que permite calcular:

i) 15.2 min ou Q > 32;
ii) 10.75 min ou Q > 45;
iii) Q > 2000.

3.7—Erro de integragdo do termo local ay(X)
3.7.1 — Definigdo

Chama-se termo local & componente a,(x) de
a(x) que admite por wvariograma a componente
V.,(8) de V,(8). Pode-se determinar a componente
V.,(8) = V,, do variograma interpolado & custa dos
resultados de uma experiéncia variogrifica.

Ao longo deste capitulo fazem-se as seguintes
hip6teses:

i) x pertence a um espaco com uma dimensio
temporal ;

i) p(x)=p, =cte;

i) a(x) =a  +a,(x);

donde: V_(8) =V,,(8) =V,, expressio na qual V,,
€ o parmetro de desordem local.

3.7.2 — Média do erro El,

Como p(x) =y, e como as trés leis da integragio
asseguram uma densidade umiforme de implantacio
dos incrementos

m(EL)=0 ou m(ag)=a,,

desde que D, /8 seja inteiro ou maior que 50.

3.7.3 — Variancia do erro El,

Pela aplicacio das lels de 3.2.3.2, tem-se
2 D _ 2 - - 2 2
o\ (EIL,) =g5(EL,) =g3(EL)=V,, 6/D, a =V, /Qa;

Uma experiéncia variogrifica permite determi-
nar V...

* Condicdes de anulacgéo.
S6 se anula quando V,,=0(a,(x)=a.,) (1)

* Condicoes de minimizacgao.

Escolhendo o menor valor de 6 compativel com
os outros dados do problema.

3.7.4 — Exemplo de aplicagéo
Retomemos o exemplo referido em 3.6.4.

D, =480 min
a, =158Xx107 (g P,/g s6lidos)

¥.=10"

(2)
Vu=V.,—c} =10°-025X10*=0.75x10"°

(i) —Calculo da varidmcia.

De 3.7.3 tem-se

o’ (EI,) =6.25X10°° 8 = 3000X10° /Q

(ii) — Se se fixar uma tolerfncia relativa
+20,=+2 % (57 =107"), ter se-4:
0 < 0,=¢; ai D, /V,,=16X10* ¢}=16 min
Q>Q,=V,,/sla’=3000X10"° /5 =30

Verifica-se facilmente que Q X8,=D,.

3.8 —Erro de integragdo do termo peridédico a;(X)

Em «Théorie et Pratique de 1'Bchantillonnage
des Matiéres Morcelées» de P. Gy, trata-se desenvol-
vidamente o tema ma hipétese da amplitude e fre-
quéncia de a,(X) serem constantes.

Como mem sempre isso sucede e como & por ve-
zes muito dificil caleular o perfodo do fenémeno sem
recorrer a experiéncias variogréificas longas e onero-
sas, apresentam-se as conclusées e recomendacdes
tendentes a diminuir o valor da variincia do erro da
integragio do termo periédico.

() Veremos no &mbito do modelo probabilista, quando se desce & escala do fragmento, as condigles em que esta

variincia é susceptivel de se anular.
() Variincia dos erros de preparacfio e andlise,
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(i) — Quando é impossivel definir com precisio
o periodo T do fenémeno periodico e quan-
do o risco representado pelo valor maximo
da variincia

% (ay/a)?

é inaceitdvel, deve evitar-se a integracéo
sistematica. Escolher-se-& uma amostra-
gem aleatoria estratificada cujo valor mé-
ximo da varidncia é Q vezes menor.

A integracao aleatéria nunca é me-
lhor que a aleatéria estratificada.

(ii) — Quando é possivel definir com precisao o
periodo T, pode usar-se a integracio sis-
temética desde que 0 seja um submiltiplo
de T ou um muiltiplo impar de T/2. Tam-
bém a amostragem aleatoria estratificada
conduz, em média, a uma variincia me-
nor. A integracio aleatéria nunca é me-
lhor que a aleatoéria estratificada.

(iii) — Quando % (a,/a )2 € aceitivel, pode
usar-se a integracdo sistemética sem pe-
rigo.

(iv) — HA sempre interesse em procurar e tentar
eliminar, se possivel, as causas das varia-
coes periodicas da qualidade da matéria
a amostrar, devido aos riscos inerentes
A4 sua amostragem.

(v) — B conveniente ndo esquecer que se integra
simultaneamente os termos a,(X) e a,(X).
O que importa € minimizar a soma
o2(EI,) +¢2(EI,) utilizando, segundo os
casos, a integracio sistemAtica ou a alea-
téria estratificada. A integragfio aleatéria
conduz sempre a maior varidncia total

(vi) — Na duavida, ou na falta de elementos pre-
cisos, a integracdo aleatéria estratificada,
embora nio seja sempre a mais fiel, cons-
titul sempre a melhor solucdo de compro-
misso conduzindo a amostragens nem de-
masiadamente imprecisas nem demasiado
caras.

4. PROCESSOS DE IMPLANTACAO DE INCREMENTOS
O MODELO PROBABILISTA

4.0 — Introducdo

O modelo probabilista resolve o problema da
amostragem na perspectiva descontinua.

Os resultados aplicam-se indiferentemente a to-
dos os tipos de teores e nomeadamente:

* teores em componentes quimicos ou mine-
ralégicos;

* teores de humidade;

* proporcdes das classes granulométricas.
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Resolve os problemas nos quais intervém quer os
fragmentos isolados, quer os pequenos grupos de
fragmentos que constituem os inerementos. Sfo eles:
a anélise do erro de integracio do termo local a,(x),
a «découpe» e a toma.

4.1 — Desenvolvimento do modelo probabilista

4.1.1 — Definicéao
Distinguiremos dois sub-modelos:

(i) — Modelo Probabilista Simples: considera o
lote L. como o conjunto dos N, fragmentos
F, que o compdem. Cada fragmento parti-
cipa indvidual e independentemente na
amostragem com probabilidade P, bem
definida, de ser colhido.

(ii) — Modelo Probabilista Composto: considera
o lote . como o conjunto de N grupos Gu
de fragmentos, cada um dos quais suposto
indivisivel e participando na amostragem
com probabilidade P , bem definida, de ser
colhido.

4.1.2 — Probabilidade de colheita de um fragmento
Os dois acontecimentos:

* presenca de F, na amostra modelo D obti-
da pela reunido dos incrementos modelo;

* toma de F, quando F, estd em D.

sio independentes. Donde, pelo teorema das proba-
bilidades compostas: P = P"i X P" em que:
1 i

P, — probabilidade de F, pertencer 4 amos-

tra real;

P’ — probabilidade de F, pertencer & amos-
tra modelo (probabilidade de «décou-
pe»);

Pi"— probabilidade de F, pertencer a amos-
tra real, se pertencer jA 4 amostra
modelo (probabilidade de «tomas).

(i) — probabilidade de «découpe» P'i.
Os dois acontecimentos:
* presenca de F, em dx;
* geleccdo de x para sede dum incremento;

sdo independentes.

Donde:

P'= {' f,(x).g(x) dx

J Dy
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fl.(x} — densidade de probabilidade de pre-
senca de F‘. em X — caracteriza a
distribuicdo espacial de F, e é habi-
tualmente um dado do problema;

g(x) — densidade de probabilidade de que x
seja escolhido para sede dum incre-
mento pontual — caracteriza a distri-
buicdo espacial dos incrementos(1).

A «découpe» cai no Ambito do modelo pro-
babilista composto.

(ii) — Toma.

Pode-se admitir que F, é submetido
individual e independentemente & operacéo
de toma. Esta serd pois estudada no aAm-
bito do modelo probabilista simples(2).

4.1.3 — Modelo probabilista simples(?)

As caracteristicas NK, MK, AK e a, da amostra
E, sfo varidveis aleatérias. E objectivo dos capitulos
seguintes estudar as suas distribuigdes, i.é., definir
as suas leis de probabilidade e estimar os seus pri-
meiros momentos. Para isso, suporemos que se re-
pete independentemente a mesma amostragem um
certo n.” K de vezes, apds reincorporacio.

Seja:

L, — populagdo dos fragmentos formada
pela reunifo das K amostras;

Ki — efectivo de repeticdo do fragmento F.l
em LK;

P, —a probabilidade de colheita de F,.

1

4.1.4 — Distribuicdo de K; em Ly
K, segue a lei binomial de momentos

m(K,) =K P, e ¢(K,)=K P,(1-P)

Quando K — oo

a) P, ndo é vizinho nem de 0, nem de 1—a lei
binomial tende para uma lei normal;

b) P, « 1—a distribuicio de K, tende para log-
-normal(4) ;

¢) 1-P, « 1 —a distribuicio de K’ =K—K, ten-
de para uma distribuicdo log-normal.

(1) «Découpes correcta: P’ =constante.
(2) Toma correcta; P' ' =1,

(3} Vidé Bib. 11 (pgs. 337 a 366).

(4)  Vide Matheron — Bib. 15,

(5) Desvio padréo relativo.
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4.1.5 — Distribuicdo do efectivo Ny de Eg

m(Ny) = E P, ; o2(Ny) = E P(1-P))
i i

4.1.6 — Distribuicdo da massa My de Ex

m(M,) = Y M P Ay = 2 M’P,(1-P)

4.1.7 — Distribuicdo de Ay em Ey

m(A,) = D, A, P, =Y a M P
i i

(A = E A’P(1-P) = 2 a’M! (1-P)) P,
i i

4.1.8 — Distribulgdo do teor ag de Eg
O teor a, ¢ igual a

A, Y A,
1
s =

M, f}“_‘ M,

ES«; M,
[

M,
£ |

Conhecem-se as leis e 08 momentos de A, e de
M,. O seu quociente, no caso geral, segue uma lei
complexa. Tentemos particularizar:

(i) —P, préximo de 0,5:

Ax e MK seguem leis praticamente nor-
mais. O seu quociente segue uma lei que
tende para uma lei normal quando o coe-
ficiente de variacdo(5) U(My) tende para

Zero (MK —> cte).

(i) — P, é vizinho de 0 ou de 1:

A, e M, seguem leis normais, i.é., log A,
e log MK seguem leis normais.

Como log a, = log A —log M, pode-se
admitir que a_, segue também uma lei
log-normal.

K
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Com a ajuda de varidveis auxillares aditivas
similares 4s que se utilizaram na anélise de hetero-
geneidade, chega-se as seguintes conclusdes(1):

a) — Em primeira aproximacgio, os momentos do
teor 8, da amostra E, sfo:

Y aMP,
1
m(ﬂ,): - =8
" SNM P m(M,)
-ll [ i k

m(A,)

o

%)
Y (a-a)? M2 P(1-P)

ci(a) =
(EML P, | ’

Na prética, esta primeira aproximacio
€ sempre suficiente.

b) — Em segunda aproximacio haverd que adi-
clonar algebricamente os seguintes termos
correctivos:

>
2 (a—a) M2 P, (1-P)

1

m(a, ) —= —
b (D, ®,)’
i

2 ¥ (a,—a)2 M'P, (1-P) (1-2 P,)

gilay) = —
b (Z 7y
i

Verifica-se que os termos correctivos sdo sempre
de ordem mais elevada em M /M (2) que é sempre
um infinitamente pequeno, pelo que sio despreziveis,

4.1.9 — Casos particulares

4.1.9.1 — Amostragem correcta

Por definicdo: ¥ F, eL:P, =P.
Donde, a partir de 4.1.8 teremos, em 1.* aproxi-
maclo:

m-(-ak) =a,

1-P ¥ (a—a)? M2

(a =
ai(a,) = 2

U(a,) = g2(ay) /a2

(1) Vide Bib. 11.

Nota-se que, quando P, = F, em 1.* aproximacéo:

(i) — A amostragem néo € enviezada;

(i) — A variancia relativa U2(a,) € igual & va-
riancia de erro fundamental(3):

12 2 (a—a,)2 M2
i

c2(EF) = —
v a7 M2
com a unica diferenca de que na 1.%, inter-

vém as probabilidades, e na segunda as
taxas de amostragem <.

Vé-se pois que o modelo probabilista desenvol-
vido neste capitulo é apenas uma generalizacdo do
modelo equiprovdvel ji desenvolvido por P. Gy em
trabalhos anteriores.

4.1.9.2 — Fragmentos com massas iguais

(i) — amostragem incorrecta (¥ F, ¢ L ; P#P)

m(ay), = 2 a; P/Z P #a;
i i

(ii) — amostragem correcta (3 F.l e L Pi = P)

m(a,) = a, — rigorosamente justa.

4.1.9.3 — Fragmentos com teores iguais

m(ay) = a
s2(a,) = 0

4.1.9.4 — Massas e teores diferentes mas com correlagdo
nula

(1) — Se a amostragem é incorrecta, é envie-
zada;
(il) — Se é correcta é rigorosamente justa.

4.1.10 — Exploragdo pratica dos resultados

a) — Nos pardgrafos precedentes considerimos
conhecidas as distribuicdes de M,, a, e de P,
de cada um dos NL fragmentos F‘i que cons-
tituem o lote L. a amostrar.

Na pritica é geralmente impossivel nu-
merar todos os fragmentos dum lote e mui-
to menos conhecer a sua massa e teor

() M, =m(M)=3 M, P ; M/M — quociente enfre o massa do fragmento genérico F| e a esperanca da massa da

amostra,
(3) Vide Bib. T — Cap. 4.1,
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individuais, ou ainda atrbuir a cada um
deles uma probabilidde P, de colheita
(exceptua-se os casos seguintes: ¥ F, e L;
PizP; Pi:.l; Pi:0).

Assim, na prética rodeia-se esta difi-
culdade & custa da seguinte aproximacéo:
divide-se o lote em classes granulodensité-
rias L. e admite-se que cada fragmento
F, possui as caracteristicas do fragmento
médio Fw da classe homogénea L« g & que
pertence. As caracteristicas do fragmento
médio slo féiceis de determinar por pesa-
gem e andlise quimica duma amostra alea-
téria de p fragmentos.

Também se admite que todos os frag-
mentos de L. = sdo amostrados com a mes-
ma probabilidade de toma Pﬂﬂ (1).

b) — Considerando que este assunto ja foi tra-
tado com todo o detalhe em publicagdes
anteriores de P. Gy, limitar-nos-emos a
apresentar os resultados e unicamente no
caso da toma ser correcta e em 1.* aproxi-
macio:

(1) —P'« 1 (Processo de implantagio de
incrementos) :

m(a,) = Z ay. My, /M,
o

o2(a,) = [; A A )t My M, /ML—’ /P M,

(il) — P’ ~ 0.5 (Processo de Partilha)
m(ay)=a;
o(ay) = [E (B ™%y, )'1 ﬁLa/ML M,
o .

¢) — A estimacédo expenmental da massa M
do fragmento meédio F da classe L pode
fazer-se por:

(i) — pesagem de MLU, e contagem de N La

(ii) — pesagem e numerac¢io de uma amos-
tra representativa de La;

(iii) — estimacfo indirecta:

m P
af
2 a ea
o
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é igual A& esperanca da taxa numérica real ca,B

em que:
f —factor de forma de L (f =~f=~ 0.5)
-3 -3 -2

{1, —massa volimica média dos fragmentos de
Ld(ou por medida ou nor estimacdo em
face do conhecimento da composi¢cio mine-
ralégica de L)

d“——-cumulo superior de FLO,
=(a +a )/2 (2).
. oy

4.1.11 — Modelo Probabilista composto

Considera-se o lote L. como o conjunto dos N
grupos Gn pelos quais estdo repartidos os N, frag-
mentos.

Estes N grupos G podem ser, por exemplo, todos
0s incrementos — modelo possiveis.

Pode admitir-se, para as leis usuais de integra-
c¢do e quando o variograma da distribuicdo dos N
grupos é «platy, que cada grupo G, é submetido indi-
vidual e independentemente a4 operacfo de «découpe»,
com uma probabilidade p’

¥G cl; P =F
Considerando que a probabilidade de colheita dos
grupos é uniforme e que a «découpe» é correcta,

obtém-se os valores dos momentos e das caracteris-
ticas da amostra E indicados nos quadros 4 e 5.

Note-se que:

a) — A variancia ¢?(M_) nio é nula porque o
nimero de mcrement.os Q; € uma varidvel
aleatdéria.

b) — Introduzindo Q = m(Qg) —nimero médio
de incrementos, obtém-se, para Mn:ML /N

e} = (“‘ - —) NZ( ) (_ - —>°'z(a )

que é a expressio da estatistica classica
referida no modelo de integracdo, o que
significa que os dois modelos sio similares
na sua charneira: o variograma <plats,

4.2 — Critérios de apreciagio de uma amostragem na
optica probabilista

Este paragrafo é uma réplica do pardgrafo 3.3.
As condicoes praticas sfo:

(1) — Para que uma operagio probabilista seja

da classe granulo-densitdria L

sdo os limites superior e inferior da classe granulométrica L
- 4
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eracta & necessirio e suficiente que a ma-
téria a amostrar seja dotada de homoge-
neidade de constitui¢do o que s6 é possi-
vel idealmente;

(ii) — Para que seja precisa (sem ser exacta),
é necessario:

* gue seja rigorosamente justa o que im-
plica(')

— que seja correcta

¥ F,eL;P=P
¥ F, ¢ L;P=0

— que seja satisfeita uma das seguintes
condicdes suficientes:

* ¢ F eL; M=M, /N,
*p (3, M) B
* que seja fiel;

(ili) — Para que seja representativa (sem ser
exacta nem precisa) é necessirio:

* que seja aproximadamente justa, ié.,
correcta;
* que seja fiel

4.3 — Erro fundamental e erro de segregacdo

4.3.1 — Introducgéo

No ambito do modelo de integracio a desordem
local apenas intervem na sua forma global através
o termo V,, do variograma V_ (0).

Este termo, de contetdo probabilista, vai servir
de charneira entre o modelo de integracfo regulari-
zado e o modelo probabilista composto, em cuja 6pti-
ci nos colocaAmos.

Como, na pratica, os incrementos nunca sio mo-
nofragmentirics, é l6gico considerar os grupos G, de
fragmentos disjuntos e complementares em L, no seio
dos quais cada fragmento F‘I1i estd indissoluvelmente
ligado a uma estrutura fixa — estamos no Ambito do
modelo probabilista composto.

A integracfo consistirA em seleccionar, segundo
uma lei, um certo nimero Q destes grupos indisso-
ciaveis (P=Q/N).

Ver-se-4 ao longo deste capitulo, como aparece
a integracio na perspectiva descontinua da matéria.

4.3.2 — Momentos do erro de integracdo El, na perspec-
tiva probabilista

a) — Admita-se que a(x)za.[_+a2{x}, funcio do
tipo da que se observa na retoma dum par-
que de homogeneizacio.

A auséncia de regionalizacdo implica
que as populacdes dos teores a(x ) e a_
sio normais ou que nio existe correlacio
entre o teor a e n. Neste caso as trés leis
de integracéio sdo equivalentes entre si e a
uma tiragem ao acaso duma populacdo
qualquer.

Podem pois aplicar-se os resultados do
Modelo Probabilista a toma de Q grupos
da populagio-mie dos N grupos constitu-
tivos de L.

O teor a, € uma varidvel aleatéria
cujos momentos foram estudados no Capi-
tulo 4.1. Os momentos de EI, ndo sdo mais
do que os momentos centrados relativos
de a_.

Na pratica, para as trés leis usuais de
integracdo e sempre que DL/9=Q inteiro
teremos:

1. modelo de integracio (vide Cap. 3).
m(EL) =0
o? (BI)) =V.y/Q8, 2=0?(8,) /Q 32

2. Modelo probabilista.

m(EL) =0

1-P ’
o2(BL) =—— ) (8,~%)? M,2/a, M2

A 1. aproximacdo é suficiente (2).

Note-se que quando P « 1, Mn=ML/N e
P=Q/N, teremos ¢2(EL)=¢2(a,)/Q a2
idéntica 4 do modelo de integracio.

b) — Explicitacdo da expressido da variancia de

EI,

A variancia de EI, é igual a variancia
de 'E, heterogeneidade da amostra E.

1 1\ N
a_—ﬁ\ N-1

DS
"

Como g2(AE) = | o2( *n) (3)

e por outro lado Hy(G,) = Y\ N, 4,2/N,
n

(1) A justica rigorosa pode ser obtida quando as probabilidades P, niio sfio uniformes mas sdo independentes da

personalidade dos fragmentos: p(A,, P)=0 e (M, P\)=0.
(2) A 2.0 aproximacfio estd indicada no quadro 4.
(3) Da estatistica cldssica.
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Se ¥ Gn = L—)N": NL/N

teremos H,,(G,)= ¥ 4,7/N = 0?(a,)

o que tomando em consideracio o que se
disse em heterogeneidade local conduz a

N, a;,—a,, M, 12
NL—IZ[ a TITJ

em que vy e { tém os significados habituais.

Hp(G,)= (A +y$) (N-1)

Pode pois concluir-se:
Considerando que Q/N:P e que NL »1

M: ’-’2
ML

1-P A —a,
P (Hﬁ)zla‘ﬁaﬂ
L ;

em que:

o?(El;) =

e = N/Q-1
el s Ve Tl

Factor de amostragem que apenas depende
de P (suposto uniforme) ou de 1. A dimen-
sdo e o nimero absoluto dos incrementos
nio intervém.

* 1++E Factor de segregacio e de agrupa-
mento;
£=0 — segregacfio nula;
v=0— quando o efectivo de G11 é 1.

. 2 a,—a;, M, |; — Factor de com-
: a, M, posicio da maté-

ria a amostrar. Estd ligado & heteroge-
neidade de constituichio e é igual a
H, (L)/N,2
Como se vé, g2(EL), na préitica, nunca se
anula, mas pode diminuir-se quando:

(i) — Se colhe uma amostra o maior possi-
vel;

(ii) — se homogeniza o lote antes da amos-
tragem;

(iii) — se efectua um grande ntimero de
pequenos inerementos em vez de um
menor nimero de grandes incremen-
tos;

(iv) — fragmentando, na medida do possi-
vel, o lote a amostrar.

4.3.3 — Erro Fundamental
4.3.3.1 — Definigédo

Designa-se por Erro Fundamental o valor mini-
mo de EI, quando a amostragem é correcta e y £=0.

TECNICA 451/452

EI, reduz-se a EF' em dois casos.

(i) — £=0 — Distribuicio naturalmente homogé-
nea. Os incrementos podem ter
qualquer dimensio-amostragem
quase«equiprov‘é.vel;

(ii) — ¢y =0 — incrementos de fragmentos isola-
dos. A sua distribuicdo pode ser
qualquer-amostragem equiprovavel.

Estas condi¢des correspondem as do modelo pro-
babilista ja estudado.

4.3.3.2 — Momentos de EF
1.* aproximacfo:

M(EF),=0

1=p a;,—a,,
g2(EF), =

M, 2
M
2 aproximacéo:

1-P a,—a
M(BF),=M(EF), ~ — E‘V = "] [
i N L

g5
-2

¢2(EF),=¢2(EF),
2(1—P) (1-2P) a,—a,\2 / M, \?3
o P2 E a, M

Note-se:

(i) — O erro fundamental é um erro patamar
funcdo da heterogeneidade de constituicio
da matéria e que constitui um minimo
incompressivel. De todos os erros de amos-
tragem é o flinico que nunca se anula. E o
erro que se comete quando a amostragem
é realizada em condicdes ideais.

(ii) — O viés fundamental M(EF), é desprezével
em face do desvio padrio ¢2(EF) e anula-
-se quando:

—P=1
—a,=a
—M=M, /N,
—pla, M,) =0

4.3.3.3. — Condigcdes de minimizagdo de o%EF)

Sdo as condicdes (i) e (iv) de 4.3.2, i.é., aumen-
tando P ou fragmentando o lote.
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4.34 —Erro de Segregagéo

4.3.4.1 — Definicao

£ a grandeza ES cujos dois primeiros momentos
sdo iguais a diferenca entre os momentos correspon-
dentes de EI, e de EF,

4.3.4.2 — Momentos de ES

Indica-se apenas a 1." aproximacfo que, na pra-
tica, é sempre suficiente:

m(ES), =m(EL),-m(EF),=0

g2(ES), =g EL),—c2(EF),=y { 2(EF),

g2(ES) s6 pode ser estimado a partir de
g2(EL) — anélise variogrifica —e de ¢2(EF), cuja
estimacgdo «a priori» e «posteriori» iremos ver na
seccdo 4.3.5.

4.3.5 — Estimagao pratica dos momentos do erro funda-
mental

4.3.5.1 —Existem fundamentalmente trés métodos para,
na pratica, estimar a variancia do erro funda-
mental:

(i) — Um método preciso baseado na anilise
granulodensitiaria completa detalhada do
material a amostrar. Por ji estar sufi-
cientemente descrito na bibliografia e por-
que exige uma experimentacdo longa, de-
licada e muito cara ndo o descreveremos
em detalhe.

(ii) — Um método riapido derivado do precedente.
Permite fixar em poucos minutos a ordem
de grandeza da variinecia fundamental
sem qualquer suporte experimental. Apli-
ca-se unicamente aos minérios contendo
um elemento ecritico sob a forma dum mi-
neral tnico.

Pode adaptar-se a outros materiais
a granel desde que os seus constituintes:

* Sejam nitidamente expressos;

* tenham composicdo e propriedades
aproximadamente constantes;

* estejam justapostos no seio dos
fragmentos e nio em solucgdo uns
nos outros.

(iii) — Um método pratico baseado na colheita
de uma amostra representativa de cerca
de 50 fragmentos da classe granulométri-
ca mais grosseira e na determinacédo da
massa, do volume e do teor de cada frag-
mento.

E um método mais simples, mais ra-

pido e mais barato que o primeiro. Exige
unicamente equipamento laboratorial cor-

rente e é aplicAvel a numerosos materiais
a granel: minérios, produtos metalargicos,
materiais nio minerais, etec.

4.3.5.2 — Metodo expedito (ii)

Seja §'=M, X § r‘"a'h il &
L _

i
Da exploracio dos resultados da aplicagio da
andlise granulodensitiria, tem-se:

o !

c(EF), =S (1-P) /PM,=S'(1/M,—1/M;) (2)

* Transformacio de S num produto de dois
factores. De (1) tira-se

' — T aa 2 2
S 2 2 Vrz.ﬁ'p'a. { ag‘B Ay Mﬂ‘g/a‘L MI.
z B

A experiéncia mostra que o teor a depende

muito mais de o do que 3, pelo que se fard a 1.*
aproximacao:

s Lu.s c LB; aaﬂ:a.“

Verifica-se também que M wa/M 8 habitualmente

varia pouco duma classe densitdria para outra o que
conduz a 2.* aproximacgio:

=M_/M

¥ L,cL M /M 1

8
Entéo:

§' =8, X8, em que
i E= 2 2
g = ; Bg (a_ﬂ'_—aL) M,s/a'l_ M
S'z = zvu Ma/Ml.
x

* Expressio simplificada de §',.
Os valores extremos de S'| sio:

O — Quando o lote é rigorosamente homogéneo.
e = [(l—aL)/aL]zaL my + 8, pg quando o lote é
constituido por particulas inteiramente livres.
Na pratica: O € 8, < ¢
Escrever-se-A entéo:
=c.l
¢ — Parametro mineralégico [M L'3}( 1

1 — Parimetro de libertacdo (sem dimen-
sbes).

(1) ¥ necessfrio exprimir os teores em valor decimal e em mineral e nfio em metal,
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* Expressfio simplificada de §',
i 3
8 2 E fu du Mu./M L
xX
Como di diminui rapidamente pode considerar-se

unicamente o da da fraccdo mais grosseira dm:
= ¢95 = d.

§',=f.g. @ em que

f — parametro de forma (sem dimensdes) ~ 0.5
g — parimetro granulométrico (g =~ 0.25)

d— g
1 1
* ¢2(BEF) =c.l f.g d3 (—~— = ——)
~clf.g d3/M_
= C d3/M,

Ja suficientemente descrito na bibliografia.

4.3.5.3 — Método pratico
Procede-se como indicado em 4.3.5.1 (iii).
(i) — BEstimacfo de S',

i 2 2 2
S.T = E (aq_a'(}) Mq/vq a".'.1 MO
q

em que
a —teor de F
q q
Mq — massa de Fq
Vq — volume F‘q
a, — teor de LQ

Mo — massa de l..0

(ii) — Estimagéo de S',
L o k] =
8= E V.M /M =t Z a M /M =
o [ 4
=t 3
=05 E al M /™,
: [+ 4

ou entdo S, =f.g d’= V/4
o que conduz a:

GAEF) = 8} X S)/M_ = §] V/4 M,

(1) De notar que C é funcéio de d a partir de 1.
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4.3.6 — Exemplos de aplicagdo
4.3.6.1 — Método expedito

O método descrito em 4.3.5.1 permite resolver
problemas do tipo:

(i) — Céalculo da variincia fundamental
c2(EF) = C da3/M

(ii) — Célculo da massa da amostra a escolher
(C e d fixados) para que ¢2(EF) < g ?
M, > M, = C di/g?

(iii) — Caleculo da dimensao critica a que é ne-
cessirio moer o minério nas condi¢des do
problema posto

dgdn:“/ME a’uz/-fc. (1)

4.3.6.2 — Método pratico

Apresenta-se um exemplo dum minério de ferro
da regifio de Cassinga, Sul de Angola.

De acordo com o método operatério j4 sumaria-
mente descrito constituiu-se um lote de trabalho L
do qual se colheu, ao acaso, uma amostra de 46
fragmentos da classe granulométrica mais grosseira.

Para cada um destes fragmentos foi determi-
nado:

— massa Mq [g]
— volume Vq [em3]
— teor a, [% Fe]

Os resultados constam do quadro 6.

Seguidamente calcula-se:

a, = 3791 % F, ; a) = 1437.17 (% F,)?

M,=53T1g ; V,=1733cm3 ; V= 37,67 cm?
2 =
E (a.q—ao]2 Mq/vq a, M, = 488.5 g2 cm-?
o AN 2 _
3= Z (a.q—aq} Mq /Vq a, M, = 063g. cm-
S; =025V =94cm?

&

. 0 i

§ X §,=59g » cXEF) =59 LL - Lj
My W

A partir destes resultados é possivel calcular a

constante de amostragem C para se poderem resolver
os trés problemas clissicos.
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QUADRO 6

M, v, a, M, Va 8

a grama em? Fe % 4 grama cm? Fe %
1 163 42 55,31 25 189 49 53,83
2 121 ES3 21,33 26 157 48 43,91
3 116 39 37,86 27 116 42 38,66
4 127 39 45,62 28 66 24 38,00
5 78 29 13,91 29 141 53 6,01
6 102 26 50,86 30 128 39 39,91
i 60 23 42,65 a1 138 50 21,36
8 142 48 4413 32 89 31 22,80
9 105 34 26,91 33 150 42 45,73
10 119 45 36,84 34 100 41 4,79
11 61 19 43,22 35 208 60 47,565
12 149 57 411 36 127 39 41,39
13 295 37 6,04 37 146 49 48,58
14 95 89 7,33 38 117 30 59,07
15 198 43,91 39 102 38 20,53
16 107 53,14 40 71 29 10,38
17 172 43 61,58 41 81 29 44,82
18 120 29 62,72 42 82 36 3,40
19 119 33 38,20 43 105 31 41,28
20 104 28 44 48 44 116 33 48,13
21 121 33 44,93 45 110 31 46,83
22 21 32 47,56 46 67 26 7,64

23 148 40 68,52
52 20 7,30 = 5371 1733 37,91

q
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Assim, considerando f=0.5, teremos:

d3 = V/f = 75.34 em3
d =4.22cm
C=8'/d? = 0078 g .cm-3

1 1
g2(EF) :(M—: = ir)c d:

O célculo do desvio padrdo conduziu aos seguin-
tes valores:

Massa da amostra olay) [% Fe] = 2¢y

10 kg 1,09 2,18

100 kg 0,35 0,70

1000 kg 0,11 0,22

10 000 kg 0,035 0,07
4.3.7 — Notas

( 1 1 )
Na expressio g2(EF) = | o — 3 Jef.lg.ds
M, M, &

¢ — Parimetro mineralégico —traduz a influén-
cia da constituicGo da matéria amostrada.
E devido a este parimetro que quando se
utiliza esta expressio se tém que exprimir
03 teores em valores decimais de mineral
e niao de metal;

1— parimetro de libertacdo traduz simultanea-
mente a influéncia da estrutura da matéria
e do grau de individualizacdo dos seus cons-
tituintes;

f — parimetro de forma — traduz a influéncia —
fraca — da forma dos fragmentos;

g — parimetro granulométrico —traduz a in-
fluéncia — fraca — da maior ou menor gra-
nularidade do minério;

d — ¢, — traduz a influénceia do estado absoluto
de fragmentacio.

4.4 — Analise do Processo de materializagdo dos incre-
mentos pontuais

4.4.1 — Introdugdo

Como vimos em 1.3.1, o processo de amostragem
por implantacfio de incrementos («colheita») pode ser
considerado como a sequéncia de quatro operacdes:
integracdo, «découpe», toma e reuniio.

A integracio foi estudada no Cap. 3. A reuniio
€ uma operacio exacta. A materializacio dos incre-
mentos pontuais, efectuada em duas etapas «décou-
pe» e toma, é geradora de erros que sdo estudados
no ambito do modelo probabilista. Antes de entrar
no detalhe, iremos examinar o conjunto de transfor-
macgdes que permitem passar do modelo & realidade
e quais os erros que originam.
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442 — Lotes com uma dimensdo temporal {b_TL)

(i) — Ponto de partida — incremento pontual.
O incremento é representado por um
ponto x do eixo dos tempos. O teor a

de L é rigorosamente:

T T,
a, = fa(x) pix) dx/ {u(x) dx
o

Yo

(li) — Primeira transformacio — incremento
segmentado.

O incremento é representado por um
segmento de comprimento T_ centrado
em X.

O teor do material amostrado é repre-
sentado pela funcdo a (x) regularizada
de a(x) a escala do segmento de compri-
mento T_. B a média de a(x), ponderada
pelo caudal pontual ;(x) no interor de T,.

O caudal é representado por p (x),
regularizado de pu(x) & escala de T. E a
média simples no interior de T.

O teor a, do lote seri:

1 T[. TL
a,= ;‘m_m {ac(x) p (x) dx {p,c(x) dx
c - O - o

como 'I‘C & '1‘L pode admitir-se
T, T,
a = {ac(x) p, (x) dx fu.c(x) dx
* o o

Esta identidade pratica ndo é gera-
dora de erros aprecidveis, desde que
T, ¢ T,.

(iii) — 2.» transformacéio.
A matéria, que suposemos condensada no
eixo dos tempos, ocupa realmente um cer-
to volume no espago geométrico contido
entre dois planos paralelos (mas ndo pa-
ralelo: ao eixo dos tempos) distanciados
de T.

E a «découpe» modelo, fatia de espes-
sura constante da matéria ndo discreti-
zada.

Esta identidade nfdo é geradora de
erros.

(iv) — 3. transformacio — «Découper» real—
Erro de «Découpes.

A operacéo de colheita é habitualmen-
te realizada por um recipiente — o amos-
trador — que no instante da colheita é
levado a interceptar a envolvente do fluxo
de material recortando naquele fluxo um
volume a que chamaremos «découpe» real.
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A experiéncia mostra que nem sempre
as superficies sdo planas nem paralelas
o0 que conduz a uma ndo uniformidade de
probabilidade de colheita dos diferentes
fragmentos, devido & maior ou menor
correlacdo entre as caracteristicas granu-
lo-densitarias de um fragmento e a sua
posicdo espacial no fluxo do material.

T esta incorreccdo que gera 08 erros
de «découper.

(v) — 4.» transformacdo — «découpes» discreta.

A «découpes discreta é constituida
pelo conjunto de fragmentos cujo centro
de gravidade esti no interior da «décou-
pe» real. Corresponde a seleccio que se
opera, em condicdes ideais, quando os
fragmentos caem sobre uma aresta fixa
ressaltando para o lado onde se projecta
o seu centro de gravidade.

Esta transformacfo corresponde a
uma equivaléncia estatistica, pois pode
demonstrar-se que a diferenca entre as
composicoes das «découpes» real e dis-
creta é uma varidvel aleatéria de média
nula.

Nao é portanto geradora de erros.

(vi) — 5.* transformacfo — incremento real —
erro de toma.

O incremento real é constituido pelos
fragmentos que penetram efectivamente
no amostrador e nele permanecem.

As condicdes que conduzem a uma
identidade entre a «découpe» discreta e o
incremento real sdo:

a) — Condigdes ligadas a queda dos frag-
mentos:

* os fragmentos devem cair um a
um;

* devem cair verticalmente;

* devem cair sem energia de «spin».

b) — Condi¢bes ligadas ao amostrador:

* a abertura do amostrador deve ser

limitada por arestas lineares sem
espessura;

* as arestas devem ser horizontais;
* as arestas devem estar suficiente-

mente afastadas uma da outra,
sem o estarem infinitamente;

* as arestas devem estar imoéveis;

* o amostrador deve ser concebido
por forma a respeitar a integri-
dade dos incrementos.

Quando uma destas condi¢des nédo for
respeitada, ndo se verifica a regra do
ressalto, ndo havendo identidade entre a
«découpe» discreta e o incremento real,
gerando-se assim um erro de toma.

Pode pois concluir-se que na materia-
lizacdo dos incrementos reais ha duas
operacdes susceptiveis de gerar erros:
«Découper e Toma.

A Fig. 4 esquematiza o que acabamos
de escrever.

RECAPITULACAO ESQUEMATICA DA PASSAGEM
DO MODELO DE INTEGRACAO A REALIDADE

Projeccdo a duas dimensdes
(Segundo P. Gy)

1 - Incremento pontual

2 - Incremento segmentado

B 2

—Ya—

- "Decoupe" modelo

Ofg@ 0

4 - "Decoupe" real

FF0

5 - "Decoupe" discreta

QO@@D
oY -1w)

& - Incremento real

Fig. 4
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sociedade portuguesa de computadores
em tempo dividido (time-sharing) s. a. r. .

Av. 5 de Outubro 95-3°. D, 1000 — LISBOA
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MARK I TIME-SHARING SYSTEM

Para além da Prestacdo de Servicos as Empresas nossas clientes,

A colaboracdo e apoio que, ao longo de oito anos, temos prestado as Universidades,
Institutos Técnicos, Liceus e Centros de Investigacdo, constitui uma linha de forca
maior da nossa actividade.

Tal colaboracdo tem-se traduzido, ndo s& em palestras, cursos de andlise e pro-
gramacdo, estdgios, resolucdo de problemas académicos, etc., como em condicfes
especiais de utilizacdo dos sistemas Time—Sharing.

GE — 265 MARK 1
(Sociedade Time Sharing)

DEC SYSTEM 10
(Lab. Nacional de Engenharia Civil)

A instalacdo de terminais nos locais de trabalho, permite o contacto telefdnico com

0s dois computadores acima referidos e, em casos especiais, com a rede europeia de

MARKIIL
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443 — Lotes com 1, 2 ou 3 dimensdes espaciais

Pode reconstruir-se, para cada um destes lotes,
a sequéncia que acabamos de indicar.

Pode ainda acrescentar-se que, suprimindo a 4.*
transformacio («découpe» discreta) e modificando
ligeiramente a formulacdo da 5., podem deduzir-se
um certo nimero de conclusbes vilidas para sé6lidos
compactos nfio fragmentados tais como

* jazigos mineiros;
* produtos metaltargicos: lingotes ou chapas
metalicas.

4.5 — Erro de =découpe»

4.5.1 — Definigdo

Como vimos, o erro de «découper» surge quando
a «découpe» real, efectuada pelo amostrador no do-
minio D, ocupado pelo lote L, difere da «découpe»
modelo definida em funcio do nimero p de dimen-
soes do modelo representativo do lote.

Em coordenadas cartesianas:

* p=3—é um cubo;

* p=2—¢ uma coluna de seccio constante
e quadrada e de altura igual & es-
pessura. do lote;

* p=1— é uma fatia de espessura constante
cortando inteiramente a seccdo do
lote.

4.5.2 — Condicdes tedricas de amostragem correcta(')

Uma amostragem é correcta quando assegura a
todos os fragmentos F, de L, uma igual probabilidade
de pertencerem & amostra E.

Ora, a probabilidade de colheita de Fi é:

Br= ff.l{x] g(x) dx
D,

em que

f.(x) —densidade de probabilidade de presenca
de F, no ponto x — distribuicdo espacial
de F;

g(x) — densidade de probabilidade de localizar
um incremento no ponto x(2) — distri-
buicdo espacial dos incrementos.

A condicdo de correccdo seri pois:

VF, el P= {fi(xj g(x) dx=P

. DL

(0<P<1)

As condigdes tedricas de distribuicio dos incre-
mentos g(x) que asseguram a correcclo, para os
diferentes tipos de distribuicfo espacial, ou seja, de
homogeneizacdo do lote, estfio expressos no quadro 7.

QUADRO 7

DISTRIBUICAO CORRECTA DOS INCREMENTOS

Distribuicio Distribuicio dos incrementos,
Tipo de homogeneidade dos fragmentos assegurando amostragem Tipo de Lote
F (x) correcta

Tridimensional f g(x, y, z) — qualquer de forma qualquer

hidimensional fi(z) g(x,y) — uniforme em z tabular

unidimensional f,(y.z) g(x) — uniforme em (y,z) | parqueamento alongado;
lote em deslocamento
(correia transportadora)

de revolucéio f.(p.z) g(¢) — uniforme em g e z | de revolucdo
(enquartacéo)

heterogéneo f.(x,y,2) g, — uniforme de forma qualquer

(1) Por amostragem considerimos agqui o conjunto «integraciior — «découpes,

A1

(2) A probabilidade de que D, englobe um ponto qualquer de D, é D,/D, e é igual a D_fD gl(x) dx.
L L
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Pode concluir-se dizendo que:

* Se podem seleccionar livremente a(s)
coordenada(s) de homogeneidade;

* se deve seleccionar a(s) coordenada(s) de
heterogeneidade e atribuir-lhe(s) uma den-
gsidade uniforme de probabilidade.

453 — Condigdes Praticas de «découpe» correcta

45.3.1 — Lotes com uma dimensdo temporal

45.3.1.1 — Amostradores «transversais»

Definem-se amostradores «transversais» como
aqueles que colhem a fotalidade do fluxo durante uma
parte do tempo.

Demonstra-se que um amostrador «¢transversals
realiza uma «découpe» correcta quando e s6 quando
assegurar a cada linha de fluxo y de material, uma
igual duragdo de colheita T (y) = constante. Caso
contrario a «découpe» é incorrecta.

Também se demonstra que o erro de «découpe» é
identicamente nulo quando e s6 quando a «découpe»
realizada é correcta.

As condicdes praticas da correcgio estio es-
quematizadas no quadro 8.

O respeito pelas condi¢des geométricas do amos-
trador estid esquematizado nas Fig. 6 e T.

4.5.3.1.2 — Amostradores «=ndo transversais=

Sdo amostradores que colhem uma parte do fluxo
durante a totalidade ou uma parte do tempo.

Originam erros sisteméticos que podem ser gra-
ves. Sio desaconselhéveis e estio a cair em desuso.

453.2 — Lotes com dimensdao zero

Um lote tem dimensdo zero quando estd natural-
mente dividido num grande nimero de unidades de
peso estatistico igual e de peso fisico aproximado
(ex,: comboio de vagons de minério — método da
pazada, ete.).

O erro de «découper € nulo se se proceder &
amostragm priméaria desses lotes através a colheita
dum certo nimero de unidades inteiras.

4.53.3 —Lotes com uma dimensdo espacial

S6 pode ser considerada correcta a «découpe»
do tipo da que é executada com um quadro sobre
uma correia transportadora parada (vide Fig. 5).

4.5.3.4 — Lotes de material a granel com 2 ou 3 dimen-
sdes espaciais de revolugdo

E extremamente dificil na pratica efectuar uma
«découpe» correcta por muito onerosa ou mesmo im-

possivel.

4.5.3.5 — Conclusdo

Pode concluir-se que s6 a amostragem dos lotes
em deslocamento continuo (unidimensional) ou des-
continuo (dimensio zero) pode assegurar, na prética,
a realizacio de uma «découpe» correcta.

46 —Erro de toma
4.6.1 — Definigao

O erro de toma surge quando o conteiido do
incremento real difere do da «découpe» discreta, isto
¢, quando a regra do ressalto nfio é respeitada.

Vejamos seguidamente as condicdes praticas de
toma correcta (1).

(1) As condicles teodricas estdo descritas em 4.4.1 (vi).
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QUADRO 8

AMOSTRADORES TRANSVERSAIS — CONDICOES DE «DECOUPE- CORRECTA

Condicdo de «découpe» correcta: todas as linhas de fluxo y devem ser interseptadas num intervalo
de tempos constante

Uniformidade de T (y) — duracdo de colheita — na|
espago {Wq/VqJ

Uniformidade

de ‘I'q(y] no tempo

|

Condicdo cinematica:
Velocidade Vq(y) uni-
forme em cada incre-
mento

Condicdo geométrica:
Largura W _(y)
Forma e instalacéo
do amostrador

Condigdo cinematica:
Velocidade Vq(y) uni-
forme de um incre-
mento para outro

Condicdo geométrica:
Largura uniforme de
um incremento para
outro

a) Comando eléctrico: Concepcao do amos-

Correcto se o mo- trador:
tor far sohredt- 1) Trajectéria rectili-
mensionado e as -

posicoes de repouso
do amostrador fo-
rem suficientemen-
te afastadas do flu-
xo0 do material.

correcta se arestas
paralelas.

2) Traject. circular:

correcta se arestas
radiais.

3) Qq. outra traject.:
(amostra. manual)
sempre incorrecta.

Instalacdo e manuten-

c¢do do amostrador:

b) Comando hidrau-
lico, pneumético ou
manual: sempre in-
correcto (a evitar).

@) Comando eléctrico:

Praticamente cor-
recta se as flutua-
¢oes de tensio e
frequéncia da rede
eléctrica nao forem
elevadas. Erro si-
milar ao da flutua-
cdo do caudal ED.

b) Comandos hidriu-
lico, pneumético ou
manual : incorrec-
tas —a evitar.

Largura uniforme:

Correcta se se limpa
periédica e frequente-
mente a abertura do
amostrador e se se vi-
gia a deformacdo e o
desgaste.

a) Interseptar totalmente o fluxo do material. b) Evitar as poeiras. ¢) Posicies convenientemente afasta-
das do fluxo do material. d) Limpar periédica e frequentemente a abertura do amostrador. e) Vigiar a
deformacio e o desgaste da abertura.

4.6.2 — Lotes de material a granel com uma dimenséo
temporal amostrados com um amostrador «trans-
versal»

(i) — Os fragmentos tombam um a um.

Na pratica os fragmentos tombam
sob a forma dum fluxo mais ou menos
compacto. Quando um fragmento ressalta
sobre uma aresta interfere com a trajec-
téria dos outros fragmentos.

No entanto pode admitir-se que na
parte central do fluxo a reaccio é esta-
tisticamente simétrica.

Na periferia a reaccfio é centrifuga.
Mas como o amostrador possui duas ares-
tas pode admitir-se que elas desempenham
papéis simétricos.

TECNICA 451/452

Pode pois concluir-se que a realidade
é estatisticamente equivalente ao modelo

correcto.

(ii) — Os fragmentos caiem verticalmente.
Também aqui a alteracfio é simétrica
ao nivel das duas arestas do amostrador,
podendo concluir-se que a realidade € es-
tatisticamente equivalente ao modelo cor-

recto.

(iii) — Os fragmentos caem sem energia de

«spiny».

Também aqui a alteracio é simétrica
em relacdo as duas arestas podendo tam-
bém concluir-se que nfo ha erro de toma

nos casos reais.
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-DECOUPE- CORRECTA: Respeito pela condigdo geométrica — Concepgdo do amostrador

(Segundo P. Gy)

1) Trajectoria rectilinia

CORRECTA INCORRECTA

|

INCORRECTA
(deposito

INCORRECTA
(divisor com

sobre as um dnico la

arestas) do)
2) Trajectoria circular
@ Eixo ©® Eixo @ Eixo © Eixo
710 0 0 0
Ill
1y
I
[ \
CORRECTA INCORRECTA INCORRECTA INCORRECTA
Fig. 6

(iv) — A abertura do amostrador é limitada por
arestas lineares.

Na medida em que as pequenas defor-
macdes devidas ao desgaste ndo compro-
meterem nem a forma nem as dimensoes
originais do amostrador, pode afirmar-se
que nio hid erro de toma.

(v) — As arestas do amostrador sédo horizon-
tais.

Sempre que ndo forem horizontais a
regra do ressalto nio pode ser respeitada,
cometendo-se um erro de toma que afecta
tanto mais os fragmentos quanto mais
grosseiros forem (vide fig. 9).

(vi) — As arestas devem ser largamente afasta-
das uma da outra.

Se esta condicdo se ndo der, as par-
ticulas, sobretudo as mais grosseiras, po-

dem ressaltar para fora do amostrador
como se indica na Fig. 8.

Para que a toma seja correcta é ne-
cessirio que a largura W da abertura do
amostrador, no sentido do seu desloca-
mento, seja

Y¥d>3mm: W>W =3d
Y¥d<3mm: W>W =10mm

Se esta condicdo ndo for satisfeita,
ocorre um efeito estatistico de crivagem
que altera selectivamente a probabilidade
de toma dos fragmentos de maior calibre.

(vii) — As arestas do amostrador sfo imoveis.

Como ¢é obvio o amostrador tem de
deslocar-se em relacdo ao fluxo do ma-
terial.
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-DECOUPE- CORRECTA: Respeito pela condigdo
geométrica — Instalagdo do amostrador

(Segundo P. Gy)

A, B, Aj B,

D, (A D, C,
CORRECTA

A1 B1 A! BZ

b, G """‘ D C

INCORRECTA
A, B, A, B,
D
B © @ D, GC;
INCORRECTA
oL
A, B - A2 B
f”' P oetah e - 1\\
s - ~. Y
’.t /’ \\ \\
| 1 ) \
L \ b ]
\ \\ ’, ,i'
‘\\ k“.-._ ______ s ’/'f
Dy G e D B
INCORRECTA

P — Seccdo horizontal do fluxo do material
L
¢L—-Se<:l;é.o horizontal do fluxo de poeiras

Fig. 7
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Direcgao do deslocamento

do amostrador

— .

®

S W
é O

Fig. 8

A experiéncia prova que a toma é
correcta se for respeitada e seguinte a
condicdo cinemitica:

E necessario que a velocidade V dum
ponto qualquer da abertura do amostra-
dor satisfaca a relacéo

V<V, WW,

em que

V, =400 mm. s-1;
W_—largura minima definida em (vi);
W —largura da abertura do amostrador.

Ex.: Consideremos em minério com
d=25mm . W=3d=T75 mm.

Para W=W°:'(5 mm — V’“z V.=
=400 mm. s-1

Para W=150 mm — V'o=2V"=
=800 mm. s-1

A massa do incremento, sendo propor-
cional a W/V, é a mesma em ambos os
casos.

(viii) — O amostrador deve ser concebido por

forma a respeitar a integridade dos incre-
mentos.
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ERRO DE TOMA — INFLUENCIA DA ORIENTACAO DAS ARESTAS
Vistas num plano vertical perpendicular ao eixo de deslocagdo do amostrador
(Segundo P. Gy)

1) Amostrador de colher:

A aresta AD é horizontal

2) Amustrador de godet:

A aresta AD é horizontal.

3) Amostrador de bolso:
A aresta AD é obliqua.

HA risco de alteraciio selectiva da probabilidade de toma dos fragmentos
de maior calibre.

4) Amostrador de colher envolvente:

A aresta AD ¢ curvilinea.
Mesmo defeito que em 3.

5) Amostrador de pulpa de colher:
A aresta AD é vertical.
Mesmo defeito que em 3 mas mais acentuado.
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Deve assegurar:

* que um fragmento que penetre no
amostrador nfio possa sair (colher com
pelo menos o dobro da capacidade do
incremento — profundidade > 3d; ares-
tas com inclinacdo > 45° ou 60° con-
soante o material for seco ou hiumido;
evitar correntes de ar desempoeirado-
ras);

* que ndo haja contaminacio por mate-
rial estranho (evitar fontes de poeiras,
aco inoxidavel, proteccio de abertura
com uma tampa).

46.3 — Lotes de material com uma dimensdo temporal
amostrados com um amostrador ndo «transversals

E de evitar,

464 — Lotes com 0, 1, 2 e 3 dimensdes espaciais

(i) — O erro de toma é nulo quando se procede
a4 amostragem dum lote com zero dimen-
sbes através da colheita dum certo na-
mero de unidades inteiras.

(ii) — O erro de toma é nulo na amostragem de
lotes com uma dimensio espacial quando
se procede a colheita, com o auxilio de
um gquadro, sobre uma correia transpor-
tadora parada, desde que se tomem pre-
caucbes quanto aos fragmentos de maior
calibre colocados sob as paredes que limi-
tam o quadro.

(iii) — A toma, nos lotes com 2 e 3 dimensdes
espaciais e de revolucgfio, é sempre deli-
cada, como jA se disse ao falar na «dé-
coupes.

De notar que a correcgio da toma é condigdo
necessiria de correccio da amostragem. S6 lotes do-
tados de homogeneidade de constituicio (caso ideal
sem existéncia real) podem ser amostrados correc-
tamente com tomas incorrectas.

5. PROCESSOS DE PARTILHA (DIVISAOQ)
5.1 — Definigdo

O processo de partilha consiste na sequéncia das
quatro operacdes jA descritas em 1.3.2, a saber:

* Divisio — conduzindo as fraccdes-modelo;
* Separacio — conduzindo as fraccdes-reais;

* Escolha — conduzindo aos incrementos reais;
* Reuniio — conduzindo &4 amostra real.
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Esta sequéncia pode ou ndo ser repetitiva.

E a escolha que constitui a amostragem propria-
mente dita. As operacdes preliminares de divisdo e
separacdo limitam-se a transformar L num lote com
zero dimensdes, antes da sua amostragem.

E um processo que se aplica exclusivamente aos
lotes manipulaveis, isto é aos lotes que se aceita
manipular com o objectivo de amostragem ou aos
lotes cuja transferéncia impde a sua manipulacdo
por razdes estranhas 4 amostragem.

5.2 — Momentos do erro cometidos na escolha

Se o lote a amostrar é pequeno e a divisio e a
separacgdo forem correctas, pode-se considerar que o
erro total de amostragem é igual ao erro de integra-
cAo EI2 cujos momentos sdo:

m(EL) =0 = m(ag) =8,

3 1
L e e

0" (EL) =

W= (L~ 2t

Para Q=N/2 = U?(a,) =U%(a,)/N
em que:

N — nimero de fraccdes reais G, cuja reunido
constitui L;

Q —namero de fraccdes seleccionadas.

5.3 — Critérios de apreciacdo de uma partiha

(i) — Para que uma partilha seja rigorosamente
justa é necessinio e suficiente que:

* a divisfo seja correcta;
* a separaciio seja correcta;

* as massas M g das fraeccdes reais (}"I1
sejam todas iguais.

(i) — Para que uma partilha seja aproximada-
mente justa é necessirio e suficiente que:

* a divisio e separacio sejam correc-
tas;

* as massas M sejam da mesma or-
dem de grandeza.

(iii) — Para que uma partilha conduza a disper-
sfio nula é necessario e suficiente que
g2(EIl,) =0, 0 que s6 sucede em dois ca-
sos limites:

* Q=N —todo o lote € amostrado;
* a =a, —homogeneidade de consti-
tuicéo.
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(iv) — Nem sempre é possivel realizar uma par-
tilha fiel (1). Em certos casos seria neces-
sario quer:

* conservar todo o lote;

* fragmentar e homogeneizar o lote
antes da divisdo para reduzir UZ(a ).

* rever o mivel de fidelidade R 2

(v) — Diz-se que uma amostragem comercial é
equitativa quando o wvalor comercial do
lote, calculado a partir do teor da amos-
tra, admite, para média, o valor calculado
a partir do teor do lote.

Quando o valor de L. é uma funcio
linear do teor, pode dizer-se que a amos-
tragem ¢ equitativa desde que o desvio
sistematico, se existir, tenha uma igual
probabilidade de favorecer o comprador
e o vendedor, ou, na hip6tese de uma
amostragem de rotina repetida numerosas
vezes ao longo do tempo, a esperanca ma-
temdatica do viés, considerado no tempo,
seja nula.

Pode resumir-se dizendo:

Toda a partilha se pode dividir numa operaclo
material de separac¢do e numa operacio imaterial de
escolha. Estas operacoes s6 sdo dissocidveis quando
a partilha dA origem a duas ou n fraccdes gémeas.
A justica é uma propriedade da separacdo e a equi-
tabilidade é uma propriedade da escolha.

Para que uma partilha seja equitativa é necessa-
ria uma das duas condi¢cdes seguintes:

* ou que a partilha seja justa;

* ou que, sendo a partilha enviezada,
dé origem a duas ou n fracgoes gé-
meas, entre as quais se selecciona,
com uma probabilidade uniforme de
escolha, a amostra, utilizando por
exemplo, o método da tiragem a
sorte.

5.4 — Breve analise critica dos métodos e aparelhos de
partilha

5.4.1 — Pazada fraccionada (vidé fig. 10)
A pazada fraccionada de ordem p é uma gene-

ralizaciio da pazada alternada, a qual consiste em re-
tomar um lote de material com uma pA (manual ou

(1) Partilha em 2: ¥ (a,—a,)?/N? a2 < R

Partilha em p: U%a)/Q=2 (a,—e.)?/Q Na i< RS2

mecénica) e colocar a primeira pazada em E,, a se-
gunda em E, a terceira em E, e assim sucessiva-
mente. Obtém-se duas fraccdes gémeas E, e E,.

A divisdo é correcta se a taxa de enchimento da
pa for sensivelmente constante.

A separacdo é correcta se o operador proceder
«cegamenter, seguindo regularmente o contorno de L.
até ao esgotamento.

A partilha é equitativa desde que coresponda
efectivamente a uma separacdo em p amostras po-
tenciais gémeas e que a escolha da amostra real seja
feita ao acaso dentre aquelas.

Para que a pazada seja fiel, poder-se-aA calcular
Q(quando Q « N) como segue (a partir da variin-
cia)

Q ; Q“:UZ{ a'i)/Ruz

Conhecendo aproximadamente a massa do lote

l\:rl1 e a massa média de cada pazada M}.- obtém-se:

N:ML/MH 2 p:N/Q

Na pratica e como ¢g2(EF) s6 depende da massa
da amostra(p), para reduzir o erro de segregacio
(devido a y) para valores aceitiveis e compativeis
com a economia do processo, admite-se que cada
fraccio gémea seja constituida por 50 pazadas. Assim,
se p for a taxa de reducdo escolhida e M; a massa
do lote, a dimensio média da pazada seri:

M =M, /50p

5.4.2 — Enquartacao (fig. 11)

A correccido da separacédo é dificil. A equitabili-
dade s6 é assegurada quando os dois sectores circula-
res opostos, retidos como amostra, sejam escolhidos
ao acaso, ap6s a separacdo ter sido efectuada.

Pode concluir-se que a enquartacéo, ainda muito
usada, é inutilmente complicada e cara pelo nimero
considerivel de operadores que exige(2). Em nume-
rosos casos, € aconselhdvel a sua substituicdo pelo
método da pazada.

5.4.3 — Divisor Jones

E o amostrador mais utilizado nos laboratérios
para lotes de sélidos de peso até cerca de uma cen-
tena de quilos constituidos por fragmentos com
d <25 a 30mm (Fig. 12).

De notar que a, é um dado do problema e Q e N sio dados de construciio do amostrador.
(2) Fidelidade: estamos no caso em que N=4 e Q=2. Teoricamente & fiel se T (a,—a;)?/16 a,? < R, Vé-se pois que

a enquartacio ndo oferece qualguer possibilidade de resolver o problema, excepto se se aumentar o namero de andares.
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L

PAZADA_ FPACCIONADA _DE_ORDEM _5_(p=5)

E,

E,=E,+E,+E +E;

——

Fig. 10
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1) Formagdc do cone-"homogenizagao"

[ ED)

Formagao do tronco de cone

<=y

3) Divisao em sectores

Fig. 11

Para que a partilha seja equitativa é necessario
e suficiente que se proceda a uma tiragem a sorte
para escolha da fraccdo — amostra real.

Quanto a fidelidade pode dizer-se:

(i) — o erro fundamental s6 depende da massa
da amostra e, como tal, é independente
das caracteristicas do amostrador;

(ii) — o erro de segregacdo depende

* da heterogeneidade de distribuicdo
caracterizada pelo parimetro de se-
gregacio § Reduz-se { homogenei-
zando o lote;

* da dimensdo dos incrementos, aqui

da fraccdo do lote que atravessa
cada uma das ranhuras.

E, E,

Pode pois concluir-se que um amostrador Jones
¢ tanto mais fiel quanto maior for o namero de
ranhuras que tiver.

Dados a generalidade e o interesse da sua utili-
zacao, indicam-se seguidamente as recomendacoes ne-
cessarias para garantir a correccdo da divisdo e da
separacio:

1. O operador deveri despejar a piA no centro
das ranhuras, onde estas tém a mesma pro-
fundidade.

2, O operador deve despejar a pA num movi-
mento lento e continuo para evitar o risco de
obstrucéio dos canais e de emissido de poeiras.

3. A largura das ranhuras devera ser > 2d-+5
mm, sendo d o maior calibre das particulas
do lote, para impedir a obstrucido dos canais
e permitir a sua limpeza cuidadosa.

1 —CORRETA  E;=E,

Fig. 12

196

TECNICA 451/452






