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Aplicagao de diversos métodos de calculo ao estudo
de uma laje continua de dois tramos ™

ANTONIO O. CALDINHAS (*)
FERNANDO A. B. BRANCO (*)
JOAQ JOSE R. T. AZEVEDO (*)

RESUMO

No presente artigo faz-se uma analise comparativa dos resultados obtidos por diversos métodos de calculo de
lajes, aplicados a um problema concreto, Descrevem-se os métodos e as expressdes de calculo utilizados, comparan-
do-se por fim os resultados analitica e graficamente.

SYNOPSIS

A comparative analysis of the results obtained from some methods for plates calculation, applied to a concret

problem, is shown in this paper, It begins with a description of the methods and the calculation expressions used.
Finally an analitical and graffical comparation of the results is made.

NOTAGAO

W (x,y) — Deslocamento vertical no ponto (x,y)
P,— Distribuigdo uniforme de carga
a, b— Dimensdes dos tramos da laje
h— Altura da laje
E — Modulo de elasticidade
V — Coeficiente de Poisson
My, Mg — Momentos: flectores
Mz, My, — Momentos torsores
T,, T, — Esforgos transversos
Ry, Rz — Reacgbes nos apoios

(*) — Alunos finalistas de Engenharia Civil (1975/76)
** — Manuscrito recebido para publicagdo em 28/3/77.
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1 — INTRODUGAO

Neste trabalho analisa-se uma laje continua, de dois tramos, simplesmente apoiada, sujeita a acgdo de uma
carga uniformemente distribulda (Fig. 1).

M5 — b . O calculo processa-se utilizando trés tipos de métodos: analiticos,
numéricos e de analogia fisica.

Nos primeiros efectua-se a integragao analitica da equagdo de Lagrange,
utilizando o desenvolvimento em séries simples e duplas de Fourier.

Os segundos agrupam dois subtipos: os que resultam da integracéo
numérica da equagdo de Lagrange e os gue se obtém discretizando a laje e
considerando em cada subdominio uma funcéo de deslocamentos diferente que
& compatibilizada na fronteira do subdominio.

O dltimo tipo contém certos métodos de uso corrente, caracterizados

2 6. % por grande facilidade de aplicagéo, tais como o método das faixas, o método
Fo =10 tftm E-=3x10tim

e htm J-020 das grelhas e a utilizagdo de tabelas.

b=30m Os resultados obtidos comparam-se de modo a poder-se inferir do rigor

h =010m relativo de cada um dos métodos, apresentando-se os diagramas de defor-
FIG. 1 madas, esforcos e reacgbes.

2—METODOS ANALITICOS

2.1 — Método de Maurice Levy

A solugdo que se apresenta com base no método de Maurice Levy, consiste no desenvolvimento em séries
de Fourier relativas a uma s6 coordenada (séries simples).

Na resolugdo do problema em estudo, tem-se em atencdo as caracteristicas de simetria apresentadas pela laje
continua (deformada com tangente horizontal no apoio intermédio) que permitem tratar cada tramo da laje total como
uma laje apoiada em trés bordos e encastrada no quarto (Fig. 2).

O campo de deslocamentos numa laje rectangular simplesmente apoiada em trés

% bordos e encastrada no quarto obtém-se pela sobreposigdo das seguintes solugdes:

I — A primeira em que se considera a laje simplesmente apoiada em todos os bordos,

| sujeita a distribuicdo de carga uniforme, tendo a deformada correspondente a expressao [1]:

i 2
Z 4P, a* = !
‘ 2 W (x,y) = il o _1‘_ [ T_a.tgh(a)+2_msh ( 2.0..5?) + o _'g-
I - 5D m m# 2.cosh(a) b 2.cosh(z) b
‘ ; 1,35
Z
; _sgnh(.ﬂ)].sen (w)} )
| = b a
" 3
FIG. 2 sendo: lI}i=7E'h R=7m'ﬁ'b
’ 12 (1—V?) 2.a

— A segunda em que se aplicam momentos no bordo a encastrar de modo a que a tangente da deformada
nesse bordo seja simétrica da da primeira solucdo. Neste caso a deformada tem a seguinte expressao [1]:

£ (m.-n:.x)
oo m - Sen !
W(x'w=—i'_' L | ———— [”_—-(G.fgh{al-cosh( m_'rc.y)_ ( m.‘:'.'.y>.
4.m2. D m=1 m? - cosh (a) a i
. senh ( w)) +; {a.cotgh[a}.senh(w)-—(m_'-].t'_y) . o8h ( m.®,y ))]}
a senh () a a —a )

(2

em que o valor de E, se obtém impondo & tangente ao longo do bordo a encastrar a condicdo referida.
Considerando a primeira solugdo, a tangente ao longo do bordo a encastrar toma a seguinte expresséo:

(dw ) 2.P,.ad & [ (m.‘rt.x) 3 X

— = = —.5en | - e—t a).[1+a .t o

ol Rk . [—tgh (). [ gh (%)]] &
e 13,5
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Por outro lado para a segunda solugdo:

/ oo 1 LT
(ﬂ) = —-a—. Y. |—.sen ( bl ) .E,, - (& tgh? (&) — tgh (&) + & . cotgh? (&) — cotgh (o) — 2. &) (4)

y _b 4.m.D m|m a

=3 135
lgualando:
8.P,.a? o.—tgh (&) . [1 + o tgh (2)]

m = . 5

m=135 m.md o tgh? (=) —tgh (&) + o . cotgh? (&) — cotgh () — 2 . & ®)
E, =0.0

m=2486

A equagdo da deformada final, dada pela sobreposigcdo de (1) e (2), é:

4.P,.at = (1 o . tgh (@) +2 55 o 2 2.0,
WEEY) = B3 __[1—_._52_..::0%( y)—i— ._Y.senh(._—z-)]-
w5, D m | m? 2. cosh (o) b 2.cosh(a) b b
1,35
, - en(m.n‘x) . S
= .8 T
.sen (m x) + ’ ) e T [4_(u‘tgh{a).cosh (—y.)—
a 4.m.D m m? cosh (&) a
135
m.T. m.T. 1 m.T.
= (——y).senh( y)) + ‘{a.cotgh{a),sen(._—_—y) =
a a senh (o) a

- (mT”)‘“’S"(iF))]} ®)

A partir da expressdo da deformada estabelecem-se as expressdes dos esforgos e reaccdes. Note-se que o
valor da reacgdo do apoio intermédio, obtido por este cdlculo, é metade do valor real.

2.2 — Método de Navier
Neste método utilizam-se para expressdo da deformada, séries duplas ee Fourier, Analogamente & utilizagéo
do método anterior divide-se a resolugédo do problema em duas solugbes que se sobrepdem posteriormente de modo

a obter o resultado final (Fig. 3).

x  Assim considera-se:

v

— Uma primeira solugdo em que se suprime o apoio intermédio da laje
continua, estudando-se a laje como simplesmente apoiada com distribuicdo uni-
forme de carga. A expressao da deformada é [2]:

.

16.P, % 1 m.Tm.Xx m.T.
W(x, y) = I W . sen (___ gen Rl ¥
m™.D mn ‘7m? n? 2b a
135 m.n. (.—+._
Yy 4b2 a2/
FIG. 3 (7

—Uma segunda solugéo em que se eplica na linha do apoio suprimido uma carga de faca que provoque uma
deformada, ao longo dessa linha, simétrica da obtida na solugdo anterior, A carga de faca representa a reacgéo do

apoio intermédio.
A deformada de uma laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a uma carga genérica P (x,y) é dada por [2]:

1 oo Pih { P A 4 h.ﬂy
Wi(x y)= g .sen ___._) .sen ( ..)
m.D ih=t ( i2 h?) 2 2b a (8)
4b? a?
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em que P,, sdo constantes da série dupla de senos representativa da fungéo de carga

% A G Sl h.7.
Plxy) = 1 Icp-.h.sen('__),san(_y.) ©
ih=1 \ 2b / 2b
em que
a 2b
4 ™ fou 00 X h.®.y
P = - J Jp(x.y],sen — }.sen| ——— ] dx.dy. (10
2ab J o 2b a
o o

A fungdo de carga actuante nesta solug@o, sendo uma carga de faca, é:

5
Plx,y) = 6 (x—b).P(y) (i

em que P (y), representada por uma série simples de senos, assume a expressao:

- 3
P(y) = EPs.sen(ﬂ) . (12)
s=1 L

a

Assim, substituindo (12) e (11) em (10)

Pin =

i.7
. Py .sen <_) . (13)
2

o | -

e substituindo (13) em (8), vem a deformada

1 i, T
— . Py, .sen (——)
b 2

..y PR G <
- . sen ( ) . sen ( . (14)
1 ( 2 h’)* 2b a
+_
4p?  a?

O valor dos coeficientes P, da carga de faca, obtém-se igualando, a meio véo, a deformada devida & rec-
¢do (14) com a devida a distribuigdo uniforme de carga (7):

E 41*"——',SBY‘I( h‘“'y).sen (‘Tz—ﬂ‘)

m2 h'z)s a
1»3*.'5 m.h (- =i =

h 5 (15)

. 8en
52 hz ]
)
4b?  a?

(1) & (1) & a fungio de Dirac, definida no intervalo | ¢, {1 [ por

§i)=o0 {50 &
‘sendufa{g)dfﬂi.
3= t=0 i)

Demonstra-se que [2]:
4]
.f §({—a) . F()d{ = F{a)
{o
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A expressao final da deformada é a resultante da sobreposigéo das expressdes (15) e (7)

W 16.P, Wt 1 (rn"r:.x) (n.w.y)
(x.y) = =.0 i g oy (e .sen =
135 | m.n. (-—+—)
4p?  a?
i.m

1 g | a8 ( 2 ) i.m h.m.y

e 1.7 % LK.

—_ ) 104 .sen( ).sen (———Y) (16)
2b a

m.D.b ih|, ? h?,?
+—-
195 [\ 252 a?)

Apds a obtengdo da deformada e analogamente ao método anterior, obtém-se as expressdes dos esforgos e
reacgdes.

3 —METODOS NUMERICOS
3.1 — Método dos elementos finitos

O calculo dos deslocamentos e dos esforgos pelo método dos elementos finitos fez-se utilizando um programa
de célculo automatico que determina aqueles valores em pontos do interior e da fronteira de lajes vigadas, ortétropas,
de espessura varidvel e contorno poligonal [3].

Neste caso o dominio da analise subdivide-se em elementos finitos rectangulares (0,25 m X 0,25 m) de quatro
nés um em cada vértice do rectdngulo. Considera-se para cada nd trés possiveis graus de liberdade: desloca-
mento perpendicular ao plano xy (plano de elemento), rotagdo em tormo de x e rotacdo em torno de y. A fungdo
deslocamento utilizada é o polinémio do 4.2 grau incompleto

=0 +0x+0 o x24a oyl x 4o xty 4o xy?+ o o o
W T + 3y+ : + 5xy+ E.‘y+ X+ xly+a xyt+ 1{}yﬁ‘+ ny3+ szsy an

que permite estabelecer uma relagéo biunivoca entre as doze constantes do polinémio e os doze graus de liberdade
do elemento. A partir desta relagdo & possivel determinar a matriz de rigidez do elemento, referida aos doze desloca-
mentos nodais considerados e processar a analise da estrutura utilizando o método dos deslocamentos.

O programa de célculo utilizado fornece os deslocamentos nodais para cada hipétese de solicitagdo e os
momentos-tensdes (M;;, Mx», Mi2) no centro de gravidade de cada elemento.

3.2 — Método das diferencas finitas

Aplica-se ao problema em estudo a técnica numeérica das diferengas finitas na resolugdo da equagdo dife-
rencial de Lagrange
V4W = P,/D

obtendo-se um sistema de equagdes lineares da forma:
[A].[W] = [B] (19)

[A] — matriz de constantes
[W] — matriz de deslocamentos (incognitas)
[B] — matriz de termos constantes.

Cada equagéo resulta do estabelecimento, em termos de diferengas finitas, da equagéo de Lagrange (18) para
cada um dos nés internos duma malha em que se divide a laje (0,50m X 0,50 m, neste caso), utilizando-se na
derivagdo numérica o processo que permite obter o minimo erro para a malha considerada [2].

Conhecidos os valores dos deslocamentos nos varios nos [resolugdo de (19)], pode-se conhecer o valor dos
esforgos internos da laje em todos os nds da malha, através das equacdes de relacionagdo com as derivadas dos
deslocamentos.

4 — METODOS BASEADOS EM ANALOGIAS FISICAS
4.1 — Método das faixas

Este método consiste na divivsdo da laje em diversas faixas que se procura terem um comportamento estru-
turaltural anélogo [4]. Para que o equilibrio seja satisfeito em todos os pontos, impde-se um campo de momentos que
verifique a equagéo:

d? My, . d? My 2 dM,; P (20)

dx2 dy? dxdy  °
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Como para cada laje e carregamento ha uma infinidade de campos de momentos verificando (20), e como a
existéncia de momentos torsores torna dificil a analise da relagcdo carga-momentos, considera-se M, = 0, ficando

FMy Mgz

=—P 21)
dx? dy? ¢

o

em que P, é pontualmente distribudo por duas faixas segundo x e y de acordo com um pardmetro [3:

d2M d?My;
__'Lz_ﬂ(x-y]'Pu = z

= i =B &I,
X

Para a determinacao do B (x,y) existem diversas variantes, tendo-se utilizado o método de Grashof em que
f(x,y) é constante em todo o dominio, sendo determinado pela compatibilizagdo do deslocamento no ponto de
intersecc@o de duas faixas ortogonais em que se divide a laje. No caso em estudo compatibiliza-se o deslocamento
a meio vdo de uma viga simplesmente apoiada com outra apoiada-encastrada,

Calculam-se também os valores afectados da correcgdo empirica de Marcus,

4.2 — O Método das grelhas

No métodos das grelhas divide-se a laje em dois sistemas de vigas perpendiculares, de secgdo constante,
sujeitas @ carga da sua zona de influéncia e com caracteristicas geométricas correspondentes ; dos elementos de
laje por elas substituidos, Considera-se em cada direcgdo a rigidez a flexdo e a torgdo das vigas correspondentes,
em vez da rigidez a flexdo da laje. O célculo dos deslocamentos e dos esforgos por este método faz-se utilizando
um programa de calculo automatico que determina aqueles valores nos nos da grelha bem como na fronteira [3].
Repare-se que embora apresentando certas analogias com o método anterior, é no entanto diferente, Note-se que
0s Unicos deslocamento considerados sdo: o deslocamento perpendicular ao plano da laje e as rotacdes em torno de
dois eixos perpendiculares contidos no plano da estrutura,

4.3 — Tabelas

Utilizam-se para comparagdo os valores das tabelas do American Concrete Institute [5] e os das de Barés [6].

QUADRO 1
METODO ”ETDCEDO MEDTESDO metopo | metopo | metopo | metopo | TaseLas
DE DAS DE DE DO DE

ELEMENTOS [DIFERENCAS

NAVIER FINITOS EINTAS GRELHAS | GRASHOF | MARCUS A C. I BARES
Deslocamentos em
x=150;y=2.00 —057% | —4.009% 4.00 9, |—5.50 9%, |— 32.00 9%, |[—60.00 % | 130.00%, | —4.009%
My, em x=1.50;y=2.00 0109% | —1.809, 1.00 % |—4.76 9% | —31.00 9%, —25.50 9%, 0.20 9%
My em x=3.00;y=200 [—14.94 9 —9.80 % |—7.56 % —0.10%

M;; em x=1.50;y=1.00 012%| —4809%| 1209 |—7.70%

My em x=3.00;y=1.00 | 16409 13.00 % |—6.80 %

Mz em x=1.50;y=200 | —0.10°9% 3.40 9% 6.80 % 260.009%, | 83009% 69.00 % 0.40 9%,

Mg, em x=3.00:y=2.00 |—1506% | 2609%| —9.50%

M2 em x=250;y=000 | —0139% | —4.60% |—12.809, 0.30 %

Mz em x=000;y=000 | —027%| 200%|—1280%

T, em x=3.00;y=2.00 0.47 9, 0.20 %
Ty em x=0.00;y=2.00 1.30 9% 0.30 9%,
T, em x=3.00;y=0.00 480%
R; em x=0.00;y=200 0.20 %
Ry em x=3.00;y=0.00 4.00 %
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5— ANALISE DOS RESULTADOS

Calculados os valores dos deslocamentos, esforgos e reacgdes pelos métodos atras referidos, pode-se efectuar
uma comparagdo entre os resultados obtidos, Numa primeira observagdo os valores surgem bastante semelhantes pelo
que se opta pela utilizago dum critério de comparagdo em que se calculam os erros relativos dos diversos resul-
tados em relagcdo aos resultados dum meétodo considerado padréo.

A escolha do método padrdo é feita entre os meétodos analiticos, dado o seu caracter mais rigoroso, e
dentre estes métodos escolheu-se o de Maurice Levy como método padrdo, dada a rapidez de convergéncia que
apresentam os seus resultados em relagdo ao método de Navier (Fig. 4).

No quadro 1 apresentam-se os erros
J ----- Met NAVIER relativos, referentes aos valores mais carac-
Met  MAURICE -LEyy teristicos dos resultados, calculados por todos
22 + A os métodos.

em P(150,200)

121 | \ O método de Navier conduz a erros
' T T - - et insignificantes, de truncatura no que diz res-
120 4 | peito a valores de desolcamentos e de esfor-
| ¢os nos pontos afastados do apoio central.
| J4 no que diz respeito a valores e esforcos
e | nesta zona, os erros obtidos sdo da ordem
) dos 159, para os momentos, o que evidencia
T | 4 > a fraca convergéncia da série, resultante do

1 2 3 4 5 €& 7 8 9§ 10 efeito da carga de faca (descontinuidade da
Ne¢ de termos da série 1.2 derivada dos momentos). Também para o

esforqo transverso e reacgbes no apoio inter-

FIG. 4 meédio, os valores so se podem obter por

extrapolagdo pois devido a descontinuidade dos
diagramas e as propriedades das séries de Fourier, os valores calculados s&@o nulos.

Os métodos numéricos apresentam também valores razodveis, embora com erros superiores aos do metodo
anterior. No método dos elementos finitos, no que respeita aos deslocamentos, os erros ndo ultrapassam os 5%,
o mesmo se verificando para os vaolres dos momentos, No método das diferencas finitas os erros dos valores dos
deslocamentos sdc também de cerca de 59, oscilando os erros dos valores dos momentos entre 19% e 139,
sendo mais significativos nas zonas dos apoios.

Quanto aos métodos baseados em analogias fisicas, os valores obtidos séo praticamente inaceitaveis a excep-
cdo dos do método das grelhas que apresentam erros por defeito entre 49; e 89, quer para os valores dos
deslocamentos, quer para os dos momentos. Na realidade constatam-se erros que chegam a atingir os 6009, (com
maior relevancia para os valores dos momentos), e se em alguns casos sdo por excesso, outros ha em que sdo por
defeito, o que leva a concluir da falta de seguranga a que estes métodos podem conduzir. O método de Marcus e
o de Grashof conduzem a valores por defeito dos M;;, com evidéncia para o método de Marcus, e a valores por
excesso para My com evidéncia para o método de Grashof. Analogamente as tabelas do American Concrete Insti-
tute conduzem a uma grande segurancga, & excepgdo dos M;; no apoio central Com caracteristicas diferentes apre-
sentam-se os erros obtidos pelo uso das tabelas de Barés, o que leva a supor terem estas sido feitas através do
método de Maurice-Levy.
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NOTICIARIO

Tem estado a decorrer no presente ano lectivo o 1.2 ciclo de cursos sobre Gestdo de Sistemas de Trans-
portes, organizado pelo CESUR (I.S.T.). Do ciclo fazem parte cursos sobre:

1) Redes de Transportes;
2) Material Circulante;

3) Anélise de Projectos.

Os dois primeiros cursos decorreram nos meses de Novembro de 1979 e Margo de 1980 com elevada afluén-
cia de participantes ligados aos mais variados sectores. O terceiro curso realiza-se de 11 a 24 de Junho de 1980.
Para mais informagdes contactar Eng.® José Manuel Viegas — CESUR—I.S.T. (Tel 882992).

6.0 Congresso Nacional de Fundicdo —de 22 a 24 de Qutubro de 1980, nas instalagdes do Clube Residencial
da Boavista, no Porto.

4.2 Exposi¢do Nacional de Fundigdo —de 17 a 26 de Outubro de 1980, no Palacio de Cristal e integrada na
Exposicdo da Metalomecénica, que terd lugar na mesma data.

ASSOCIACAO PORTUGUESA DE FUNDICAO — Secretariado e Laboratério: Rua do Campo Alegre, 672-2.¢ Esq.©
4100 Porto — Telef. 69 06 75.
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58.a FEIRA DE MILAO — 14-23 de Abril 1980

A Feira de Mildo é o mercado internacional que trabalha durante todo o ano com mais de 50 feiras especia-
lizadas.

A dindmica da Feira de Mildo pode-se documentar em cifras que nado tém necessidade de comentarios. No
dltimo ciclo anual: mais de 37 000 expositores de 90 Paises ocuparam uma darea expositiva de 2 705 622 m?; 80 Nagbes
participaram oficialmente com proprios escritorios de informagdes e com exposigdo de produtos.

No Centro Internacional de Intercdmbio e Encontros (CISI) pode-se utilizar os servigos do Saldao do Comércio
Exterior (SAL.CO.EST.)) que dispde, entre outros, de um Grupo de Assisténcia Operativa e de um servigo, ligado
com a Central Computer CISI, que fornece em poucos segundos informagdes sobre a procura de expositores e dos
produtos quer da Feira de Abril quer das feiras especializadas, como também os nominativos de quem oferece ou
procura representacbes, em base as comunicagdes feitas pelos expositores ou pelos operadores economicos,

Para ulteriores informagdes dirija-se ao:

E. A Fiera Milano, Largo Domodossola 1, 20145 Milano (ltalia), Telex 331360 EAFMI,
e as Representacdes diploméaticas, consulares e comerciais da Itdlia no estrangeiro.

(Informagdo do «Expresso=, de 1-3-80)

Presidéncia do Conselho
Junta Nacional de Investigagdo Cientifica e Tecnologica

PROGRAMA DE CONTRATOS DE INVESTIGACAO E DESENVOLVIMENTO

1. Nos termos da alinea h) do art.® 2 e alinea e) do art.° 3.2 do D.L. n° 47791 de 11 de Julho de 1967, a
Junta Nacional de Investigagdo Cientifica e Tecnologica (JNICT) celebra contratos de investigagdo que promovam
uma maior ligagao da | & D (investigagdo e desenvolvimento) com os objectivos e prioridades do desenvolvimento
economico e social. Tendo em conta este principio orientador serdo financiados preferencialmente projectos que se
encontrem inseridos nas seguintes grandes areas:

— Exploragéao e aproveitamento do meio natural, nomeadamente recursos oceanicos.

— Aproveitamento dos recursos energéticos, nomeadamente desenvolvimento de fontes de energia alternativas
e racionalizagdo do uso da energia.

— Desenvolvimento agro-industrial.

— Promogao da produtividade e da tecnologia industriais.

— Protecgdo e promogd@o da saude humana, nomeadamente higiene alimentar e nutrigéo.

— Investigag@o urbana e regional.

— Fomento de tecnologia avangadas.

2. Os contratos serdo financiados em regime de comparticipagdo, devendo os projectos de I&D realizar-se em
Instituigbes e Laboratérios do Estado, Centros ligados ao Ensino Superior, Empresas ou Instituigdes Privadas sem
fins lucrativos.

O grau de comparticipagado variard consoante a natureza das propostas submetidas, ndo sendo suportadas
pela INICT despesas gerais de funcionamento.

3. A fim de submeterem projectos de I&D que possam vir a ser objecto de contrato com a INICT, deverdo
os interessados solicitar para:

JUNTA NACIONAL DE INVESTIGACAQO CIENTIFICA E TECNOLOGICA
Av, D. Carlos |, 126-2.c— 1200 LISBOA

os formulérios e manual para elaboragdo das propostas.

4, S6 serdo aceites propostas de contrato que respeitem as normas estabelecidas pela JNICT.

5. O prazo para recepgdo das propostas de contrato termina impreterivelmente no dia 30 de Abril.

(Informacao do «Expresso», de 15-3-80)

{Continuagcéo da pag. 212)
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NUMERQO 456 JANEIRO 1980 ANO LV VOLUME XLI
Evolutas das Cénicas
Estudo das suas principais caracteristicas (*)
F. PERES-RODRIGUES
Investigador do LNEC
SUMARIO SUMMARY

Determinam-se, a partir das equagdes focais dos trés
géneros de conicas, as correspondentes evolutas, estu-
dando-se em seguida algumas das suas principais pro-
priedades métricas e ndo meétricas.

1 — INTRODUGAO

A evoluta de uma curva é, por definigdo, o lugar
geométrico dos centros de curvatura ou a envolvente
das normais a todos os pontos dessa curva.

Por facilidade de célculo vdo estudar-se separada-
mente as equagbes das evolutas de cada um dos trés
géneros de conicas.

Em relagdo as conicas centradas, elipses e hipér-
boles, o estudo sera feito em relagdo a um sistema de
eixos coordenados coincidente com os eixos das coni-
cas. Para a parabola o sistema de eixos serd tal que o
eixo OX seja o eixo transverso e o eixo OY a tangente
a4 parabola no vértice.

Utilizar-se-Zo para todas as cénicas as suas equa-
¢bes focais *.

Deduzidas as equagbes paramétricas e cartesianas
das evolutas, determinar-se-do algumas das suas prin-
cipais propriedades, tendo em atengdo o parédmetro ex-
centricidade para as conicas centradas.

Os sistemas de coordenadas utilizados, sdo aqueles
que tornam as operagdes de célculo e as expressbes
mais simples, sem perda de andlise das propriedades
intrinsecas estudadas, dado serem estas independentes
dos referenciais.

2—EVOLUTA DA ELIPSE
2.1 — Equagdes paramétrica e caratesiana
Seja:
f(x.y) = (1—€2)x2+y? —p2e(1 —€3) =0 0

a equacglo focal de uma elipse, de excentricidade € e
directrizes r e r' paralelas ao eixo OY e a distancia p,
em relagéo aos seus eixos.

ito recebido para publicagio em 28/3/77.

From the focal equations of the three types of conics
the corresponding evolutes are obtained. Thereafter, some
of the main metric and non-metric properties of the evo-
lutes are studied.

A equagéo (1) poderd ser escrita pondo em evidén-
cia 0os semi-eixos da elipse:
2 ¥

+ =1 (2)
[pe)? [pe/T—&2

X

As equagbes paramétricas da elipse, tendo como
parametro o éngulo indicado na fig. 1, podem ser escri-
tas, em face de (1) ou (2), por

* —Ver: CONICAS — estudo das principais caracteristicas a partir da sua equagéio focal. TECNICA 439 1977,
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X=pE cos®p
y=pe \/1—€ senp @)
y
P P
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s
\A (x.y)
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b
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Das equagdes (2) e (3) podem escrever os valores
dos semi-eixos maior e menor da elipse:

t=p ; q=pe \/1—#¢ (4)

pelo que a correspondente semi-distancia focal f, sera
dada por:

f=/tF—q?=p & 6

A normal num ponto genérico P (X,Y) da elipse, é
dada pela equagéo diferencial:

Xe) df B df "
=X e [Y“ﬂw (6)

a qual, tendo em atengéo (1) e (3), pode tomar a forma
paramétrica:

F(x,y,®)=x senp—\/T—& y cosp—pe? senp cos@=0 (7)

A definigdo paramétrica da evoluta é dada pelo sis-
tema de equagdes:

dF ®)

o qual, atendendo a (7), se pode escrever:

x senf—y/1—&? y cos@—pe? send cosl=0
(9
% cosl+ \/1—5z y senf—pe? cos 20=0

ou, numa forma paramétrica mais simples, por conve-
niente transformagdo de (9), atendendo a (4) e (5):

2

x=pe? cos¥b= cos? 0

(10)
p gd >

sen? 0= — sen?® 0
V1 —e?

Y:_.

A igualdade de coordenadas em (3) e (10) nao im-
plica necessariamente a igualdade dos parametros ¢ e 0,
da a razio da sua diferenciagéo.

A eliminagdo do parametro © em (10) conduz a
equagdo cartesiana da evoluta, que assume o aspecto:

2 2 2
3 . 7. .5
' +LV'—€‘V—‘ Ll (1

202

ou, pondo em evidéncia os semi-eixos e a semi-distancia
focal, o aspecto:

2 2 4

[rx]3+[qy]3=f 2 12)

2.2 — Principais caracteristicas nao métricas

Com base nas equagdes paramétricas (10) ou nas
equagdes cartesianas (11) ou (12), tragou-se na fig. 2
a evoluta de uma elipse

FIG. 2

A andlise da fig. 2 permite, conjuntamente com as
equagdes referidas, enunciar algumas caracteristicas néo
métricas da evoluta:

a) & uma curva fechada e simétrica em relagéo ao
centro da elipse, que por isso também é seu centro;

b) admite dois eixos coincidentes com os eixos da
elipse, correspondendo o semi-eixo maior da evoluta ao
semi-eixo menor da elipse e vice-versa;

c) possui 4 vértices que sdo pontos de reversdo de
1" espécie ou ceratoides, correspondentes as intercep-
¢bes com os eixos da elipse;

d) intercepta a elipse em 4 pontos, reais e distintos
para f > q (e > \/2/2, reais e coincidentes dois a dois
para f=q (e=1/2/2), e imagindrias para f< q (£ <
< V2/2);

e) degenera no centro para o caso particular da
circunferéncia;
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f) degenera num segmento de recta para o caso
dn elipse degenerar no seu eixo maior.

FIG. 3

g) &€ uma curva unicursal, isto é, as suas coordena-
das podem ser expressas por fungdes racionais de um
unico parametro, pois que, se se fizer a mudanga de
variavel:

tg5 =u (13)

as expressdes (10) tomam a forma:
2 ‘ 3
1—u 3 £ 1—u?
x=p e} 2
- u? t T+u?

pe o f 2 2u !
=== | 77 |~ 9l T

h) a correspondéncia biunivoca entre os pontos da
elipse e da sua evoluta é tal que partindo do ponto 1
da elipse (ver fig. 2) e caminhando no sentido positivo,
03 pontos correspondentes da evoluta partem de 1’ e
caminham no sentido negativo, comparar as expressdes
(3) e (10).

(14)

=

2.3 — Principais caracteristicas métricas

Apresentam-se a seguir, com base nas equagdes de
definicdo da evoluta (10), (11), (12) e (14), algumas ca-
racteristicas métricas, consideradas como as principais;

TECNICA 456

a) o semi-eixo menor ou transverso, t, existente no
eixo OX, tem por valor

f2
tt=—F=p¢ (15)

e resulta de fazer 0=0 na 1. expressdo (10), y=o0 nas
1." expressoes (11) e (12) ou ainda t=0 na 1. expresséo
(14). O seu valor dado por (15) varia desde zero (fig.
3-a), para o caso da circunferéncia, isto é, €=0 ou t=q,
até f, caso da elipse degenerar no seu eixo maior (fig.
3-e), isto é, no caso limite de £ tender para a unidade
0 que equivale a considerar q nulo ou t=f=p; assim,
o semi-eixo menor da evoluta & sempre interior & elipse
e menor ou igual & semi-distdncia focal desta:

b) o semi-eixo maior ou conjugado, g,, existente no
eixo QY, tem por valor:

2 pel

Q.=
V'I—EI

q

37
e resulta de fazer 9:7’ na 2. expressdo (10), x=0

nas 2. expressdes (12) e (13), ou ainda t=—1 na 2.
expressdo (14). O seu valor dado por (16) varia desde
zero (fig. 3-a), para o caso da circunferéncia, passando
por g em que coincide com o semi-eixo menor da elipse
de excentricidade \/5{2 (fig. 3-c), até ao valor limite de
infinito, caso da elipse degenerar no seu eixo maior
(fig. 3-e). Assim, o semi-eixo maior da evoluta é interior
a elipse para valores de excentricidade compreendidos
entre 0 e VEIZ (fig. 3-b), coincidindo para este valor
com o semi-eixo menor da elipse (fig. 3-c), e é exterior
a esta para valores de excentricidade superiores a \/5)’2
(fig. 3-d);

c) a evoluta e a elipse tém de comum 4 pontos,
cujas coordenadas se podem obter como se segue.

lgualando as coordenadas homdlogas da elipse (3)
e da evoluta (10) resulta:

Ez
sen Q=———0n sen’ 8 | cos@=¢? cos® 0 (17

quadrando e somando, vem:
84
—£

et cos® 0 + = sen® 0=1 (18)

passando para poténcias de cos @ e desembaragando de
denominadores, tem-se:

e5(2—¢?) cos®0—3e* cos? 0+
+3e* cos?04+(1-2e)=0 (19

resolvendo esta equacdo cubica em cos?0, verifica-se
ter trés raizes reais, das quais duas iguais:

cos? 0, = s : cos?f, = cos?@ o A
L 52(2__52)' g =008y = g2 (20)
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ac duas raizes iguais ndo interessam por conduzirem a
valores de cos @ superiores & unidade; portanto, aten-
dendo a (10) resulta, da 1.° raiz:

3 3

2el—y |2 A 142 |7
= = X F = + p(l—€
X _Lp[ = ] y p( ) = e

(21)

As coordenadas dos quatro pontos, simétricos dois
a dois em relagdo & origem e aos eixos coordenados,
obtém-se pelas quatro permutagdes possiveis dos sinais.

A anédlise de (21) mostra que para valores de €
compreendidos entre 0 e \/?,"2 (fig. 3-b), os quatro pon-
tos sdo imaginarios, isto &, a evoluta é interior & elipse;
para € igual a \/5{2, isto & f=q=p/2, (fig. 3-c), existem
dois pontos reais duplos de coordenadas:

P

X=0 Yt (22)

coincidentes com os vértices da elipse correspondentes
ao eixo conjugado ou menor, a evoluta é interior a elipse
mas tangente nesses dois pontos; para valores de E
superiores a \/3}’2. (fig. 3-d), a evoluta e a elipse cor-
tam-se em quatro pontos reais de coordenadas dadas
por (21).

c) a area da evoluta pode ser obtida como se segue:

2
s
q
A.=4 y dx (23)
oo
ou, atendendo a (10):
b
i
2
12 p?eb
A=——-— sen 0 cos?0 df (24)
\/1—51’

L]
o]

Integrando por partes, tem-se:

T
2
12 p?es 1 1 1
A=———] — —sen’l cos’ﬁ—asen49+ﬁ3—3
'\/1'_—:‘.7
o
(25)

donde, finalmente:

31 p? €b 3
A, = (26)
81—  8tq

204

d) a relagdo das areas da evoluta, e da elipse, tendo
em atengdo que a area desta é:

A=mtq=mp? e2\/T—&2 27
é dada por:
A, 3 ¢ (28)
A= ——=—
AT A 8(1—€2)

A relagdo r, varia desde 0, caso da circunferéncia
de £ nulo, passa por 1, caso da igualdade das areas
que se verifica para a elipse de excentricidade:

- 2(\/10-2)

3 (29)

e tende para infinito quando a excentricidade da elipse
tende para a unidade;

e) e a relagdo dos semi-eixos transversos, isto &,
dos semi-eixos menor e maior, respectivamente, da evo-
luta e da elipse, é dada por:

t’ 2
r{=—t—=s (30)

em face de (4) e (15).

A relagdo r, tem como valor minimo zero, caso da
circunferéncia de excentricidade nula, tendendo simulta-
neamente com a excentricidade da elipse para a unidade;

f) a relagdo dos semi-eixos conjugados, isto é, dos
semi-eixos maior & menor, respectivamente, da evoluta
e da elipse, é dada por:

Qe £
re= : - (31)

tendo em atengéo (4) e (16).

A relagéo r, tem como valor minimo zero, caso da
circunferéncia, passa pela unidade para a elipse de ex-
centricidade \/2 e tende para infinito quando a excen-
tricidade da elipse tende para a unidade;

g) a recta definida por dois vértices consecutivos
da evoluta passa por um vértice do rectangulo circuns-
crito & elipse de lados paralelos aos eixos, e & normal
a4 diagonal desse mesmo rectdngulo que ndo contenha
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o vértice considerado (fig. 4). Nesta figura estdo indi-
cados os pontos e as suas coordenadas que interessam

y
£ C(PE. PEVI-E2)
- . o BPEi0y  x
2
D(Pg; -PEVI1-£2)
. pgd
A(O _—\.ﬁ_—sf)

a verificagdo da propriedade enunciada. Assim, a recta
AC sera dada pela equagdo:

y=———(x—p &) (32)
\/1-—55

a qual é verificada pelas coordenadas do ponto C. A
recta que contém a diagonal ED é dada pela equagéo:

y=— 1 x (33)

o que prova ser normal & recta AC;

h) com base nas expressbes (10) & possivel cons-
truir graficamente a evoluta, ponto por ponto, a partir
dos seus semi-eixos. Tragaram-se (fig. 5) duas circunfe-
réncias de raios iguais aos semi-eixos (15) e (16) da
evoluta e dois raios vectores u e v fazendo com o eixo
OX os angulos 8 e w/2—8, respectivamente. Sendo A o
ponto de encontro de u com a circunferéncia de raio
igual ao semi-eixo transverso, tragam-se a normal AC ao
eixo OX e a corda AB; pelo ponto C uma parallea a AC
que encontra u em D, por D uma normal DE a OX, por
T uma paralela a AB encontrando v em F e finalmente
por F uma normal FG a OX' por consideragdes trigono-
métricas sera:

OG =p € cos® 0 (34)

De maneira andloga se pode obter em relagdo a
circunferéncia de raio igual ao semi-eixo conjugado, um
segmento F'G', que, por consideragdes trigonométricas
seja:

pe

\/’1—&2

F@"= sen’ 0 (35)
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assim, os quatro pontos Py, Py, P; e P4 por terem abcis-
sas em modulos igual a OG e ordenadas, em mddulos,
iguais a F'G' satisfazem as equagdes paramétricas (10)
da evoluta, sendo, portanto, pontos da evoluta;

P3 Py

FIG. 5

i) qualguer tangente a evoluta é normal a elipse
num ponto em relagdo ao qual é, também, a bissectriz
interna do é&ngulo formado pelos raios focais relativos
a esse ponto (fig. 6).

A |

P(x y)

FIG. 8

Por definigdo de evoluta (ver 1), a tangente t no
ponto Q & normal & elipse no ponto correspondente P
(ver 2.2—fig. 2).
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Se forem o; e @, os angulos que os raios focais
de P fazem com a parte positiva do eixo OX; e o o
angulo correspondente da tangente t, a relagdo entre
os trés angulos, de forma que t seja a bissectriz dos
raios focais, deve ser:

200 = oy + oy (36)

se se designar por my, my e m os coeficientes angu-
lares dos raios focais e da tangente, este Ultimo sera
dado em funcao dos dois primeiros, pela expressdo:

e
m,m, —1 =/(m{+1) (m3+1)

= 37
m my + m; @7

em gque o sinais + e — se referem as duas bissectrizes,
normais entre si, correspondentes aos dois raios focais,
sendo uma a tangente t considerada, e a outra a tan-
gente a elipse no ponto P.

Atendendo & fig. 6 e as expressdes (3) sera:

y V1 —Z sen @
my = tgtty = =
X—p E cos G—E
(38)
y V1—¢ sen @
m; = tgtt; = 5=
x+p € cos Q+E

Substituindo (38) em (37) e resolvendo, resulta:

m'(+)= 1_ tg o ; m"(-—)=—\/1-_—é7 cotgp  39)
V1—e?
verficando-se que as direcgdes correspondentes aos coe-
ficientes angulares m' e m" sdo normais entre si, por
ser m'm'" =—1.
Por outro lado, se t € normal a elipse, o seu coefi-
ciente angular m, deverd ser dado pela equagdo dife-
rencial paramétrica:

dx dx degp
- T TR TS S

donde, atendendo a (3):

1
m, = ———— tg® (41)
V1 —&2

o que mostra ser t uma das bissectrizes atrds encon-
trada.

3 —EVOLUTA DA HIPERBOLE

3.1 — Equacdes paramétrica e cartesiana

Seja:

fixy) = (£=1) x*—y’—pZ¥e?—1) = 0 (42)
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a equagdo focal de uma hipérbole, de excentricidade €
e directriz r e r' paralelas ao eixo OY e a disténcia p,
em relagdo aos seus eixos.

A equacgdo (42) podera ser escrita pondo em evi-
déncia os semi-eixos da hipérbole:

x2 y?
— -1 (43)
[pe]? [pe \,382—1]2

As equagdes paramétricas da hipérbole, tendo como
parametro a amplitude ¢ indicada na fig. 7, podem ser
escritas, em face de (42) ou (45), por:

x=pe chy
(44)

y=pE \/Ez-—‘f sho

FIG. 7

tendo em atengdo as duas hipérboles equildteras de
semi-eixos p € e p € \/?_-T necessarias a obtengéo
vcdas coordenadas x e y, respectivamente.

Os semi-eixos transverso, t, e conjugado, g, conti-
nuam a ser dados pelos valores indicados em (4), sendo
a correspondente semi-distancia focal f dada por:

A normal num ponto genérico P(X)Y) da hipérbole,
é dada pela equagdo diferencial (C), a qual, tendo em
atencéo (42) e (44), pode tomar a forma paramétrica:

Flx.y.®)=x sho+\/e—1 y chg—
—p €2 shg che=0 (46)

A definigdo paramétrica da evoluta é dada pelo sis-
tema de equagdo (8), o qual, atendendo a (46) se pode
escrever:

x sh0+1/€2—1 y ch@—p € shd chd=0
(47)

x ch@+1/e2—1 y sh@—p €2 ch 20=0
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ou, atendendo a (4) e (45), mais simplesmente:

2

f
x=p € ch3B=Tch39
(48)
p g f2
y = — sh?!0=——5sh?0
Ver—1

continuando, pelas razGes ja expostas, a distinguir os
dois parametros @ e 0.

A eliminagdo do pardmetro ® em (48) conduz &
equagdo cartesiana da evoluta, que sera:

2 2 2
xs__’: -f-—a_‘y]:s:pasz (49)

ou, pondo em evidéncia os semi-eixos e a semi-distancia
focal:

2 2 4

)3 — [y =¢> (50)

3.2 — Principais caracteristicas ndo métricas

Na fig. 8 encontra-se tragado uma hipérbole e a sua
evoluta, bem como, os pontos e os sentidos correspon-
dentes entre as duas curvas.

FIG. 8

A analise da fig. 8, conjuntamente com as equacoes
(48), (49) e (50), permite enunciar algumas caracteristi-
cas ndo métricas da evoluta:

a) € uma curva aberta, constituida por dois ramos,
simetrica em relagdo ao centro da hipérbole, que tam-
bém é seu centro, e possuindo duas assimptotas obli-
quas;
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b) admitir dois eixos coincidentes com os eixos da
hipérbole;

c) possui dois vértices que sdo pontos de reversdo
de 1.' espécie ou caratoides, correspondentes & inter-
cepgéo com o eixo transverso da hipérbole, e sempre
interiores a esta;

d) intercepta a hipérbole em 4 pontos, reais e dis-
tintos para f > q /2 (e < \/2), fig. 9-b, improprios e
coincidentes dois a dois para f=q V? (e= '\/5}, fig.
9-c, e imaginarios para f < g \/_ff (e > V2, fig. 9-d;

e) as assimptotas da evoluta e da hipérbole coinci-
dem para a hipérbole equilatera, fig. 9-c;

f) degenera em duas semi-rectas (fig. 9-a) no caso
do semi-eixo conjugado da hipérbole se anular;

g) degenera em duas rectas coincidentes, a recta
imprépria do plano, no caso do semi-eixo conjugado da
hipérbole se tornar infinito (fig. S-e);

E—1 1<E<V2 E=VZ

FIG. 9

h) é uma curva unicursal, pois que, se se fizer a
mudanca da variavel:

w| =
Il
c

th (51)

as expressdes (48) tomam a forma:
B Gl L o R TR
i 1-—u2- o T i 1 —U‘?‘ (52)
p & 2u PP f2 u P
s s BT =] T e
VeEr=1 il q [1 “

3.3 — Principais caracteristicas métricas

x='p &

Apresentam-se a seguir, com base nas equagOes
de definicdo da evoluta (48), (49), (50) e (52), algumas
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caracteristicas métricas, consideradas como as princi-
pais:

a) o semi-eixo transverso, t., existente no eixo OX,
¢ dado pela expressdo (15) e resulta de fazer =0 na
1." expressdo (48), y=0 nas 1. expressdes (49) e (50),
ou ainda t=0 na 1. expressdo (52). O seu valor dado
por (15) varia desde t=f=p (fig. 9-a), caso limite do
semi-eixo conjugado da hipérbole se anular (e — 1), ate
infinito (fig. 9-e), caso limite do semi-eixo conjugado da
hipérbole ser infinito (¢ — oo ); assim, o semi-eixo trans-
verso da evoluta & sempre maior que a semi-distancia
focal da hipérbole;

b) o semi-eixo conjugado, g, existente no eixo OY
é dado por:

f2 p &
= — e e——— (53)

\/52—1
e resulta de fazer 8 = — Ln (\/?—i— 1) na 2." expresséo
(48), x =0 nas 2" expressbes (49) e (50), ou ainda
t=—1/2+ 1) na 2" expressdo (52). O seu valor dado

por (53) wvaria desde infinito (fig. 9-a) caso limite do
semi-eixo conjugado da hipérbole se anular (€ — 1), pas-
sando por um valor minimo de p3\/§,|"2 correspondente
a uma excentricidade de \/3/2, comecando a crescer
até infinito para o caso limite da excentricidade infinita
(fig. 9-e);

c) a evoluta e a hipérbole tém de comum 4 pontos,
cujas coordenadas se podem obter da seguinte maneira.

lgualando as coordenadas homédlogas da hipérbole
(44) e da evoluta (48), resulta:

cho = g2 ch30

(54)
g2 19
sho = ?T sh
quadrando e subtraindo, vem:
4 ) & 60
e ch®0 — ——— shb50 =1
c Ty s (585)

passando para poténcias de chf e desembaragando de
denominadores, tem-se:

e8(e2—2) ch®0 4 3e* ch*8—
—3e! ch?0 + (2e2—-1) =0 (56)

resolvendo esta equagdo cibica em ch?0, verifica-se ter
trés raizes reais, das quais duas Iguais

y 1 —2¢? 1
ch?f, = —— ; ch?*b,=ch?f; = — 57
1 T 2 3T 3 (57)

as duas raizes iguais nao interessam por conduzirem a
valores de ch @ inferiores & unidade; portanto, atendendo
a (48) resulta, da 1.° raiz:
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>
Il

i T oy |2
=P | ==
3 1462 .3!2
s
=+ p(e=—1) L—m*J

As coordenadas dos quatro pontos, simétricos dois
2 dois em relagdo a origem e aos eixos coordenados,
obtém-se pelas quatro permutagdes possiveis dos sinais,
e sZo formalmente iguais as & obtidas para a inter-
cepcdo da elipse e da sua evoluta (21).

A analise de (58) mostra que para valores de ex-

(58)

<
Il

centricidade compreendidos entre 1 e \/E os guatro
pontos sdo reais e distintos, para £ = \/? (hiperbole
equilatera) os quatro pontos se tornam improprios e
iguais dois a dois, e papra valores de € superiores a \/72_
os quatro pontos se tornam imaginarios, pelo que a
evoluta & interior & hipérbole correspondente;

d) a evoluta possui duas assimptotas obliquas, pas-
sando pelo centro e normais as assimptotas da hipér-
bole. Assim, de (50) tem-se para coeficiente angular
das assimptotas obliquas:

lim y lim NG gl 2 )
m= — = = - (q—J -

X—> oo X x— ool 4

=t — (59)

=

pelo que, as equacdes das duas assimptotas obliquas
serdo dadas por:

. S (60)
fe2—1

normais as duas assimptotas da hipérbole correspon-
dente, que, como se sabe, sdo dadas por:

21 x (61)

y==x

e) a area da evoluta limitada por duas rectas para-
lelas ao eixo OY e afastadas deste —+ X, pode ser obtida
como segue:

X
A, = f y dx (62)
o
ou, atendendo a (48):
(4

12 p? €f
P sh*® ch?0 d 0 63
\’.-"E —1 ( }

0
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integrando por partes, tem-se:

6pref 1 1
[?shﬁche—ﬁsh49+-§ﬁ—|(m}

AE R N Y
\/E!—T

o argumento 0, tendo em atengfo (48) e as propriedades
das fungbes hiperbélicas, é dado por:

8 . X3 y 1 [‘ i
arg ¢ = |Ln X134 (X2 —p23 g2 65
n mr Rl i (O

A expressdo (64) pode ser explicitada em ordem
a X, tendo em atengdo (48) e (65), assumindo o aspecto:

;2 2
— == Y
3 ‘g 3 4 3
Acm—— | ax®({x =59 @
VEE—1
2 2 2 2 1
3 1 3 T T 5
X" —ep ¥ X" —p" e +
1
3
+p*efarg ch (66)
3
p €

A analise de (66) mostra que para valores de X
desde zero a pe® (vértice da evoluta) a drea é imagina-
ria, anulando-se para X igual a pe® e crescendo em
seguida com X até infinito. Note-se que para valores
de X compreendidos entre X; e X; dados por:

3

z 67
X1=E3ixz=l:-:;—:l p e o

a primeira parcela de (66) é negativa, anulando-se para
o valor de X,, a que corresponde entdo a area de:

2 (68)
A, =p? €5 arg ch[ _;,—J

se se der a X o valor incerto na 1.' expressdo de (58)
a area da evoluta correspondera a faixa limitada pelas
rectas paralelas ao eixo OY passando pelos pontos de
encontro da evoluta e da hipérbole, e sera dado pela
expressdo:

.
A7 (3e4—2 e2—2) (e4+6€2—4) [sZ+1)2
‘ 4(2—e?)°
(69)
1
g5 262 —1)2
+ —_— arg ch _.-{_.E_}_
1 1
(-2 e(2—e2?
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verificando-se que s6 é real para valores da excentrici-
dade compreendidos entre 1 e 1/2, tornando infinita
para este ultimo valor e imaginario para valores supe-
riores;

f) a relagido dos semi-eixos transversos da evoluta
e da hiperbole, & dada pelo valor (30) ja encontrado
para o caso da evoluta da elipse;

g) a relagdo dos semi-eixos conjugados da evoluta
e da hipérbole é dada por:

(70)

tendo em atengéo (4) e (53).

A relagéo r. tem valor infinito para o caso limite da
excentricidade igual & unidade e tendo assimptotica-
mente para a undade quando a excentricdade tende para
infinito;

h) a recta definida por um vértice da evoluta e
paralela a uma das assimptotas desta, passa por um
vértice do rectdngulo definidor das assimptotas da hiper-
bole e & normal a assimptota correspondente a esse
vértice (fig. 10). Por esta figura se vé que a recta BC
é definida pela equagéo (32), a qual é verificada pelas

YR/E‘:}:; X

b BIpE’ 0)

clpe;-pe VER)

FIG. 10

coordenadas do ponto C; a recta BC, por ser paralela
a assimptota r da evoluta & normal a assintota r, da
hipérbole (ver propriedade d);

i) baseado nas expressdes (48) é possivel construir
graficamente, ponto por ponto, a evoluta a partir dos
seus semi-eixos. Tragam-se as duas hipérboles equila-
teras de semi-eixos transversos existentes no eixo OX
e de valores iguais acs semi-eixos da evoluta, t, e q.
e um raio vector v de argumento @ (fig. 11). Sendo A
o ponto de encontro de v com a hipérbole equilatera
de semi-eixo t., traga-se a normal AC ao eixo OX e a
corda AB, por C a corda CD paralela a AB, por D a
normal DE ao eixo OX, por E a corda EF paralela a AB
e finalmente por F a normal FG ao eixo OX; atendendo
as propriedades homotéticas da familia de hipérboles
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equilateras concéntricas, e as propriedades das fungdes
hiperbélicas que:

y
k)
R E—]
25 AT
I8 YIS EGCE
PJ
FIG. 11
OG=t, ch30=p € ch30 (71)

Por outro lado, sendo A' ponto de encontro de v
com a hipérbole equilatera de semi-eixos q., traca-se
a normal A'C' ao eixo OX; marca-se C" tal que OC" =
= A'C', por C" a paralela C"'D' a AB, por D' a normal
D'E' ao eixo OX; marca-se E"” tal que OE” = D'E’, por
E" a paralela E"F' a AB e finalmente por F' a normal
F'G' ao eixo OX; atendendo &s propriedades invocadas
atrds pode afirmar-se que:

&3
F'G' =gq, sh’0 = e sh?0 (72)
\/22—1

Assim, os quatro pontos Py, P;, P; e P4 sdao pontos da
evoluta por terem coordenadas cujas abcissas em mo-
dulo sdo OG e cujas ordenadas em médulo sdo F'G',
satisfazendo assim as equagdes paramétricas (48);

j) qualquer tangente & evoluta é normal a hipérbole
num ponto em relagdo ao qual é, também, a bissectriz
externa do angulo formado pelos raios focais relativos
4 esse ponto (fig. 12).

Tendo em atengdo a fig. 12 e o que foi escrito em
2.3.-i) pode afirmar-se que os coeficientes angulares m;
e m; dos raios focais serdo, de acordo com as expres-
soes (44):

y VEIZT sho
my = tg oy = 7 =
X—pE chp—¢
(73)
y Ve?=T sho
ms = tg o, = =
S e chg+e
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FIG. 12

Substituindo (73) em (37) e resolvendo, resulta:

1
m(+) = \VeE— cthe;m' (=)= ————— thg (74)
i VE=T

verificando-se que sdo normais entre si as direcgoes
correspondentes a m' e m'' por ser m'm" = — 1.

Por outro lado, se a recta t € normal @ hipérbole,
o seu coeficiente angular m, obedece a equagédo dife-
rencial (40), a qual, tendo em atengdo (44), sera dado
por:

1
e B e (75)

VE -1

o que prova ser t uma das bissectrizes encontradas.

4 —EVOLUTA DA PARABOLA
4.1 — Equagdes paramétrica e cartesiana

Seja:
fix, ) =y*—4p x=0 (76)

a equagdo cartesiana da paradbola de vértice na origem
e directriz r paralela ao eixo OY e a distancia p.

Se se considerar y como parametro, a equagédo (76)
pode ser escrita parametricamente como se segue:

i
x =— Y2
p (77)

4
Y

b 4§

A normal num ponto genérico P(X,Y) da parabola,
é dada pela equacdo diferencial (6), a qual, tendo em
atengdo (76) e (77), pode tomar a forma paramétrica:

FOy.Y) =4p Y x + 8ply — Y3—8 p?Y = 0 (78)
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A definicdo paramétrica da evoluta & dada pelo
sistema de equagdes (8), o qual, tendo em atencéo (78),
se pode escrever:

4pYx+8ply—Yi-8plY¥=0
79
4px—Y2—8p?=0 o)
ou, explicitando nas varidaveis x e y:
3
x=——Y*+2p
4p
(80)
1
y=——=Y
4 p?

0 que prova ser, como as evolutas anteriores, uma curva
unicursal.

A equacdo cartesiana da evoluta, obtém-se pela eli-
minacdo do parametro Y nas expressdes (79), donde:

4(x—2p)—27p ¥y =0 (81)

4.2 — Principais caracteristicas ndo métricas

Na fig. 13 encontra-se tracada uma parébola e a
sua evoluta, bem como os pontos e os sentidos corres-
pondentes entre as duas curvas.

FIG. 13

A analise conjunta da fig. 13 e das expressdes (80)
e (81), permite enunciar algumas caracteristicas nao
métricas da evoluta:

a) é uma curva aberta, simétrica em relagdo a um
eixo que se identifica com o eixo transverso da paré-
bola;
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b) possul um wvértice, que & um ponto de reversao
da 1. espécie ou caratoide, correspondente a intercep-
¢80 com o eixo transverso da parabola, e sempre inte-
rior a esta;

c) intercepta a parabola em dois pontos, reais e dis-
tintos;

d) degenera numa recta normal a recta degeneres-
céncia da parabola;

e) € uma curva unicursal, por as suas coordenadas
se poderem exprimir por fungbes racionais de um Uunico
parametro, como se pode constatar por (80).

4,2 — Principais caracteristicas métricas

Apresentam-se a seguir baseado nas equagdes (80)
e (81) da evoluta, as principais caracteristicas métricas:

a) o vertice da evoluta de coordenadas (2p; 0) en-
contra-se sobre o eixo comum da evoluta e da parabola
a uma distdncia de wvértice dupla da distancia focal;

b) a evoluta e a pardbola tém de comum dois pon-
tos, cujas coordenadas se obtém resolvendo o sistema
constituido pelas equacdes (76) e (81), e séo:

x=8p;y==+4+2p (82)

c) a area da evoluta limitada por uma recta paralela
ao eixo QY e afastada deste X, é dada por:

X
A, =2 [. y dx (83)
v 2p
ou, atendendo a (81):
% 3
4 ~ —
e J (x—2p)” dx (84)
3V3pJ2p
donde:
5
o 2
g == l|| (A=) (85)
15 \/3p

A analise de (85) mostra que para valores de X,
desde zero a 2p a area €& imaginaria, anulando-se para
X = 2p (vértice da evoluta), e crescendo em seguida
com X até infinito. A area da evoluta limitada pela recta
definida pelos pontos de encontro desta com a parabola,
tem, por valor, atendendo a (82) e (85):

9 V2
A= e p? (86)
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d) a relacdo das dreas da evoluta e da parabola
limitada por uma recta paralela ao eixo QY da abcissa
X & dada por:

5

A _x—2m® .
3
V3p x?

sabendo-se que a drea da parabola em causa é dada
por:

3

8 — 2
A= 5 Ve X (88)
e) baseado nas expressdes (77) e (B0) & possivel
construir graficamente, ponto por ponto, a evoluta a par-
tir da parabola. Qualquer recta paralela ao eixo OX da
ordenada Y corta-parabola num ponto de coordenadas
dadas por (77), entdo as coordenadas do ponto da evo-
luta dadas por (80) poderdo ser obtidas como se segue
(fig. 14). Com base nas coordenadas de um ponto P da

¥
"Nz ' P
\LP
B b P
\,\
F\= A =I3 D
OR(P,0) X
P2

FIG. 14

parabola, marca-se sobre o eixo OX um segmento OD,
tal que seja:

OD = OC + CD = 30A + 20r (89)

mas, por ser:

OA = i OF=p (90)

sera, por substituicéo em (89):

ol
o

3
=— Y2+ 2p=x (91)
4p

Por outro lado tragando o segmento AE paralelo a
BF, os dois triangulos semelhantes [OBF] e [OEA] per-
mitem escrever:

OB OFE
o P civel (92)
OF OA

A= — (93)

sera:

1
E=—r VY= 94
pe: y (©4)

Os pontos P; e P, por terem coordenadas em modulo
iguais a (91) e (94) pertencem a evoluta de equagdes
peramétricas (80).

NOTICIARIO

(Continuagdo da pag. 200)

FEIRA SYSTEMOTECHNIKA'80

Feira Internacional Profigsional para sistemus de organizacdo de escritorios,

NOWEA Presse-Informationen — Disseldorfer Messegesellschaft mbH -NOWEA
Postfach 32 0203, D-4000 Dusseldorf 30, Telefon: (02 11) 4560-1, Telex: 8 584 853 mes d

Representante para Portugal:

WALTER & Cia., Lda. — Largo de Andaluz, 15, 3. Dt.o-4, 1000 LISBOA

212

{Continua na péag. 226)

TECNICA 456



NUMERO 456 JANEIRO 1980

ANO LV

VOLUME XLI

Algumas ocorréncias scheeliticas em rochas
calco-silicatadas do norte de Portugal

RESUMO

No presente trabalho continua-se o estudo de aflo-
ramentos de rochas calco-silicatadas com mineraliza-
¢oes scheeliticas. Trata-se de afloramentos de pouca
representagio incluldos em retalhos xistosos de idade
ante-ordovicica e silGrica que estéo incluidos em rochas
granitoides e que se localizam nas Provincias do Mi-
nho, Trés-os-Montes e Alto Douro. Relativamente a cada
uma das ocorréncias, referem-se alguns aspectos geolo-
gicos e a andlise petrografica. No final apresentam-se
consideracoes genéticas.

Embora ndo revelando interesse econdmico pela
fraca representatividade e pela mineralizacdo scheeli-
tica finamente dispersa e pouco abundante o estudo de
tais afloramentos tem interesse no possivel estabeleci-
mento de guias de prospeccédo da scheelite e pelo con-
tributo para o conhecimento da composigéo litolégica
do Complexo Xisto-Grauvéquico e do Sildrico.

INTRODUGAO

Incluido no prosseguimento dum trabalho de pros-
pecgdo, o presente estudo faz refer@ncia a aspectos
geolégicos, mineralégicos e genéticos de algumas uni-
dades calco-silicatadas do norte do Palis onde foram
observadas mineralizagées em scheelite.

Os afloramentos agora referidos situam-se nas
provincias do Minho, Alto Douro e Tras-os-Montes: In-
salde (carta top. 1:25 000 — n.? 7), Extremo (carta top.
1:25 000 —n.® 8), Banido (carta top. 1:25 000 —
n.® 72), zona da Venda Nova (cartas top. 1:25 000 —
n® 44 e 45) e Atei (carta top. 1:25 000 — n.? 73).

As mineralizagoes foram pela primeira vez detec-
tadas em trabalhos de prospecgdo efectuados em 1975
por M. M. Azevedo e um dos autores (A. F. Barros).

Embora os afloramentos descritos ndo revelem
interesse econdémico, ndo sé pelo seu fraco desenvol-

Manuscrito recebido para publicagéo em 15/7/77.
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SUMMARY

Some ante-Ordovician and Silurian rocks intruded
by Hercynian granitic magma in Minho, Tras-os-Montes
and Alto-Douro originated skarns and amphibolites with
scheelite. Some geological notes, petrography and ge-
netic considerations are given.

Although the scheelite mineralization is poorly dis-
seminated, so it has no economic interest, this note
tries to contribute to the possible preparation of pros-
pecting guides of scheelite and to the study of the
litology of the Schist — Metagraywacke Complex and
of the Silurian.

vimento mas também pela espordadica e fina minera-
lizagdo scheelitica, pensamos ser importante o seu es-
tudo por poder fornecer guias de prospeccdo sistemé-
tica para zonas geologicamente semelhantes e também
por poder contribuir para melhor compreensdo da com-
posicao litolégica do Complexo Xisto-Grauvaquico.

INSALDE

Junto a Insalde, no contacto do granito de grédo
grosseiro porfirdide com rochas do Complexo Xisto-
-Grauvaquico ante-ordovicico profundamente metamorfi-
zadas, podem referir-se dois afloramentos de unidades
calco-silicatadas pouco desenvolvidos.
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Um situa-se ao Km 43 da estrada nacional que se
dirige para Paredes de Coura, formado por uma su-
cessdo de finos leitos subverticais muito alterados e
com direcgdo Norte-Sul; e outro localizado prdéximo da
ponte de Codecede, na estrada para a povoacdo de
Insalde (coordenadas aproximadas: M=166.775, P=
=552.000) onde os leitos calco-silicatados subverticais
revelam ainda orientacdo Norte-Sul.
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FIG, 1

Em qualquer dos casos as possancas sdo reduzi-
das ndo ultrapassando 50 centimetros.

Macroscopicamente trata-se de rochas de gréo fino
a médio revelando geralmente tonalidades verde a
verde-acizentado e foliacao mal definida. Normalmente
uma capa de alteracdao fortemente impregnada por 6xi-
dos de ferro castanho avermelhados envolve e corréi
as rochas.

Os afloramentos revelam associacdo de corneanas
calco-silicatadas que passam a anfibolitos, sendo pos-
sivel acompanhar tal transicao.

Corneanas calco-silicatadas

Este tipo de rochas revela textura granoblastica
que pode passar a porfirogranoblastica pelo desenvol-
vimento de cristais piroxénicos; neste caso a matriz
granobléstica, equigranular, é formada por mosaico de
piroxenas e plagioclase com quartzo menos abundante.

Clinopiroxena — Principal constituinte das rochas,
encontra-se em peguenos grdos na matriz (dimensodes
médias da ordem dos 0,2 mm) ou em cristais desen-
volvidos que podem assumir hébito prismatico (dimen-
soes maximas de 9 mm).
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Trata-se de diépsido com coloragdo levemente
esverdeada, sem pleocroismo evidente. Inimeras inclu-
soes de esfena, plagioclase, quartzo e opacos confe-
rem-lhe caracter poiciloblastico; particularmente os
graos dos opacos podem assumir grande desenvolvi-
mento com dimensdes maximas de 2 mm, em formas
prismaticas dispostas segundo o eixo maior dos cris-
tais piroxénicos.

Sobre os cristais diopsidicos pode desenvolver-se
uma anfibola de tons verdes, que inicia o crescimento
ao longo e a partir dos planos de clivagem, e também
perifericamente conferindo &s seccoes aspectos franja-
dos; tal anfibola de substituicdo possui cor verde azu-
lada (ng) até verde pélido (np) e pode surgir também
em nucleos irregularmente dispersos no seio da pi-
roxena.

Plagioclase — Aspectos finamente granulados com
profunda substituicdo por agregados de lamelas serici-
ticas; dimensdes maximas da ordem dos 0,9 mm. Es-
trutura zonada irregular ou com nlcleos mais célcicos
que podem estar irregularmente distribuldos. Gemina-
coes segundo a lei da albite e raras associacdes albite-
-periclina. Trata-se de bytownite (An 72).

Quartzo — Cristais granulares (dimenstes entre
C.,12 e 0,8 mm) que, associando-se & plagioclase, for-
mam uma matriz; alguns grdos podem atingir maior
desenvolvimento (2,2 mm). Também ocorre sob a for-
ma de intercrescimentos com a plagioclase, entio sob
forma de pequenas goticulas e bastonetes encurvados,
ou moldando cristais plagioclasicos.

A extincdo é ondulante e as fracturas particular-
mente visiveis a nivel dos cristais mais desenvolvidos.

Esfena — Trata-se de mineral acessério muito
abundante sob forma de pequenos grdos ou em cris-
tais rémbicos normalmente formando agregados que
definem finas bandas paralelas, ou dispondo-se a con-
tornar cristais diopsidicos (fig. 2). As dimensdes ma-

FIG. 2

Grande desenvolvimento de cristais de esfena formando agregados
que limitam cristais diopsidicos e aquartzo. QOutros minerais séo
plagieclase muito alterada e opacos (luz nat.)
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ximas ndo ultrapassam 0,3 mm mas as malis frequen-
tes rondam 0,087 mm.

As associagdes de graos deste mineral formam
finas bandas que localmente se podem espessar origi-
nando nicleos com espessura apreciavel (1,7 mm).

Além desta esfena perfeitamente cristalizada, ha
outra geracdo do mineral, que deverd ser posterior, &
assume a forma de veios que atravessam a rocha,
cortando os minerais componentes, particularmente o
diépsido.

A scheelite, finamente disseminada, ocorre na ro-
cha com certa frequéncia sob a forma de grdos que
se associam de modo preferencial aos leitos de esfena.

Acessoriamente encontra-se clinozoizite e graos
de opacos que podem atingir grande desenvolvimento,
sendo por vezes envolvidos pelo primeiro mineral.

Os aspectos estrutural e textural das rochas nao
se revelam homogéneos e assim, ao lado de zonas com
textura mais grosseira e com tendéncia a porfiroblas-
tismo acentuado, hd outras de mais fina granulometria
e diferente composicdo mineraldgica.

Assim o diépsido tende a revelar-se sob forma
granular associando-se a plagioclase e ao quartzo. Es-
tes dois componentes revelam frequentemente Iinter-
crescimentos fntimos tornando dificil a individualizacao
dos grdos, surgindo o quartzo sob forma de pequenas
particulas no seio do feldspato.

Ainda neste caso a plagioclase se mostra profun-
damente alterada, continuando a evidenciar geminagoes
mais frequentes segundo a lei da albite.

Associando-se a estes minerais ha agora a fluorite
sob a forma de secgdes intersticiais sem formas defi-
nidas, incolores. O desenvolvimento posterior do mi-
neral revela-se pela corrosdo e penetragdo que estabe-
lece relativamente & plagioclase que fica por ele
envolvida.

Também a idocrase se desenvolve em cristais cor-
roidos, incluindo os restantes componentes da rocha;
o mineral é penetrado sob a forma de finas vénulas
pela granada incolor.

Acessoriamente desenvolvem-se apatite, esfena,
clinozoizite, opacos e scheelite, embora este mineral
seja mais abundante na parte da rocha de granulometria
mais grosselra.

A transicdo entre estas rochas e os anfibolitos
faz-se por tipos litolégicos de textura granolepidoblds-
tica, em que os componentes mais importantes sio
plagioclase, quartzo e anfibolas.

Anfibolas — Parece poder admitir-se a existéncia
de duas geracdes destes minerais: uma ocorrendo como
cristais granulares em agregados (dimensdes ndo ultra-
passando 0,3 mm) de cor castanha (ng) até castanho
amarelado (np.), embora nalguns casos passe periferi-
mente a tons verde-azulados em franjas finas e mal
definidas, e com &ngulos de extingdo de 20° cAng:
outra anfibola resulta da substituicdo de anteriores
cristais diopsidicos, cujos «restos» ainda sio visiveis,
e revela cor azulada (ng) até verde amarelado (np),
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decalcando-se sobre a piroxena em continuidade &ptica
e conferindo aos cristais aspectos feltrados com ter-
minagoes aciculares. Nesta anfibola a coloragcdo nédo 6
uniforme, podendo notar-se nicleos mais palidos irre-
gularmente distribuidos. Os cristais sdo fortemente
corroidos pela plagioclase e a substituicdo anfibdlica
pode acompanhar-se por graos de esfena leucoxeni-
zada. Desta forma se desenvolvem aspectos feltrados,
a2 que as inclusoes granulares dos opacos e 0s peque-
nos grdnulos de esfena conferem estrutura esponjosa.

Plagioclase — Forma matriz que envolve e corréi
profundamente os cristais anfibdlico-piroxénicos. Uma
sericitizacdo acentuada destréi o mineral originando-se
assim uma massa informe. A estrutura é normalmente
zonada, de modo irregular, e as dimensdes maximas
sdo da ordem dos 0,87 mm. Podem detectar-se maclas
da albite e associacbes albite-periclina que revelam
nalguns casos encurvamentos de planos de macla. Tra-
ta-se de Labradorite (An 60).

Quartzo — Associa-se a plagioclase mas é menos
frequente e pode assumir formas intersticiais, mol-
dando aquele mineral.

Acessoriamente ocorrem esfena, clinozoizite, apa-
tite, opacos e prenite em manchas ou rodeando opacos.
Impregnacoes de 6xidos de ferro castanho-avermelha-
dos afectam de modo particularmente pronunciado os
cristais de didpsido.

Outros tipos de transicdo, possivelmente menos
evoluidos, revelam cristais de natureza diopsidica for-
temente desenvolvidos (dimensdes maximas de 8 mm),
com abundantes inclusGes granulares de plagioclase que
Ihe conferem estruturas poiciloblasticas. O mineral re-
vela cor verde muito pélida e sobre ele se inicia o
desenvolvimento de anfibola uralitica fibrosa, que pode
assumir distribuicbes irregulares e confere aos cris-
tais aspectos manchados. Podem encontrar-se maclas
segundo (100); &ngulos de extingdo de 43? c/Ang.

As anfibolas que este tipo de transicdo contém
sd@o de duas naturezas. Uma com origem secundéria e
resultante da substituicdo piroxénica; de modo geral e
talvez como resultado de tal substituicdo a coloragdo
esta nao uniformemente distribuida,, havendo no en-
tanto tendéncia para cores castanhas levemente esver-
deadas (ng) até castanho-amareladas (np).

Inclusdes muito abundantes de grédos de opacos,
esfena, quartzo e plagioclase conferem aos cristais
aspectos profundamente corroidos e estrutura poicilo-
blastica.

QOutra anfibola desenvolve-se sob a forma de la-
melas prismaticas com terminagoes franjadas e com
tonalidades verde azuladas pélidas (ng) até verde ama-
relado (np). Trata-se de uma anfibola actinolitica com
dngulos de extincdo de 13® c¢/\ng. Tal anfibola cons-
titui uma massa de aspecto feltrado que invade os
restantes minerais ou dispoe-se em rosetas.

A plagioclase, intersticial, mostra-se alterada para
lamelas sericiticas e pode formar intercrescimentos
com o0 quartzo. As accies tectonicas marcam-se por
encurvamentos e fracturas dos planos de macla, po-
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dendo ser evidente microrejectos. Trata-se de bytow-
nite, com percentagens anortiticas variando entre 72
e 74 %.

O quartzo é pouco frequente, encontrando-se nor-
malmente intercrescido no seio do feldspato e da pi-
roxena.

Com caracteristicas acessorias ocorrem idocrase,
clinozoizite, esfena, apatite, opacos (em grande parte
sulfuretos), fluorite em secgdes irregulares normal-
mente rodeadas por uma faixa de idocrase que pode
ainda contornar cristais piroxénicos.

A calcite, pouco frequente, encontra-se normal-
mente no seio da piroxena ou penetrando-a; a scheelite
encontra-se sob a forma de pequenos gréos.

Tipos anfibodlicos:

As rochas revelam texturas grano a granolepido-
blasticas, podendo ser evidente uma foliagdo particular-
mente definida pelos cristais anfibélicos, ou marcada
pela alterndncia de faixas essencialmente feldspaticas
com outras de natureza anfibdlica.

Plagioclase — Mineral muito abundante, normal-
mente sob forma granular constituindo mosaico, asso-
ciando-se ao quartzo. Dimensdes variando entre 0,04 e
0,52 mm, revelando os cristais mais desenvolvidos ten-
déncia a habitos prismaticos. Estrutura zonada pode
evidenciar nicleos mais célcicos, mas também podem
encontrar-se, embora com cardcter mais esporadico,
faixas periféricas mais ricas em molécula anortitica.
Trata-se de labradorite com teores anortiticos varia-
veis entre 62 e 68 %, mas num cristal zonado determi-
nou-se composigdo labradoritica (An 58) para o nicleo
e bytownitica (An 86) para a faixa periférica.

Anfibolas — Normalmente notam-se dois tipos an-
fibélicos nestas rochas. Num caso os cristais revelam
cor castanha muito levemente esverdeada (ng) até cas-
tanho amarelado (np), podendo mesmo passar a tons
castanho escuros. Esta horneblenda encontra-se em
cristais de habito prisméatico (dimensdes variando entre
0,7 e 1.04 mm), que pela sua orientagdo alinhada po-
dem definir uma foliagdo, ou com aspecto granular
(dimensdes entre 0,056 e 0,2 mm). Como Iinclusdes
noctam-se pequenos grdos de quartzo, plagioclase e
opacos, além de pontuagcées de minerais radioactivos
rodeados por auréolas pleocrbicas de tom castanho
escuro. Os &angulos médios de extingdo sdo de 16°
cAng.

Uma outra anfibola revela caracteristicas secun-
déarias e evolui a partir da horneblenda acima referida,
decalcando-se sobre os cristais a partir da periferia
e dai resultando aspectos franjados. Trata-se de uma
anfibola fibrosa de cor verde azulada a verde garrafa
{ng) até verde amarelado (np), que, iniciando o de-
senvolvimento periférico, pode ocupar grande parte dos
cristais da primeira anfibola. Resultam assim cristais
de aspecto feltrado com coloracdo irregularmente dis-
tribufda e ntcleos de cor mais acastanhada.
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Clinopiroxena — Tem caracter esporddico e nal-
guns dos tipos estudados sé foi referenciada em limi-
tadas zonas. Tem a forma de cristais de habito pris-
matico que revelam profunda substituicdo anfibdlica;
deste modo em muitos casos apenas se identificaram
ntcleos do mineral inicial.

Com caricter acessério podem ser referidos: bio-
tite, em pequenas lamelas de cor castanha avermelhada
(ng=nm) até castanha amarelada (np); quartzo; zircéo;
clinozoizite; apatite; opacos, em gréos ou sob a forma
de filmes contornando cristais plagiocldsicos.

EXTREMO

Na estrada que de Arcos de Valdevez se dirige
para Caminha, ao km 49.900, localiza-se um conjunto
de cinco camadas de rochas calco-magnesianas ocor-
rendo num retalho do Complexo Xisto-Grauvdquico que
o granito regional envolveu.

As bancadas, grosseiramente paralelas , tém direc-
¢oes variando entre N-15°W e N-30°W, inclinam a
volta de 5°5W, e revelam possancas entre 40 e
150 cm.

O conjunto é particularmente observavel na bar-
reira da estrada, onde as bancadas sobressaem da
rocha xistosa profundamente alterada, mas prolonga-se
para Este sendo detectavel apenas pela existncia de
calhaus soltos.

Rocha encaixante:

Macroscopicamente a rocha xistosa revela in-
fluéncia de acgdes de contacto exercidas pelo granito,
com xistosidade profundamente conturbada e sobres-
saindo minerais micdceos e agregados feldspaticos.

Ao microscépico, o quartzo é detectado em gran-
des cristais com extincdo marcadamente ondulante, in-
tensamente fracturados, que, agregando-se, dédo origem
a formagdes amigdalares ou lenticulas contornadas
pelos minerais micdceos. As micas estdo abundante-
mente representadas com predomindncia da moscovite
sobre a biotite. A mica branca, sob a forma de cristais
prisméticos (dimensées mé&ximas da ordem dos
3,4 mm), associa-se a biotite, cujas dimensdes podem
atingir 1,5 mm, de cor castanha intensamente averme-
lhada (ng) até castanha amarelada (np). Uma clori-
tizagdo pode afectar os cristais biotiticos, que pas-
sam entdo a cor verde acastanhada com desenvolvi-
mento de agulhas de ratilo.

A moscovite, normalmente com terminagdes for-
temente franjadas, possui planos de clivagem encurva-
dos e ao longo dos quais se alojam impregnacoes de
oxidos de ferro. Aspectos de dobramentos em «Kink»
sao frequentes.

Menos frequente que os anteriores minerais, a pla-
gioclase mostra-se profundamente substituida por agre-
gados micdceos e s esporadicamente sio detectdveis
esbocos de maclas.

Acessoriamente podem surgir turmalina, apatite e
opacos em graos esporadicos.
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Rochas calco-magnesianas:

Das cinco bancadas observdveis no afloramento,
quatro sdo constituidas por rochas do tipo de corneanas
calco-silicatadas ® uma é de natureza anfibolitica. Pas-
saremos a descrever os dois tipos.

Corneadas calco-silicatadas:

Macroscopicamente as rochas deste tipo sdo idén-
ticas, mostrando tonalidades verde acizentadas, grao
fino e foliacdo pouco marcada ou ausente. Pontuagoes
de sulfuretos sao sempre bem visiveis, e concentragoes
ou veios de quartzo tornam as rochas localmente mais
claras.

Ao microscopio a textura revela-se granobléstica,
podendo passar a porfiroblastica, enquanto que se
observa foliagdo pouco definida por estreitas bandas
de quartzo ou pelo alinhamento de cristais piroxénicos.

Quartzo — Mineral presente em todas as rochas
estudadas em percentagens volumétricas varidveis en-
tre 2,36 e 16,14 %. Os graos podem revelar estira-
mento segundo a foliagdo, que se acentua pela indivi-
dualizagdo de bandas deste minerai. Nalgumas das ro-
chas estudadas o mineral assume grande desenvolvi-
mento, em cristais que atingem até 5 mm, formando
agregados que sobressaem da rocha.

Plagioclase — Trata-se do mineral mais represen-
tado em todas as rochas analisadas, formando matriz,
e onde as geminagdbes sdo pouco frequentes ou muito
mal definidas. As dimensdes médias rondam 0,6 mm,
mas podem atingir 1,7 mm. Estes cristais mais desen-
volvidos revelam estrutura poiciloblastica, com inclu-
soes abundantes de quartzo normalmente dispostas se-
gundo os planos de macla. Trata-se de bytownite com
percentagens anortiticas variando entre 74 e 78 %. Uma
alteracdo para sericite e clinozoizite corrdi os cristais.

Clinopiroxena — Cristais granulares (dimensdes
varidveis entre 0,1 e 1,5 mm) que podem revelar cres-
cimento preferencial paralelamente a foliagdo ou habito
prismético mal marcado e com dimensdes méximas
da ordem dos 2 mm. Uma corrosdo mais ou menos
profunda atacou o mineral e foi exercida pela matriz
quartzo-feldspéatica. Trata-se de uma piroxena diopsi-
dica que assume coloracdo verde muito pdlida e possui
dngulos de extingdo médios da ordem dos 47° c¢/\ng.

Alteragao uralitica acentuada decalca-se sobre os
cristais conferindo-lhes aspectos fibrosos; esta substi-
tuicdo inicia-se a partir dos planos de clivagem, con-
ferindo as secgoes tonalidades verdes levemente azu-
ladas (ng) até amarelo esverdeado (np). Também a
calcite se pode decalcar sobre a piroxena que normal-
meante contém inclusdes de apatite, opacos e clino-
zoizite.

Anfibolas — Presentes nas rochas podem referir-se
dois tipos de anfibolas. Uma de natureza actinolitica,
de hébito prisméatico e terminagdes franjadas, cor verde

TECNICA 456

levemente azulada (ng) até amarelo esverdeado (np)
e angulos de extingdo de 15° ¢/\ng. Outro tipo revela
cor verde levemente acastanhada (ng) até amarela
acastanhada (np) e encontra-se quer em secgOes pris-
maéticas, quer em cristais rombicos basais e com dois
sistemas de clivagem. Os angulos de extingdo sédo de
18° c/Ang. Numerosas incluses conferem a esta anfi-
bola estrutura poiciloblastica. A existéncia dos dois
tipos anfibélicos é observada na mesma rocha, exis-
tindo termos de transicdo entre a anfibola actinolitica
e a horneblenda.

Acessoriamente encontram-se: esfena; clinozoizite;
zoizite; opacos, em graos frequentemente rodeados por
clinozoizite e prenite; biotite, que revela substituicdo
de natureza cloritica; apatite; e fluorite, pouco fre-
quente. A calcite, também pouco abundante, encon-
tra-se em plagas pouco desenvolvidas normalmente
associando-se a clinozoizite. Oxidos de ferro castanho-
-avermelhados estdao a impregnar as rochas. Presente,
em todos os tipos estudados, a scheelite nota-se sob
forma de pequenos graos, néo ultrapassando 0,1 por
cento.

Anfibolitos

Associando-se as corneanas hd uma fina bancada,
com possanga média de 10 em, formada por uma ro-
cha de natureza anfibolitica sem foliagdo evidente e que
revela tonalidade cinzenta esverdeada com capas ex-
teriores de tom castanho avermelhado resultantes de
alteragéo.

Microscopicamente a alterndncia de faixas anfibé-
licas e quartzo-plagioclasicas confere a rocha uma fo-
liagdo; a textura é granoblastica com tendéncia a por-
firogranobléstica e resultante do desenvolvimento de
cristais de quartzo e de anfibola que sobressaem no
seio de uma matriz de natureza plagioclasica (fot. 1).

Plagioclase — Uma profunda alteragdo do mineral
tende a esbater & a apagar os contornos dos cristais,
que passam a constituir uma matriz onde sdo predo-

FOT. 1

Aspecto textual de anfibolito com anfibolas, quartzo e plagioclase,
além de esfena e opacos (n +)
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minantes agregados sericiticos e materiais argilosos.
Por vezes, podem observar-se esbogos de maclas que
permitiram determinar uma composicdo labradoritica
(An 60]).

Quartzo — Cristais granulares, que podem atingir
dimensdes até 5,2 mm, formam f‘aixas paralelas com
estrutura em mosaico, onde a extincdo € marcadamente
ondulante e as fracturas pronunciadas.

Anfibola — Ocorre em cristais de habito prisma-
tico ou ppligonal formando agregados que definem
bandas incipientes segundo a foliagao da rocha. Di-
mensbes maximas dos cristais da ordem de 1,04 mm.
Trata-se de horneblenda de cor castanha esverdeada
(ng) até castanho amarelado (np) com &ngulos de
24° ¢/\ng. Os cristais revelam no entanto com frequén-
cia coloragdo zonada com manchas irregulares ou peri-
féricas de tom verde azulado; o mineral tem, entdo,
aspectos fibrosos com cor variando entre verde azu-
lado palido (ng) e verde amarelado (np» (fot. 2).

FOT. 2

Anfibolito com anfibolas envolvidas por matriz plaglocldsica pro-
fundamente alterada (n +)

Clinopiroxena — Graos de dimensdes reduzidas
parcialmente corroidos e substituidos por oOxidos de
ferro de modo tdo profundo que do mineral podem
apenas restar nlcleos. Trata-se de uma piroxena dio-
psidica de tom verde muito pélido.

Como acessorios referem-se apatite; esfena-leuco-
xena, em grdaos de dimensoes inferiores a 0,8 mm;
clinozoizite; zoizite; e biotite, de cor castanha averme-
lhada (ng) até castanho palido (np), que pode ser
parcialmente substituida por clorite; opacos em graos,
podendo revelar estruturas em «corona», com faixas de
esfena; scheelite, também em pequenos graos, em per-
centagem reduzida e finamente disseminada.

BANIDO
Na regido de Banido, perto de Cabeceiras de

Basto, na estrada que desta vila se dirige para Venda
Nova, num pequeno retalho xistoso de idade sildrica
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e no seio do granito, situa-se um afloramento de cor-
neanas calco-silicatadas com estrutura possivel em sin-
forma em que a aba leste possui as coordenadas
D=N30"W, i = 40°SW e a aba oeste D = N 35° W,
i = 352 NE.

O afloramento, poucoe visivel, pode ser seguido
numa extensdo de 250 metros e deverda constituir o
extremo da grande mancha escarnitica que se estende
para norte e sera posteriormente estudada.

Macroscopicamente trata-se de rochas com tonali-
dades verde azuladas a verde acizentadas, por vezes
com manchas de aspecto fibroso, e marcadas por folia-
¢ao pouco acentuada.

Ao microscopio as rochas mostram texturas grano
a porfirogranobléasticas, sendo observavel uma foliagéo
que pode ser marcada por faixas essencialmente
quartzo-feldspaticas alternantes com outras de compo-
sicdo piroxénica.

Plagioclase — Sempre presente em todos os tipos,
embora normalmente acusando profunda substituicao
por agregados sericiticos. Revela estrutura zonada irre-
gular ou com nucleos mais célcicos, 8 as geminagoes
segundo a lei da albite apenas estdo esbogadas. O mi-
neral constitui agregados granulares (dimensdes mé-
dias de 0,09 mm) ou revela formas prismaticas (dimen-
soes maximas de 0,87 mm). Trata-se de labradorite
com percentagens anortiticas variando entre 54 e 68
por cento.

Quartzo — Mineral frequente sob a forma de agre-
gados granulares com dimensoes variando entre 0,04
¢ 0,7 mm, esporadicamente atingindo dimensces da or-
dem dos 2,6 mm, por vezes com aspecto estiradp
segundo a foliacdo das rochas. Os cristais mais desen-
volvidos revelam extingdo ondulante e contornos fre-
quentemente amibdides.

Clinopiroxena — Pode encontrar-se em pequenos
graos associados a plagioclase (dimensdes médias de
0,04 mm), ou mostrando tendéncia a desenvolvimento
e formas prisméaticas corroidas (dimensoes médias de
0,78 mm, podendo atingir 1,8 mm). Trata-se de uma
piroxena diopsidica praticamente incolor a muito leve-
mente esverdeada, com estrutura poiciloblastica devida
a abundantes inclusoes de opacos e plagioclase. Uma
substituicdo por clinozoizite é detectada frequente-
mente, podendo ser acompanhada por alteracdo clori-
tica. Angulos médios de extingdo de 44°c/\ng. Uma
substituicdo por anfibola verde a partir da periferia pode
afectar os cristais.

Anfibola — Mineral nao detectado em todas as
rochas analisadas, pode no entanto associar-se & piro-
xena sob a forma de pequenas lamelas (dimensdes en-
tre 0.11 e 0,2 mm). Tem cor verde levemente azulada
(ng) a amarelo esverdeado (np} e &ngulos de extin-
cao da ordem dos 16° ¢c/\Ang. Trata-se de uma anfibola
actinolitica, que revela por vezes coloragdo desigual-
mente distribuida com manchas de verde mais acen-
tuado (ng) até amarelo esverdeado (np).
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Idocrase — Este mineral ocorre nalguns dos tipos
estudados, normalmente em formas prismaticas (atin-
gindo até 4 mm) e concentrando-se em faixas. Os cris-
tais sao fortemente corroidos pela matriz plagioclasica

(fot. 3).

FOT. 3

Cristal plumoso de idocrase limitado por clinozoizite (n +)

Granada — Associando-se & idocrase, encontra-se
em cristais levemente acastanhados com abundantes
inclusbes de opacos e quartzo revelando substituicado
por calcite.

Acessoriamente podem indicar-se: fluorite, em
manchas irregulares: microclina, referida nalguns dos
tipos estudados e resultando da substituigdo da plagio-
clase; esfena, em cristais rémbicos (dimensées entre
C.04 e 0,35 mm) que podem mostrar cor intensamente
avermelhada; clinozoizite; zoizite; apatite; opacos; e
scheelite em grdos corroidos pela matriz, ocasional-
mente atingindo 0,95 mm.

ZONA DA VENDA-NOVA

Sob esta designacdo incluem-se vérios afloramen-
tos de rochas calco-silicatadas intercaladas em xistos
de idade silirica nas proximidades de rochas grani-
téides.

As ocorréncias situam-se nas cartas topograficas
a escala 1:25000 n.* 44 e 45 e localizam-se mais
concretamente proximo da povoacdo de Pomar da Rai-
nha, junto & barragem da Venda-Nova e no Cerdedo.

No primeiro caso trata-se de camadas cuja pos-
sanca nao ultrapassa 20 cm, com direcgdes variando
entre N B0°W e NB80°W, inclinando entre 50° e
65° NNE, mais raramente subverticais.

O afloramento préximo da barragem, mais impor-
tante em extensdo e desenvolvimento, é formado por
uma série de leitos paralelos com possancas médias
da ordem dos 20 cm; a direccdo das camadas varia
entre N50°W e N 702 W, e as inclinagées entre 10 e
32° NE. A noroeste da barragem, na estrada que da
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Venda Nova se dirige para Paradela, filoes aplito-
-pegmatiticos acompanham finas bancadas de natureza
calco-silicatada que se revelam lenticulares e morrem
contra o granito encaixante. Neste caso a atitude das
camadas revela coordenadas com a direccdo variando
entre N 602 W & N 70° W, inclinando entre 60° e 70° NE.

A existéncia de tais niveis calco-silicatados tinha
ja anteriormente (1975) sido detectada por um dos
autores (BARROS, A.), durante trabalhos de prospec-
cdo ha anos iniciados: tais unidades foram objecto dum
estudo efectuado por NORONHA, F. (1976), que refere
a ocorréncia de scheelite em calco-silicatadas da zona
da Borralha.

Como a rocha xistosa encaixante revela caracte-
risticas idénticas relativamente aos diferentes aflora-
mentos estudados, passaremos a referir de modo ge-
nérico a respectiva composicao.

Os tipos calco-silicatados estdo intercalados em
micaxistos moscovitico-biotiticos com granada e clo-
rite, que macroscopicamente revelam tonalidades acas-
tanhadas, aspecto brilhante e xistosidade marcada mas
que uma clivagem de crenulagdo afecta de modo pro-
nunciado.

A textura revela-se lepidoblastica a granolepido-
blastica, podendo passar a porfiroblastica.

O componente mais abundante é a moscovite,
normalmente presente em cristais prismaticos associa-
dos a seccbes basais sem formas definidas.

A biotite ocorre em quantidade subordinada reve-
lando cor castanha (ng) até castanho amarelado (np).

O quartzo, menos abundante, encontra-se em
graos que podem assumir dimensdes maximas de
1,04 mm, formando lenticulas perfeitamente contorna-
das pelos minerais micédceos.

Cortando a xistosidade, ha cristais prisméticos
(dimensées média sde 1,04 mm) de clorite que evolui
a partir de cristais biotiticos primitivos (fot. 4). Os
cristais revelam estruturas em «Kink», normalmente
acentuadas pela introdugcdo de ©6xidos de ferro se-
gundo os planos de clivagem; inclusées de minerais

FOT. 4

Clorite «cross= com inclusdes de gquartzo conservando alinhamento
segundo S; (n +)
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radiactivos com auréola pleocréica sdo também obser-
vados. Esta biotite-cross primitiva devera ser o resul-
tado de acgdes de metamorfismo de contacto produ-
zido pelas massas granitdides.

Além da moscovite atras referida, encontra-se ou-
tra geracdo de mica branca, marcada pelo desenvolvi-
mento de finas lamelas cuja orientagdo corta a xisto-
sidade principal e faz com ela angulos préximos de
30°, e que, de acordo com NORONHA, F. (1976) tra-
duzira uma xistosidade S,.

Sobressaindo sob a forma de cristais poligonais,
a granada revela profunda substituicao por oxidos de
ferro avermelhados; os cristais contdm apenas inclu-
soes de grdos de quartzo e opacos.

Acessoriamente sdo de referir cristais poligonais
e pequenos prismas de turmalina de cor castanha pos-
suindo nicleos irregulares azulados.

De acordo com NORONHA, F. e SAAVEDRA, J.
(1975), trés fases de dobramento afectaram as rochas
da regido. Nos tipos estudados essas fases estdo evi-
denciadas, pois a xistosidade principal (S2), marcada
pela disposicdo orientada das lamelas micécaes, assim
como por bandas quartzosas, se revela afectada por
microdobramentos originarios de uma clivagem de cre-
nulagdo (fot. 5). Os cristais de clorite-cross sao pos-
teriores a S2 pois que a estrutura poiciloblastica revela
inclusées de quartzo e biotite conservando o alinha-
mento que define aquela segunda fase.

FOT. 5

Microdobramentos afectando a xistosidade S, em micaxistos (n +)

1 — POMAR DA RAINHA

Rochas calco-silicatadas (Metagrauvaques com minerais
calco-magnesianos)

Estes tipos de rochas revelam-se macroscopica-
mente de grdao fino, cor cinzento escura, donde sobres-
saem pontuacdes rosadas e manchas de sulfuretos. Ndo
& evidente a foliacéo.

Microscopicamente observa-se textura granoblds-
tica com foliagho mal marcada (fot. 6).
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FOT. 6

Aspecto textual de metagrauvaque calco-magnesiano com quartzo,
clinopiroxenas e anfibolas radiadas (n +)

Quartzo — E o componente principal, formando
mosaico em gue os contornos das secgoes sao amibdi-
des. Os graos mostram dimensoes variando entre 0,03
8 1,3 mm, por vezes manifestando tendéncia a estira-
mento que define foliacdo incipiente para a rocha.
Os cristais de maiores dimensdes sdo percorridos por
fracturas e mostram extingdo ondulante enquanto que
impregnagoes de oOxidos de ferro se introduziram se-
gundo as fracturas ou moldaram os grdos.

Plagioclase — Cristais granulares intersticiais nor-
malmente nao maclados ou revelando apenas esbogo
de maclas, profundamente substituidos por agregadps
sericiticos. A sua composigao varia entre labradorite
(An 68) e bytownite (An 72).

Anfibolas — Presentes em todos os tipos estuda-
dos, ocorrem sob a forma de lamelas normalmente
dispostas em rosetas de terminacdes aciculares. Na
maior parte dos casos trata-se de actinolite, incolor
a verde |levemente amarelado (ng) até amarelo esver-
deado (np) ,podendo revelar manchas azuladas desi-
gualmente distribuidas. Os &ngulos de extingdp sdo
préximos de 12° c/\ng.

Nas rochas, contudo, pode encontrar-se outra anfi-
bola de cor castanha, levemente esverdeada (ng) até
castanha amarelada (np). Trata-se neste caso de hor-
neblenda, devendo existir termos de transicdo entre
5 dois tipos anfibdlicos.

Diopsido — Apenas representado num dos tipos
estudados,, este mineral ocorre em cristais incolores
profundamente recortados e destruidos com substitui-
cao acentuada por clinozoizite e calcite. Angulos de
extincdo de 42° c/\ng.

Granada — Mineral sempre presente nas rochas,
em cristais parcialmente limitados por faces planas,
mas revelando mais tendéncia a desenvolvimento in-
tersticial, podendo alongar-se segundo a xistosidade
S2. No crescimento engloba os restantes componentes
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da rocha, particularmente quartzo e plagioclase, pelo
que resultam aspectos fortemente poiciloblasticos. Alte-
racdo para clorite ocupa parcialmente os cristais, que
podem também ser substituidos por clinozoizite e pene-
trados por fibras actinoliticas (figs. 3 e 4).

Fibras radiadas de anfibola actinolitica penetrando profunda-
mente cristal de granada. Matriz envolvente de quartzo e pla-
gioclase, além de esfena (luz nat)

Cristal de granada poicilobldstica com incluses de quartzo
e lamelas de actinolite que também surge em rosetas na
rocha (luz nat.)

Como acessérios podem referir-se: zircdo; clino-
zoizite; opacos, que podem ser rodeados por faixas de
clinozite; scheelite, de tons levemente amarelados,
pode ocorrer em pequenos grdos dispersos na rocha,
parecendo revelar certa tendéncia a associacdo com
a2 esfena, tamhém se encontrando em cristais de boas
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dimensodes no seio da piroxena (fots. 7 e 8), mas nou-
tros casos ainda revela tendéncia & associagdo a faixas
de quartzo onde este mineral forma mosaico com
cristais assumindo grande desenvolvimento (fot. 9).

8

2 3

FOT. 7

Grande cristal de scheelite fracturado, no seio de piroxena diopsi-
dica (luz nat.)

FOT. 9

Cristais de scheelite desenvolvendo-se segundo um veio onde
o0 quartzo assume grande desenvolvimento (luz nat.)
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A scheelite dispoe-se entdo alongando-se segundo a
foliacio da rocha e tende a revelar aspectos idiomor-
fos, particularmente marcados nos cristais de dimen-
soes mais reduzidas; mas mesmo nos cristais de maior
tamanho mostra tendéncia ao desenvolvimento de limi-
tes rectilineos, definindo-se em parte formas quadra-
ticas (fots. 10 e 11).

FOT. 10

Cristais de scheelite desenvolvendo faces rectilineas (luz nat.)

Scheelite com desenvolvimento de formes idiomorfas (luz nat.)

2 — VENDA NOVA
* = L

Rochas calco-silicatadas (metagrauvaques com minerais
calco-magnesianos)

Metagrauvaques que macroscopicamente se mos-
tram de grao fino e cor cinzenta esverdeada com pon-
tuagoes de tom rosado, podendo em certos casos re-
velar bandeamento mais ou menos definido.

Microscopicamente as rochas mostram aspectos
foliados com textura granobléstica.
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Quartzo — Mineral comum a todas as rochas,
nota-se em grdos (dimensdes entre 0,09 e 1,04 mm)
formando mosaico em que os limites intergranulares
se mostram rectilineos ou lobados. Os cristais mais
desenvolvidos formam agregados que sobressaem do
seio da rocha.

Plagioclase — Presente nas rochas em percenta-
gens variaveis, normalmente sob formas granulares for-
mando finas bandas; os cristais estdo profundamente
substituidos por agregados sericiticos e por clinozoi-
zite. Geminacoes ausentes ou mal marcadas mas que
permitiram determinar composicdo varidvel entre labra-
dorite (An 68) e bytownite (An 74).

Diépsido — Este mineral ndao esta presente em
tedos os tipos de rochas estudadas, mas onde é de-
tectado ocorre em cristais prismaticos de grande de-
senvolvimento (até 4,3 mm) ou com aspecto granular.
De modo geral estd profundamente corroldo e revela
impregnacoes abundantes de déxidos de ferro, podendo
também encontrar-se substituicAo por calcite acompa-
nhada por manchas de clinozoizite. E praticamente
incolor e tem &ngulos de extingdo da ordem dos
46° c/\ng.

Anfibolas — Minerais mais representados que a
clinopiroxena, encontram-se em pequenas lamelas ou
fibras (dimensdes ndo ultrapassando 0,7 mm) com
disposicdo que pode definir bandas paralelas contor-
nando nitidamente os cristais de granada. Trata-se de
uma anfibola actinolitica de cor verde amarelada muito
palida (ng) que varia até tons guase incolores (np),
podendo em certos casos revelar leves tonalidades
azuladas. A coloracdo estd no entanto desigualmente
distribuida com nticleos de tom verde mais intenso.
Angulos de extincdo variando entre 12 e 14? cAng.

Na mesma rocha pode também encontrar-se uma
anfibola do tipe da horneblenda com cores variando
entre verde acastanhado (ng) e castanho amarelado
(np), sendo de admitir a existéncia de termos de tran-
sicdo entre os dois tipos anfibdlicos referidos.

Idocrase — Mineral restrito e alguns dos tipos ana-
lisados, onde se encontra em cristais prismaticos com
grande desenvolvimento (dimensdes méximas de
6,6 mm), limitados por faces rectilineas perfeitamente
marcadas pelo quartzo. Frequente estrutura poiciloblas-
tica conferida por abundantes inclusdes de quartzo, opa-
cos, clinozoizite e clinopiroxena. Uma substituicio por
plagas calciticas & observével.

Granada — Componente importante da maior parte
das rochas estudadas, sobressai da matriz sob a forma
de cristais de tonalidade creme e podendo revelar-se
parcialmente limitados por faces planas. No seio dos
cristais o quartzo ocorre em pequenos grdos associados
3 plagioclase, conferindo assim ao mineral caracter
poiciloblastico. A clorite e a clinozoizite substituem o
mineral, podendo ser acompanhados por calcite.

Acessoriamente citam-se: fluorite, apenas detec-
tada nalgumas das rochas; clinozoizite; esfena; zircéo:
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apatite; calcite; biotite, de tom castanho avermelhado
(ng) até castanho amarelado (np); clorite; scheelite, em
pequenos graos.

As rochas pertencentes a estes afloramentos reve-
lam composicoes varidveis. Assim os tipos que ocor-
rem a noroeste da barragem, na estrada que se dirige
a Paradela, mostram na sua composigdo a presenca
de fluorite a que se associa idocrase; neste caso as
piroxenas sdo abundantes.

Tais afloramentos estdo contidos em rochas xisto-
sas onde, envolvidas numa matriz quartzo-biotitica, se
destacam finas bandas paralelas de material carbonoso
(grafite) que atribuem as rochas tonalidades acentuada-
mente escuras. O material carbonoso pode também ser
revelado nas unidades calco-silicatadas que sao deste
modo marcadas por foliagdo mais evidente,

Os restantes tipos calco-magnesianos revelam ma-
croscopicamente aspectos diferenciados onde sobres-
saem pontuagdes rosadas de granada. Efectivamente
este mineral passa a ter desenvolvimento acentuado,
acompanhando agora anfibolas, tendo o diépsido dei-
xado de ser detectado, o mesmo sucedendo a fluorite
e a idocrase,

A scheelite aparece, no entanto, em qualquer dos
tipos referidos.

3 — CERDEDO

Rochas calco-silicatadas (metagrauvaques com minerais
calco-magnesianos)

A mancha de Cerdedo constitui dois pequenos
afloramentos de tipos idénticos aos ja4 estudados. Séo
ainda metagrauvaques macroscopicamente de tom cin-
zento com laivos esverdeados, podendo passar a tona-
lidades malis claras por concentragdes de quartzo em
veios ou lenticulas. A foliagdo é pouco marcada.

Microscopicamente a rocha revela aspectos idén-
ticos aos referidos para os diferentes tipos, sendo o
quartzo mineral abundante e formando faixas em que
os gréos se constituem em mosaico, associando-se a
plagioclase, com dimensoes médias de 0,10 mm. Mas
pode também o quartzo ocorrer em veips de largura
méaxima proxima dos 2,16 mm, tomando entdo os graos
maiores dimensoes (0,96 mm).

A plagioclase associa-se em formas pouco desen-
volvidas, com geminagdes muito esbatidas, e substi-
tuida por agregados sericiticos ou formando intercres-
cimentos mirmequiticos muito finos. Trata-se de bytow-
nite (An 72).

A granada é abundante, podendo o seu desenvol-
vimento revelar aspectos de estiramento segundo a fo-
liagdo e estrutura poiciloblastica profundamente mar-
cada (fig. 5).

Dois tipos de anfibolas estdo contidos nestes
tipos de rochas. Uma normalmente sob a forma de
cristais r&mbicos basais, entre castanho esverdeado
(ng) e castanho amarelado (np), ou também em la-
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FIG. 5

Cristal de granada com inclusées de quartzo. Este mineral

ocorre também em agregados formando um wveio penetrado

pela anfibola. A matriz é formada por plagloclase. Pode
observar-se um cristal de zircdo (luz nat.)

melas franjadas e cristais aciculares que se podem
associar em rosetas, tratando-se de horneblenda. Outro
tipo possui cores muito esbatidas entre verde amare-
lado palido (ng) e tons amarelo esverdeados muito
ténues (np), tratando-se de uma anfibola actinolitica
com angulos de extingdo médios de 14° ¢/ ng.
Acessoriamente referem-se: clinozoizite; zircédo;
apatite; esfena; opacos; e scheelite, em pequenos gréos.

ATEI

Intercalados concordantemente em micaxistos do
siltrico ocorrem finos leitos paralelos de natureza calco-
-silicatada com direcgoes variando entre N 40°W e
M 50° W, subverticais, em estreita faixa préxima do
contacto com as rochas granitéides. A possanga média
das camadas néo ultrapassa 40 centimetros.

Rocha encaixante:

Trata-se dum micaxisto macroscopicamente de tom
acastanhado, com xistosidade bem marcada e em que
o0 quartzo sobressai ao formar amigdalas.

Ao microscépio a rocha revela textura granolepi-
doblastica, com o quartzo formando mosaico de gréos
de dimensoes médias da ordem dos 0,3 mm. Este
mineral pode, no entanto, assumir grande desenvolvi-
mento com cristais associados em amigdalas; neste
caso a dimensdo maxima dos grdos atinge 4 mm, re-
velando-se os contornos intergranulares frequentemente
engrenados e a extingdo ondulante.
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Dispondo-se como lamelas finas em faixas para-
lelas que contornam as amigdalas quartzosas, a mos-
covite ocorre em abundincia, a ela se associando
pequenos graos de turmalina, zircdo e opacos, enquanto
gue Oxidos de ferro castanho-avermelhados penetram
a rocha.

Rochas calco-silicatadas:

Macroscopicamente trata-se de rochas de gréo
fino e cor cinzenta esverdeada, por vezes adquirindo
tonalidades violdceas onde sobressaem pequenas pon-
tuacoes de sulfuretos. Uma foliagdo marca-se nalguns
tipos, sendo observdveis microdobras (fot. 12).

FOT. 12

Aspecto macroscépico de rocha calco-silicatada com dobras
mesoscopicas

Ao microscopio as rochas mostram textura gra-
noblastica a porfirogranoblastica; a foliagdo é bem evi-
dente, podendo evidenciar-se microdobramentos bem
definidos. Nestes casos a litagem é marcada pelo de-
senvolvimento de finas bandas constituidas por agre-
gados de quartzo que alternam com faixas de plagio-
clase finamente granular (fot. 13).

Duas fases de deformacdo podem ser evidencia-
das nestes casos: uma S1, coincidente com a estratifi-
cacdo So, marcada pelo desenvolvimento de finas
lamelas de biotite (I) alinhadas segundo os microdo-
bramentos, que é ainda reforgada por pequenos grdos
de esfena dispostos alinhadamente. Uma segunda fase
52 levou ao dobramento dos leitos e 3 formagdo duma
biotite (ll) alinhada segundo a direccdo dos planos
axiais das microdobras (fig. 6).

Desenvolvimento posterior de anfibolas englobou
estas biotites; e influéncias de caracter metassomatico
marcam-se pelo aparecimento de microclina (fig. 7).
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FOT. 13

Microdobramentos em rocha calco-silicatada formados por leitos
de quartzo (n X)

FIG. &

Franjas de esfena rodeando grios de opacos. Nota-se o micro-

dobramento marcade pela alterndncia de associagdes de quartzo

com bandas feldspaticas mais finas. Lamelas de biotite (I) séo
concordantes com a estratificagdo (nic. +)

A textura é granoblastica a porfirogranoblastica.

Quartzo — Sempre presente em grdos com dimen-
sbes variando entre 0,02 e 2 mm, com tendéncia a
concentrar-se em wveios ou amigdalas. A extingdo é
ondulante, sendo acentuada nos cristais de maiores
dimensoes, que também estao fracturados.

Microclina — Revela-se com frequéncia em graos
de dimensdes variando entre 0,4 e 0,7 mm, podendo
ccorrer associada ao quartzo, ou desenvolvendo-se em
cristais irregulares com estrutura poiciloblastica resul-
tante do envolvimento de grdos de quartzo e anfibolas.
Pode observar-se extingdo ondulante, que confere as
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Cristal de actinolite com inclusdes de quartzo e biotite. Esta de-
senvolve-se no interior do cristal em lamelas que conservam
direcyao paralela a S; (luz nat.)

seccdes estrutura recticular caracteristica. O desen-
volvimento do mineral processa-se preferencialmente
nas faixas onde o quartzo predomina.

Plagioclase — Cristais intensa ou completamente
substituidos por finos agregados sericiticos ou plagas
de clinozoizite, associando-se geralmente ao quartzo.
Parte do mineral terd evoluido no sentido da mi-
croclina.

Clinopiroxena — Abundante em graos e cristais de
tendéncia prismatica com dimensées variando entre
0,03 e 3 mm. Os cristais prismaticos dispoem se ali-
nhadamente segundo a foliagdo da rocha. Mineral pra-
ticamente incolor ou muito levemente esverdeado, de-
senvolve estrutura poiciloblastica pela inclusdo abun-
dante de opacos e quartzo. Trata-se de uma piroxena
do tipo diopsidico, com &ngulos de extingdo variando
entre 40 e 42° c/Ang e que pode revelar maclas se-
gundo (100).

Anfibolas — Abundantes nalguns tipos estudados,
associando-se normalmente &s faixas quartzosas es-
tando presentes dois tipos: uma anfibola actinolitica de
cor verde azulada (ng) até verde amarelada péalido
(np) e uma horneblenda cuja coloragdo varia entre
verde levemente acastanhado (ng) e verde amarelado
(np). A actinolite encontra-se normalmente com aspecto
fibroso ou radiado, com fibras penetrando quartzo e
feldspatos.

Acessoriamente encontram-se :biotite, pertencente
a duas geragdes, uma primitiva, biotite (l), ocorrendo
em lamelas muito finas dispostas paralelamente a folia-
¢do e acompanhando os seus microdobramentos, e uma
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biotita (ll) qua assume formas mais desenvolvidas em
pequenos prismas dispostos segundo o plano axial das
microdobras; clinozoizite; apatite; e opacos, sob a for-
ma de grdos, que podem atingir acentuado desenvol-
vimento (1 mm), com frequéncia envolvidos por franjas
de prenite e clinozoizite; esfena, sob a forma de finos
grdos dispostos segundo S1, enquanto que uma gera-
¢do posterior do mineral corta a foliagio da rocha;
clorite, em pequenas lamelas; e scheelite, em graos
pouco desenvolvidos e em reduzida percentagem.

ASPECTOS GENETICOS

Em todos os afloramentos as rochas calco-silica-
tadas estudadas se revelam em bancadas pouco es-
pessas intercaladas concordantemente em retalhos xis-
tosos envolvidos por rochas granitéides.

Aspecto visivel em Insalde e no Extremo é a tran-
sicdo entre as corneanas calco-silicatadas e rochas
anfiboliticas, particularmente assinalavel na primeira
ocorréncia. Aqui a evolugdo pode acompanhar-se pela
existéncia de termos intermédios e inicia-se pela pro-
gressiva substituicdo dos cristais diopsidicos sobre os
quais se decalca uma anfibola verde azulada; este
mineral passa a acompanhar-se por outra anfibola de
tom castanho e nas rochas tipicamente anfiboliticas a
clinopiroxena revela-se esporadica e com caracteristi-
cas residuais, enquanto que o quartzo, amplamente
representado nos leitos escarniticos, passa a compo-
nente acessorio nas rochas anfiboliticas.

A proximidade das massas granitéides envolventes
indicara a influéncia destas rochas responsaveis por
accbes de pirometassomatismo que levariam a uma evo-
lugdo de niveis calcario-dolomiticos previamente exis-
tentes e j& metamorfizados por acgdes regionais. O apa-
recimento de formagodes aplito-pegmatiticas associadas
aos tipos calco-magnesianos em consideragdo, como
acontece por exemplo na zona de Venda Nova, podera
indicar conexdo metassomatica com tais tipos de ro-
chas e relacionacdo com fases Ultimas ligadas a implan-
tacdo das massas granitéides.

As rochas calco-silicatadas da regido da Venda
Nova constituem dentre os tipos analisados uma facies
particular; trata-se de metagrauvaques, composicional-
mente semelhantes aos referidos por TORRE DE
ASSUNCAOQO, C. (1969), e poderdao englobar-se, de
acordo com este autor, numa subfacies do tipo misto
por conterem simultaneamente quartzo, epidoto e an-
fibolas.

Estes tipos da Venda Nova sdo também referidos
por NORONHA, F. (1976), ainda que de maneira mais
genérica do que no estudo agora elaborado. Este autor
atribui uma origem relacionada com metamorfismo
regional para a scheelite ocorrendo em tais tipos de
rochas, afastando qualquer influéncia post-magmaética
e relacionando as ocorréncias com concentragoes de
tungsténio associadas aos estratos.

0O mesmo autor nado refere, no entanto, a existédn-
cia de fluorite em qualquer das rochas estudadas o
que o presente estudo assinala, e que indicard influén-
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cias importantes de fluidos. Esta transferéncia de flui-
dos podera também ser reconhecida pelo aparecimento
de turmalina nos micaxistos que englobam os niveis
calco-silicatados. Este mineral, de tonalidades castanho-
-amareladas, devera conter percentagens elevadas de
ferro e talvez manganésio se atendermos aos nucleos
de cor azulada. O seu aparecimento estard ligado prin-
cipalmente a emanacdes de boro na dependéncia das
granitdides.

Por outro lado a existéncia de opacos principal-
mente constituidos por pirrotite, pirite, ilmenite e tam-
bém calcopirite poderd indicar que a formacdo das
rochas calco-silicatadas estara relacionada com trans-
ferdnecia de elementos (DUONG, P. K., 1969).

No entanto o aspecto mais notdvel e relativo a
uma origem tardia da scheelite ligada a possivel fase
hidrotermal podera ser a ocorréncia daquele mineral

associado a bandas em que o quartzo assume desen-
volvimento acentuado e onde a scheelite apresenta
idiomorfismo (fots. 10 e 11).
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Measurement of particle and gas velocities in a DC
arc heater using laser doppler anemometry

ABSTRACT

The paper describes an investigation using Doppler
anemometry to measure gas and particle velocities
within a DC arc plasma heater, which employs magne-
tohydrodynamically assisted particle injection around
the cathode tin. Both forward and back scatter techni-
ques were tested using a 5 mW He-Ne laser and an
1.0 W argon ion laser. Several signal processing arran-
gements were also tested. A variety of particle feed-
stocks were used ranging in size from 1pum to over
200 pm.

The least expensive system to yield satisfactory
results emploved the low power He-Ne laser in the
forward scattering mode, coupled with a spectrum
analyser for signal processing. Typical axial velocities
within the hot zone were found to be in the range
30-150 m/s for the gas, 5-30 m/s for the feedstock
particles.

1 — INTRODUCTION

For a fundamental understanding of the processes
of heat and mass transfer occurring within a particle-
-laden thermal plasma, it is essential to have a know-
ledge of the velocities and temperatures of both gas
and particles. Such information is essential if scale-up
of a commercially promising process is to be under-
taken on anything but an empirical basis. This paper
describes a preliminary investigation of laser Doppler
anemometry (LDA) as a potentially convenient techni-
que for measuring gas and particle velocities in a
high efficiency DC arc plasma heater being used for
thermal processing of particulate materials.

Previous workers have measured plasma gas velo-
cities using for example pitot probes (coupled with
measurement of gas temperature) [1-3], photographic
techniques [4, 5] and, more recently, an opto-electronic
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SUMARIO

Neste artigo descreve-se o uso da anemometria
do laser para medicio das velocidades do escoamento
e das particulas por ele transportadas num jacto de
plasma D. C., o qual usa efeitos magnetohidrodinami-
cos na injeccdo de particulas & volta do catado. Foram
testadas as técnicas de «forward» e «back» ascatters
usando laseres de 5mW e de 1.0 W de Argon, con-
juntamente com diferentes maneiras de processamento
do sinal Doppler. A dimensdo das particulas injectadas
variava de 1pm a 200 pm.

0O equipamento mais barato de modo a fornecer
resultados satisfatérios compreendia um laser de He-Ne
de 5 mW usado em «forward scatter» e um analisador
de frequéncias para processamento do sinal. As velo-
cidades dentro da zona mais quente do jacto iam de
30 a 150 m/s para o gdas e 6 a 30 m/s para as par-
ticulas.

method [6]. The latter two approaches have also been
employed to measure particle velocities [6-10], but
only where the particles were radiating more intensely
than the plasma. LDA offers the possibility of permitting
rapid determination of the local velocities of gas and
particles, even when the radiation emitted by the former
is significant. Furthermore it requires no initial know-
ledge of the gas temperature. The technique has already
been used to measure fluid flow in combustion sys-
tems [11], and transient velocities in arc circuit brea-
kers [12], but the authors are not aware of any pu-
blication describing the measurement by LDA of gas
or particle velocities in a steady state thermal plasma
environment.

The LDA technique involves analysis of the fre-
quency of signals received at a photodetector when
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light is scattered from particles passing through the
fringe pattern generated in the region of intersection
of two laser beams (the sample volume). For the
measurement of gas velocity the gas is typically seeded
with particles of around 1 pm diameter, small enough
to follow the turbulent velocity changes in the gas
streams. Thus it has been calculated that titania par-
ticles of 3.2 um diameter would give an acceptable
response in oxygen flows at 2800 K up to 1 kHz, while
0.8 pm particles would be necessary to indicate
fluctuations in frequency of 10 kHz [11]. The present
work involved seeding of argon at much higher tem-
peratures, at which the size of the alumina particles
used is likely to allow detection of velocity fluctuations
up to frequencies higher than 1 kHz.

At the start of the project doubts existed as to
the feasibility of introducing an adequate concentration
of seed particles to the centre of the plasma column,
and also as to the lifetime of such small particles in
the high temperature environment. Another area of
uncertainty concerned the signal to noise ratio (SNR)
which might have been too low as a result of electrical
interference, or background radiation from the plasma.

The present study was therefore undertaken to
investigate the potential of LDA to measure gas and
particle velocities in an arc heater at gas temperatures
in the range 5000-20,000 K, an to define a relatively
inexpensive optical configuration and signal processing
equipment which might be used in a subsequent more
detailed study.

2 — APPARATUS
2.1 Plasma Heater

The plasma heater is described in greater detail
in another papel [13]. However for the present study
the design was slightly modified, and in the interests
of completeness a bried description is provided below.

A DC arc (typically 260 A) was maintained bet-
ween a conical gas-shielded cathode (water-cooled
tungsten), and the jets emerging from two plasma
torches, which acted as anodes. The cathode jet was
directed vertically downward, and the anodic plasma
jets horizontally inward, and diametrically opposed.
The cathode was shielded with argon (48 |/min), and
powdered feedstocks entrained in a further argon stream
{119 I/min) were injected into the plasma column,
via an annular port around the cathode. Entrainment
of particles into the arc column occurs via a magneto-
hydrodynamic effect, first noted by Maecker [14], and
more recently exploited by Sheer and co-workers for
vaporising refractory powders [15, 16].

The cathode tip was positioned at specific heights
(in the range 2 to 40 mm) above the plane of the
anodic jets. The sampling volume was also in this
plane, and on the axis of the principal arc column.
Traversing of the optics was not attempted, instead
the change in velocity with axial distance «h» from the
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cathode, was determined by moving the cathode the
required distance in a vertical plane.

Velocities of gas and feedstock particles were
measured first in the absence and later in the presence
of the arc. Cold gas velocities were monitored initially
using an aerpsol of silicone oil droplets (diameter
about 1pm) generated using an atomiser [11], and
later using a suspension of fine alumina particles (La
Pierre Synthetique Baikowski, GE 1, mean agglomerate
size 1.5 pm) introduced at a slow rate in a carrier gas
stream. The latter powder was also employed to mo-
nitor hot gas velocities. As an example of a typical
free-flowing powdered feedstock, nickel powders (Wes-
tern Mining (UK} Ltd) of various size ranges were
used in measurements of particle velocity. The particle
size analysis of powder A, full size range, is as shown
below:

um |+ 147]1+104]| +74 )| + 44| + 37| — 37

wt % | 0.0 5.0 2.6 58.0 | 25.6 8.8

Powder B was the same powder sieved to remove
particles greater than 53 pm, and powder C was a
coarser nickel powder in the range 150-210 pm.
Typical nickel feedrates were about 160 g/min. The
aerosol and the above powders were introduced into
the arc column in an argon gas stream via the outer
of the annular ports which surround the cathode tip.

2.2  Laser Doppler Equipment

Two optical systems were tested, respectively
employing collection of either forward- or back-scatter-
ed light. The latter offered the possibility of optical
access via a single window, and potentially simpler
traversing equipment. However forward-scattering (re-
quiring two windows, and optical equipment on both
sides of the test section) offered the prospect of higher
SNR at low laser power.

Beam
Splittar Mask
i Filter (’
= S
* Al e ™ il_,__.l

Laser
[Spectra Physics
120 i

300 mm Photomultipliar

{RCA 4836)

Test Section

FIG. 1

Schematic diagram of forward scatter optical system

The forward-scatter system is illustrated in Fig. 1.
The beam from a 5 mW He-Ne laser (Spectra Physics
Model 120, ». = 632.8 nm) was split into two parallel
beams with separation 50 mm using a prism beam
splitter. The beams were focussed with a lens to inter-
sect at their waists on the axis of the arc column.
The calculated sample volume of the region of fringes
so formed was 0.37 mm diameter, and 4.5 mm long.
The half angle between the beams was 4.8° giving a
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fringe spacing of 3.8 pum. The relationship between
Doppler frenquency v, (MHz) and velocity U (m/s) is
thus U = 3.8 v,.

Scattered light was collected using a lens, masked
tn prevent transit of the unscattered laser, and the
collection system was adjusted so that only light
scattered from the sample volume passed through the
aperture (0.55 mm) of the photomultiplier (RCA Mo-
del 4836). To minimise ingress of radiation from the
arc, an interference filter of bandwidth 1 nm was
located in front of the photomultiplier, and oriented to
maximise transmission at A=632.8 nm. Optical access
to the plasma, which is operated within a water-cooled
vessel, was by means of two diametrically opposed
quartz windows which were gas-purget to prevent depo-
sition of fume.

In the back-scatter system (not illustrated) a higher
power laser (Spectra Physics argon ion 164-06, A=
=488 nm) was also used with a half angle between
the beams of 5.6°, a fringe spacing of 2.48 um, and
a sample volume of 0.16 mm diameter and 1.59 mm
long. An EMI 9815B photomultiplier was used as the
detector, and a filter centred on 488 nm (bandwidth
2.2 nm) was located in front of the detector aperture
to reduce direct radiation from the arc column.

Three types of signal processor were tested; a
spectrum analyser, a frequency tracker, and a frequency
counter, but only results from the first of these instru-
ments (which operated the most successfully in this
situation) will be presented. The spectrum analyser
(Hewlett Packard 8552A RF Section, 8553 IF Section,
141T Mainframe) was linked to a special subunit [17]
which counted the pulses occurring in a given period
cver a selected bandwidth during the stepwise sweeping
of the frequency spectrum. It operated well, even at low
SNR and infrequent particle arrivals in the test volume.
Although a period of some 5 minutes was required to
achieve a typical velocity distribution, this requirement
presented no difficulties in the present work, in which
it was assumed that particle feed rate and velocity
distribution remained constant over this period.

While the tracker (Cambridge Consultants Model
CCO01), and counter (Hewlett Packard Model 5360A),
appeared unsuitable for immediate and reliable use, it
is probable that with adequate modifications and vali-
dation procedures (e. g. by using a microcomputer mak-
ing statistical analysis of the individual frequency mea-
surements), either instrument could be made suitable,
and could in principle provide more rapid and reliable
velocity information than the spectrum analyser.

3 — RESULTS AND DISCUSSION

The LDA system was tested with back- and for-
ward-scattered light, and with and without the arc.
Using back-scattering and the 164-06 laser, cold gas
velocities were measured without difficulty, but in the
presence of the arc the SNR was too low, even when
using the laser at full power. As it appeared that the
backgroung radiation from the plasma at 488 nm was
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far greater than at 633 nm, the He-Ne was tested in
the back scatter mode, but the SNR was still too low
for detection of the Doppler signal. The use of a
narrower interference filter or a monochromator with
a more powerful He-Ne laser might have enabled the
backscatter technique to be used.

The remaining work employed the He-Ne laser
and forward-scattering. Doppler signals were observed
from the silicone oil droplets in the absence of the
arc, and from alumina and nickel particles both in the
presence and absence of the arc. The Doppler modu-
lation was clearly visible in all cases but the SNR
was poorest for the nickel particles in the plasma. The
signals would have been improved by using a narrower
interference filter, or a monochromator, but the signal
quality was in all cases adequate for processing using
the spectrum analyser. As expected the signal bursts
produced by the larger nickel particles exhibited higher
intensity but smaller relative level of modulation than
those arising from the smaller particles.

3.1 Measurements under Isothermal Conditions

Fig. 2 shows histograms for the axial component
of velocity of both gas and nickel particles at a dis-
tance h=7 mm below the cathode tip in the absence
of the arc, the gas flow being monitored using a sili-
cone oil aerosol. The two velocity distributions have
not been measured simultaneously because the high
intensity scattering caused by the Ilarger particles
swamped the signal from the aerosol droplets. The
nickel particles (powder A) have a much lower average
velocity (7.5 m/s) than the gas (33.5 m/s), and unlike
that of the gas velocity the histogram exhibits a posi-
tive skewness, suggesting that the distribution of velo-
cities results in part from the range of particle sizes
present. Some nickel particles have a size well below
the mean and hence a correspondingly higher velocity.
It is also possible that part of the skewness arises from
the higher probability of detection of the stronger
signals from the larger particles thus biasing the distri-
bution towards the lower velocities. The turbulence
intensity of the particles, (rms level of velocity fluctua-
tion divided by mean value of particle velocity distri-
bution), exceeds that of the gas, corresponding to vary-
ing degrees of slip between the particles and the gas.
Similar effects are seen in the other histograms in
Fig. 2, showing the velocities at h=10 mm of the two
sieve fractions powders B and C. The two histograms,
again positively skewed, scarcely overlap.

A set of histograms for the axial velocity of the
cold gas, seeded with alumina, at h=2, 10, 20, 30
and 40 mm is shown in Fig. 3. The mean velocity and
turbulence intensity values, given in the figure, are
consistent with the annular and converging form of the
jet. As far as 30 mm from the cathode the gas on the
axis is accelerating. Further downstream the mean
velocity decreases ,and the turbulence intensity in-
creases (from 0.10 at 30 mm to about 0.20 at 40 mm),
thus provinding evidence of mixing and of substantial
shearing forces in the flow.
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Gas velocity distributions in isothermal flow using alumina seeding

3.2 Measurements in the Presence of the Arc

Gas velocity distributions, obtained by seeding the
arc with alumina powder, are presented in Fig. 4.

The apparent gas velocity distributions nearer to
the cathode (h=10 and 20 mm) are broad complex
structures which might be interpreted as double-peaked
histograms with the two most probable velocities 88
and 110 m/s at 10mm, and 55 and 100m/s at
20 mm. The reasons for this behaviour are at present
unclear but some possible contributing factors may be
mentioned. The small number of particles detected,
only one fifth that observed at the lower stations, may
render the results less reliable. Furthermore it is known
that thermophoresis makes the introduction of fine
particles (less than 10um) into the centre of such
an arc column very difficult [15], and fluctuations In
concentration of seed particles in the sample volume
may have occurred. Finally the apparently anomalous
behaviour may be associated with spatial variation of
velocity over the length of the sample volume. Indeed
Sneer and co-workers have measured temperature gra-
dients of several thousand degrees over radial distan-
ces of around 2 mm In this region of a similar arc and,
found correspondingly high rates of change of mass
flow with radial distance [1].

The results at 30 and 40 mm are single peaked
and more nearly symmetrical, unaffected by the unu-
sual fluild motion or other problems occurring upstream.
The mean veslocity at both these positions was about
55 m/s, close to the lower peak in the distribution at
20 mm, but much lower than the average velocity
nearer the cathode. Thus there was a sharp deceleration
in the gas velocity between 20 and 30 mm although
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FIG. 4
Gas velocity distributions within the arc column using alumina seeding
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the mean velocity at the 40 mm location was 20 %
greater than that observed in the isothermal case.

In general, it can be said that the mean gas
velocity curves for the isothermal and arc-operating
cases have very different characteristics. The values
measured in the arc column decrease with downstream
distance, while those corresponding to the isothermal
situation increase to a maximum at around 30 mm
before decreasing further downstream. In the presence
of the arc the apparent mean gas velocity 10 mm from
the cathode was about 2.5 times greater than that
measured under isothermal conditions. The turbulence
intensity of the hot gas was also greater in the zone
close to the cathode, as might be expected in view
of the bimodal configuration of the velocity histograms,
whilst 40 mm from the cathode the turbulence inten-
sities were similar.

Histograms for velocity distributions of nickel
particles (powder A) at h=7 to 40 mm demonstrated
an increase in velocity with distance, ,and a broadening
of the velocity distributions. The mean velocity rose
from about 10 m/s (range 6-23 m/s) at 7 and 10 mm,
to around 16 m/s (range 8-32m/e) at 30-40 mm.
The experiment was repeated with narrower particle
size rangers, powders B and C, to give the velocity
distributions shown in Fig. 5. As in the cold flow
results (Fig. 2) the two sets of distributions scarcely
overlap, and all show positive skewness. The relative
difference in measured mean velocities between the
hot gas (Fig. 4) and the nickel particles is greater
than that observed under isothermal conditions (Fig. 2).
This observation can probably be attributed to the exis-
tence of lower gas velocities in the presence of the

injection of the nickel powder. It was not however pos-
sible during the present project to measure the gas
velocity (with alumina particles) in the presence of
the nickel feed, owing to the high intensity of scattering
caused by the latter. The mean velocity of the larger
particles (C, 150-210 pm) rises with distance in con-
trast to the velocity distributions for powder B
{(—53 um) which are fairly similar to each other over
the same distance. This is due to the different inertias
of the large and small particles to follow the rapidly
decelerating hot gas.

4 — CONCLUSIONS

The present brief study permitted the testing of
a number of potential LDA systems for the measure-
ment of gas and particle velocities in the arc column
of a plasma heater. The use of a low power He-Ne
laser, coupled with a forward-scatter optical system,
and signal processing using a spectrum analyser with
digitised output, led to satisfatory results, and proved
to be a relatively inexpensive system. Modification of
the optics to permit a shorter sample volume would
be advantageous in regions of high thermal gradient.
Improvement of the SNR by the use of higher laser
power coupled with narrower band optical filters, care-
fully tuned to maximise transmission at the laser
frequency would ease the signal processing and may
allow the use of trackers or counters.
Preliminary measurements of the axial components
gas and particle velocities during operation have
indicated the value of the technique, which appears
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